
�ëàâà I. Ââåäåíèå â àëãåáðó

� 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

1.1. Ìíîæåñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè

Ìíîæåñòâî � èñõîäíîå, íåîïðåäåëÿåìîå ïîíÿòèå. Îíî ëåæèò â îñíîâå âñåõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé. Òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâà íå

ñóùåñòâóåò. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü äåëî ñ ìíîæåñòâàìè, íàäî èìåòü

êàêîå-òî ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ìû èìååì â âèäó, óïîòðåáëÿÿ ýòîò

òåðìèí. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå äàåò ñëåäóþùåå

Êàê áû ¾îïðåäåëåíèå¿

Ïîä ñëîâîì ìíîæåñòâî ïîíèìàåòñÿ ëþáàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ ëþáîé

ïðèðîäû, âûäåëåííûõ ïî íåêîòîðîìó ïðèçíàêó è ðàññìàòðèâàåìûõ êàê

åäèíîå öåëîå. Óïîìÿíóòûå îáúåêòû íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà.

Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó, à ìíîæåñòâî

ñîäåðæèò ýëåìåíò. Òîò �àêò, ÷òî ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S ,

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x ∈ S .
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Íàèâíàÿ è àêñèîìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ

Ïðèâåäåííîå âûøå ¾îïðåäåëåíèå¿ ìíîæåñòâà ëåæèò â îñíîâå òàê

íàçûâàåìîé ¾íàèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ¿. Îíà áûëà îáùåïðèíÿòîé â

ìàòåìàòèêå äî êîíöà XIX � íà÷àëà XX âåêà, êîãäà âûÿñíèëîñü, ÷òî â

ðàìêàõ ýòîé òåîðèè âîçíèêàþò íåðàçðåøèìûå ïðîòèâîðå÷èÿ. Ìû íå áóäåì

óãëóáëÿòüñÿ â ýòîò âîïðîñ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïîÿâëåíèå óêàçàííûõ

ïðîòèâîðå÷èé ñâÿçàíî ñ ðàññìîòðåíèåì ¾î÷åíü áîëüøèõ¿ ìíîæåñòâ,

òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìíîæåñòâ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ ýòèõ ïðîòèâîðå÷èé, ïîíÿòèå

ìíîæåñòâà ñëåäóåò ââîäèòü àêñèîìàòè÷åñêè. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî

�îðìóëèðóåòñÿ ðÿä àêñèîì è ãîâîðèòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî � ýòî òî, ÷òî

óäîâëåòâîðÿåò ýòèì àêñèîìàì. Ïðè ýòîì àêñèîìû �îðìóëèðóþòñÿ òàê,

÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ ïðîòèâîðå÷èé. Òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê

ïîñòðîåíèþ àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ñâîáîäíîé îò

ïðîòèâîðå÷èé. Íî ýòà òåîðèÿ äàëåêî âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Ìû áóäåì èñõîäèòü èç ¾íàèâíîãî¿ ïîäõîäà ê ïîíÿòèþ ìíîæåñòâà. Ïðè

ýòîì â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà ¾ñëèøêîì áîëüøèõ¿ ìíîæåñòâ, ïðèâîäÿùèõ

ê ïîÿâëåíèþ íåðàçðåøèìûõ ïðîòèâîðå÷èé, âîçíèêàòü íå áóäåò.
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Ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïîäìíîæåñòâî

Äîïóñêàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà.

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì

è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ∅.

Ââåäåì åùå îäíî î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

�îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B èëè ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ

ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B. Ýòîò �àêò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A ⊆ B (ðåæå

B ⊇ A).

Î÷åâèäíî, ÷òî ∅ ⊆ A è A ⊆ A äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A.
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�àâåíñòâî ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

�îâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B, à âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A. Òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâà A è B ðàâíû,

áóäåì îáîçíà÷àòü îáû÷íûì îáðàçîì: A = B.

Ñðàâíèâàÿ äâà ïîñëåäíèõ îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå

Çàìå÷àíèå 1.1

1

A = B òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊆ B è B ⊆ A.

Ïðè âñåé ñâîåé î÷åâèäíîñòè, ýòî çàìå÷àíèå ïðèíöèïèàëüíî âàæíî, òàê êàê

íà íåì îñíîâàíî íåñìåòíîå êîëè÷åñòâî äîêàçàòåëüñòâ ìàòåìàòè÷åñêèõ

�àêòîâ.

1

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî êóðñà óòâåðæäåíèÿ íóìåðóþòñÿ äâóìÿ ÷èñëàìè, ïåðâîå èç

êîòîðûõ îçíà÷àåò íîìåð ïàðàãðà�à, â êîòîðîì ïîÿâëÿåòñÿ äàííîå óòâåðæäåíèå.
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Ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî

Îïðåäåëåíèå

Åñëè A ⊆ B è A 6= B, òî ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñòðîãî ñîäåðæèòñÿ â

ìíîæåñòâå B èëè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B. Â

òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàì áóäåò âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A

ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì ïîäìíîæåñòâîì, ìû áóäåì ïèñàòü

A ⊂ B (ðåæå B ⊃ A).
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Ñòàíäàðòíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Çàäàíèå ìíîæåñòâà ïåðå÷èñëåíèåì

åãî ýëåìåíòîâ

Îáîçíà÷åíèÿ

Çà�èêñèðóåì îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåñêîëüêèõ ÷àñòî

âîçíèêàþùèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ:

N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;

Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;

Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Åñëè ìíîæåñòâî S êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x
1

, x
2

, . . . , xn, òî ýòîò
�àêò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå S = {x

1

, x
2

, . . . , xn}. Èíîãäà, åñëè ýëåìåíòîâ â

ìíîæåñòâå ìíîãî, íî ïðèíàäëåæíîñòü ýëåìåíòà ìíîæåñòâó ïîä÷èíÿåòñÿ

íåêîòîðîé çàêîíîìåðíîñòè, ÿñíîé èç êîíòåêñòà, ïðè çàäàíèè ñïèñêà

ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæåñòâî, èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîòî÷èå.

Íàïðèìåð, S = {1, 2, 3, . . . , 60} � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1

äî 60.
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Çàäàíèå ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà

ßñíî, ÷òî çàäàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðå÷èñëåíèåì âñåõ åãî

ýëåìåíòîâ íåâîçìîæíî â ïðèíöèïå, äà è äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýòîò

ñïîñîá äàëåêî íå âñåãäà óäîáåí. Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî èñïîëüçóåòñÿ

ñëåäóþùèé ñïîñîá çàäàíèÿ ìíîæåñòâà. Ïóñòü S � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à

P � ñâîéñòâî, êîòîðûì ìîãóò êàê îáëàäàòü, òàê è íå îáëàäàòü ýëåìåíòû

èç S . Òîãäà ÷åðåç

{x ∈ S | x îáëàäàåò ñâîéñòâîì P}

îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà S , îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì P , è òîëüêî îíè.

Íàïðèìåð:

A = {x ∈ Z | x = 2k + 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z},

B = {x ∈ R | x > 0},

C = {x ∈ R | x =
m

n
äëÿ íåêîòîðûõ m, n ∈ Z, n 6= 0},

D = {x ∈ R | x2 + 1 = 0}.

Î÷åâèäíî, ÷òî A � ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë, B �

ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, C = Q, à D = ∅.
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Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè

Ââåäåì íåñêîëüêî ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè.

Îïðåäåëåíèÿ

Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ

ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ëèáî A, ëèáî B (âêëþ÷àÿ òå, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò è A, è B). Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

A∪B. Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç

âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîâðåìåííî è A è B. Ïåðåñå÷åíèå

ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A ∩ B. �àçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò A, íî íå ïðèíàäëåæàò B. �àçíîñòü ìíîæåñòâ A è B

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A \ B (÷èòàåòñÿ êàê ¾A áåç B¿). Äîïîëíåíèåì

ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, íå

ïðèíàäëåæàùèõ A. Äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A.

×åòûðå ïåðå÷èñëåííûå îïåðàöèè ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåðìèíîì

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè.

Èíîãäà â ÷èñëî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé âêëþ÷àþò òàêæå

îïåðàöèþ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ A è B, êîòîðàÿ

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A△B è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

A△B = (A \ B) ∪ (B \ A), íî áîëüøîãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî èíòåðåñà îíà íå

ïðåäñòàâëÿåò.
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Óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî

Îïåðàöèþ äîïîëíåíèÿ ìíîæåñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé îïåðàöèè ðàçíîñòè ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ââåñòè îäíî

íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Óíèâåðñàëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ {Si | i ∈ I}
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî U òàêîå, ÷òî Si ⊆ U äëÿ âñÿêîãî i ∈ I .

Ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà îòíîñèòåëüíî: îäíî è òî æå ìíîæåñòâî

ìîæåò áûòü óíèâåðñàëüíûì äëÿ îäíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ è íå áûòü

òàêîâûì äëÿ äðóãîãî ñåìåéñòâà.

ßñíî, ÷òî åñëè U � óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà

ìíîæåñòâ, â êîòîðîå âõîäèò ìíîæåñòâî A, òî A = U \ A.

Íà ðèñ. 1 (ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä) ïðèâåäåíà ãðà�è÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. �åçóëüòàò îïåðàöèè çàêðàøåí

çåëåíûì öâåòîì.
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�ðà�è÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

A

B

à) A ∪ B

A

B

á) A ∩ B

A

B

â) A \ B

U

A

ã) A

A

B

ä) A△B

�èñ. 1. Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè
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Ñâîéñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé. Åñëè

A, B è C � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà, òî:

1) A ∪ B = B ∪ A è A ∩ B = B ∩ A (êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è

ïåðåñå÷åíèÿ);

2) (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) è (A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)
(àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ);

3) A∪A = A è A∩A = A (èäåìïîòåíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ);

4) (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C) è (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)
(äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è

îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ);

5) (A ∪ B) ∩ A = A è (A ∩ B) ∪ A = A (çàêîíû ïîãëîùåíèÿ);

6) A = A (çàêîí ñíÿòèÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ);

7) A ∪ B = A ∩ B è A ∩ B = A ∪ B (çàêîíû äå Ìîðãàíà);

8) A ∪ A = U è A ∩ A = ∅;

9) A \ B = A ∩ B;

10) A \ (B ∪ C) = (A \ B) ∩ (A \ C) è A \ (B ∩ C) = (A \ B) ∪ (A \ C);

11) (A ∪ B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C) è (A ∩ B) \ C = (A \ C) ∩ (B \ C).

Äâà ïîñëåäíèõ ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçíîñòü ìíîæåñòâ

äèñòðèáóòèâíà îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ñïðàâà (ñâîéñòâî

11), íî íå äèñòðèáóòèâíà ñëåâà (ñâîéñòâî 10).
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Ñðàâíåíèå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé ñ îïåðàöèÿìè íàä

÷èñëàìè

Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì âî ìíîãîì, õîòÿ

è íå âî âñåì, àíàëîãè÷íû ñëîæåíèþ è óìíîæåíèþ ÷èñåë (îáû÷íî

ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå � ýòî àíàëîã ñëîæåíèÿ, à ïåðåñå÷åíèå �

àíàëîã óìíîæåíèÿ). Â ñàìîì äåëå, îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå, êàê è

ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, êîììóòàòèâíû è àññîöèàòèâíû, äèñòðèáóòèâíîñòü

ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ àíàëîãè÷íà äèñòðèáóòèâíîñòè

óìíîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èìåþò

¾÷èñëîâûõ¿ àíàëîãîâ äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïåðåñå÷åíèÿ, èäåìïîòåíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, îáà çàêîíà

ïîãëîùåíèÿ.
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Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

Óêàæåì åùå îäíî âàæíîå îòëè÷èå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé îò

îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè. Êàê èçâåñòíî, óìíîæåíèå èìååò ïðèîðèòåò ïåðåä

ñëîæåíèåì. Ïîýòîìó â âûðàæåíèÿõ âèäà xy + z ñêîáîê ñòàâèòü íå íàäî:

ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ óìíîæåíèå, à ïîòîì � ñëîæåíèå. Ñ

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñèòóàöèÿ èíàÿ.

! Îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå è ðàçíîñòü ìíîæåñòâ ðàâíîïðàâíû (èìåþò

ðàâíûé ïðèîðèòåò). Ïîðÿäîê èõ âûïîëíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî

ñêîáêàìè.

Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ âèäà A ∪ B ∩ C , A∩ B ∪ C , A \ B ∪ C èëè A ∩B \ C íå

èìåþò ñìûñëà. ×òîáû îíè ïðèîáðåëè ñìûñë, íåîáõîäèìî ðàññòàâèòü

ñêîáêè: íàïðèìåð, (A ∪ B) ∩ C , A ∩ (B ∪ C), (A \ B) ∪ C èëè A ∩ (B \ C).

Òî æå ñàìîå îòíîñèòñÿ ê íåñêîëüêèì ïîäðÿä èäóùèì îïåðàöèÿì ðàçíîñòè

ìíîæåñòâ. Ýòà îïåðàöèÿ íå àññîöèàòèâíà, ò. å. ìíîæåñòâà (A \ B) \ C è

A \ (B \ C) â îáùåì ñëó÷àå íå ðàâíû. Íàïðèìåð, åñëè A = B = C , òî

(A\B)\C = (A\A)\A = ∅\A = ∅, à A\ (B \C) = A\ (A\A) = A\∅ = A.

Ïîýòîìó âûðàæåíèå A \ B \ C íåêîððåêòíî, à ÷òîáû îíî ñòàëî

êîððåêòíûì, â íåì íàäî ðàññòàâèòü ñêîáêè.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ îïåðàöèé

(íà ïðèìåðå îäíîãî èç íèõ)

Âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàöèé íàä ìíîæåñòâàìè ëåãêî

ïðîâåðÿþòñÿ èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèé ýòèõ îïåðàöèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì

ýòî íà ïðèìåðå äèñòðèáóòèâíîñòè îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ.

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî (A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). Ñîãëàñíî
çàìå÷àíèþ 1.1 òðåáóåòñÿ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

(A ∩ B) ∪ C ⊆ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) è (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩ B) ∪ C .

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà ïåðâîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ (A∩ B) ∪ C . Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ëèáî x ∈ A ∩ B, ëèáî x ∈ C . Åñëè x ∈ A ∩ B, òî x ∈ A è x ∈ B. Íî

òîãäà x ∈ A ∪ C è x ∈ B ∪ C , è ïîòîìó x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). Åñëè æå

x ∈ C , òî âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî x ∈ A ∪ C è x ∈ B ∪ C , è ïîòîìó

x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî â

ëþáîì ñëó÷àå. Âêëþ÷åíèå (A ∩ B) ∪ C ⊆ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) äîêàçàíî.
Äîêàæåì ïðîòèâîïîëîæíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ (A ∪ C) ∩ (B ∪ C). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî x ∈ A ∪ C è x ∈ B ∪ C . Èòàê, âî-ïåðâûõ, x ïðèíàäëåæèò

ëèáî A, ëèáî C , à âî âòîðûõ, x ïðèíàäëåæèò ëèáî B, ëèáî C . Åñëè x ∈ C ,

òî x ∈ (A ∩ B) ∪ C . Åñëè æå x /∈ C , òî, â ñèëó ñêàçàííîãî, x ïðèíàäëåæèò

êàê A, òàê è B. Íî òîãäà x ∈ A ∩ B, è ïîòîìó x ∈ (A ∩ B) ∪ C . Èòàê,

ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå èìååò ìåñòî â ëþáîì ñëó÷àå. Âêëþ÷åíèå

(A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ⊆ (A ∩ B) ∪ C äîêàçàíî.
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Îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ

Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèÿõ âèäà S
1

∪ S
2

∪ · · · ∪ Sn è S
1

∩ S
2

∩ · · · ∩ Sn ñêîáîê

ìîæíî íå ñòàâèòü, èõ ÷àñòî äëÿ êðàòêîñòè çàïèñûâàþò â âèäå

n⋃

i=1

Si è

n⋂

i=1

Si

ñîîòâåòñòâåííî.

×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îáúåäèíåíèå è ïåðåñå÷åíèå áåñêîíå÷íîãî

ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì: åñëè

{Si | i ∈ I} � ïðîèçâîëüíîå (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íîå) ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ,

òî îáúåäèíåíèåì ýòîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

⋃

i∈I

Si = {x | x ∈ Si äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ I},

à ïåðåñå÷åíèåì � ìíîæåñòâî

⋂

i∈I

Si = {x | x ∈ Si äëÿ âñÿêîãî i ∈ I}.
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Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìûì (èëè äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ S
1

, S
2

, . . . ,Sn

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ n-îê âèäà

(x
1

, x
2

, . . . , xn), ãäå x
1

∈ S
1

, x
2

∈ S
2

, . . . , xn ∈ Sn. Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ìíîæåñòâ S
1

,S
2

, . . . ,Sn îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S
1

× S
2

× · · · × Sn èëè

n∏

i=1

Si .

Ìíîæåñòâî S × S × · · · × S
︸ ︷︷ ︸

n ðàç

íàçûâàåòñÿ n-é äåêàðòîâîé ñòåïåíüþ

ìíîæåñòâà S è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sn
. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2, òî

ìíîæåñòâî S2 = S × S íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûì êâàäðàòîì ìíîæåñòâà S .

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî S1 = S .

Íàïðèìåð, åñëè A = {0, 1}, à B = {x , y , z}, òî

A× B =
{
(0, x), (0, y), (0, z), (1, x), (1, y), (1, z)

}
,

à åñëè S = {1, 2, 3}, òî

S
2 =

{
(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)

}
.
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Ñâîéñòâà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

Óêàæåì íåñêîëüêî ñâîéñòâ, êîòîðûìè îáëàäàåò ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå

ìíîæåñòâ. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A
1

, A
2

, . . . , An è B ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà:

(A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An)× B = (A
1

× B) ∪ (A
2

× B) ∪ · · · ∪ (An × B),

(A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An)× B = (A
1

× B) ∩ (A
2

× B) ∩ · · · ∩ (An × B),

B × (A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An) = (B × A
1

) ∪ (B × A
2

) ∪ · · · ∪ (B × An),

B × (A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An) = (B × A
1

) ∩ (B × A
2

) ∩ · · · ∩ (B × An)

(ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî êàê îáúåäèíåíèÿ, òàê

è ïåðåñå÷åíèÿ, ïðè÷åì êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà).

Äîêàæåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïåðâîå ñâîéñòâî, îñòàëüíûå ïðîâåðÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî. Ïóñòü x ∈ (A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An)× B. Òîãäà x = (u, v), ãäå
u ∈ A

1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An, à v ∈ B. Íî òîãäà u ∈ Ai äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ {1, 2, . . . , n}, è ïîòîìó x = (u, v) ëåæèò â Ai × B. Ñëåäîâàòåëüíî,

x ∈ (A
1

× B) ∪ (A
2

× B) ∪ · · · ∪ (An × B). Îáðàòíî, ïóñòü
x ∈ (A

1

× B) ∪ (A
2

× B) ∪ · · · ∪ (An × B). Òîãäà x ∈ Ai × B äëÿ íåêîòîðîãî

i ∈ {1, 2, . . . , n}. Ñëåäîâàòåëüíî, x = (u, v), ãäå u ∈ Ai , à v ∈ B. Íî òîãäà

u ∈ A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An, è ïîòîìó x = (u, v) ∈ (A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An)× B.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
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Ñâîéñòâà ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ íå îáëàäàåò ðÿäîì ¾ïðèâû÷íûõ¿ ñâîéñòâ.

Îíî íå êîììóòàòèâíî. Â ñàìîì äåëå, åñëè A = {a}, à B = {b}, òî
A× B =

{
(a, b)

}
, à B × A =

{
(b, a)

}
. Êðîìå òîãî, îíî íå àññîöèàòèâíî. Â

ñàìîì äåëå, åñëè A = {a}, B = {b}, à C = {c}, òî (A× B)× C ñîñòîèò èç

ïàðû

(
(a,b), c

)
, à A× (B × C) � èç ïàðû

(
a, (b, c)

)
.
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Îòîáðàæåíèå èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå: �óíêöèîíàëüíîå

îïðåäåëåíèå

1.2. Îòîáðàæåíèÿ

Ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå, ïîÿâëÿþùååñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ðàçäåëàõ

ìàòåìàòèêè è èãðàþùåå íå ìåíåå âàæíóþ ðîëü, ÷åì ïîíÿòèå ìíîæåñòâà.

Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè (ðàçóìååòñÿ, ýêâèâàëåíòíûìè)

ñïîñîáàìè.

¾Ôóíêöèîíàëüíîå¿ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèåì α èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî,

êîòîðîå âñÿêîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà x ∈ A íåêîòîðûì îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåííûì îáðàçîì ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò α(x) ∈ B.

Ôóíêöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå � ýòî

àíàëîã ïîíÿòèÿ �óíêöèè.

Ôóíêöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå êàæåòñÿ ïðîñòûì è ïîíÿòíûì, íî ïî ñóòè

äåëà îíî íè÷åãî íå îïðåäåëÿåò. Â ñàìîì äåëå, â íåì âñòðå÷àåòñÿ ñëîâî

¾ïðàâèëî¿. Òàêîé òåðìèí ðàíåå íå ïîÿâëÿëñÿ. ×òî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì?

Åäèíñòâåííûé âîçìîæíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òàêîâ: ïðàâèëîì (â

óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç A â B. Íî òîãäà

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèåì èç A â B íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç A â B.
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Îòîáðàæåíèå èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå: òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå

îïðåäåëåíèå

Òàêèì îáðàçîì, �àêòè÷åñêè �óíêöèîíàëüíîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ íå îïðåäåëåíèåì, à íå�îðìàëüíûì îáúÿñíåíèåì òîãî, ÷òî ìû

áóäåì ïîíèìàòü ïîä ýòèì ñëîâîì (ïîäîáíî òîìó ¾îïðåäåëåíèþ¿

ìíîæåñòâà, ñ êîòîðîãî ìû íà÷àëè ýòîò ïàðàãðà�). Òàêîé ïîäõîä îçíà÷àåò,

÷òî ìû îáúÿâëÿåì îòîáðàæåíèå ïåðâîíà÷àëüíûì íåîïðåäåëÿåìûì

ïîíÿòèåì, íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì ìíîæåñòâà. Íî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè,

ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò âïîëíå ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ, íå

èñïîëüçóþùåå íèêàêèõ íåîïðåäåëåííûõ ðàíåå ïîíÿòèé, êðîìå ïîíÿòèÿ

ìíîæåñòâà. Ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùåå

¾Òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå¿ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ

Îòîáðàæåíèåì èç ìíîæåñòâà A â ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî

α ìíîæåñòâà A× B ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî x ∈ A

ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíî, y ∈ B òàêîå, ÷òî (x , y) ∈ α. Îáû÷íî
âìåñòî (x , y) ∈ α ïèøóò y = α(x).

Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî α îòîáðàæàåò ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ A â

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ B ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî (x , y) ∈ α.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îòîáðàæåíèå èç îäíîãî ìíîæåñòâà â äðóãîå: ñîïóòñòâóþùèå

îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Åñëè α � îòîáðàæåíèå èç A â B è x ∈ A, òî α(x) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì

ýëåìåíòà x , à x � ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà α(x) ïðè îòîáðàæåíèè α.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàç âñÿêîãî ýëåìåíòà x ∈ A ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí

îäíîçíà÷íî, â òî âðåìÿ êàê ïðîîáðàçîâ ó ýëåìåíòà y ∈ B ìîæåò áûòü

ëþáîå ÷èñëî (â òîì ÷èñëå ìîæåò íå áûòü íè îäíîãî).

Îáîçíà÷åíèÿ

Òîò �àêò, ÷òî α � îòîáðàæåíèå èç A â B, îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: α : A −→ B. Åñëè X ⊆ A, òî ÷åðåç α(X ) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî

âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà α(x), ãäå x ïðîáåãàåò X .

Îïðåäåëåíèå

Åñëè α � îòîáðàæåíèå èç A â B, à X ⊆ A, òî îãðàíè÷åíèåì α íà X

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç X â B, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç α|X è

îïðåäåëÿåìîå ïðàâèëîì: α|X (x) = α(x) äëÿ âñÿêîãî x ∈ X .

Ïîíÿòèå îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâî èëëþñòðèðóåòñÿ íà

ðèñ. 2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâî (ðèñóíîê)

r

r

r

r

r r

A B B

X

X

Îòîáðàæåíèå α Îãðàíè÷åíèå α íà X

x x

y

α

α

α|X
α(x)

α|X (x) =
= α(x)

α(y)

�èñ. 2. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ α íà ïîäìíîæåñòâî X

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Òèïû îòîáðàæåíèé

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òðè âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ïîíÿòèÿ îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Îòîáðàæåíèå f èç A â B íàçûâàåòñÿ:

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì (à òàêæå èíúåêòèâíûì

îòîáðàæåíèåì èëè èíúåêöèåé), åñëè äëÿ ëþáûõ x , y ∈ A èç òîãî, ÷òî

x 6= y , âûòåêàåò, ÷òî f (x) 6= f (y) (ò. å. îáðàçû ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íû);

îòîáðàæåíèåì A íà B (à òàêæå ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì èëè

ñþðúåêöèåé), åñëè äëÿ ëþáîãî y ∈ B ñóùåñòâóåò x ∈ A òàêîé, ÷òî

f (x) = y (ò. å. êàæäûé ýëåìåíò èç B èìååò ïðîîáðàç);

áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì (à òàêæå áèåêöèåé èëè âçàèìíî

îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì ìåæäó A è B), åñëè f èíúåêòèâíî è

ñþðúåêòèâíî.

Ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå f : A −→ B ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì

îòîáðàæåíèåì èç A íà f (A).

Êàê ìû óâèäèì íèæå, èç ñóùåñòâîâàíèÿ áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ èç

A íà B âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå áèåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ èç B íà A.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Íå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (ðèñóíîê)

Íà ðèñ. 3 è 4 ïðèâåäåíû ïðèìåðû, ñîîòâåòñòâåííî, íå èíúåêòèâíîãî è íå

ñþðúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèé (íà ðèñ. 4 f (A) � ÷àñòü ìíîæåñòâà B,

çàêðàøåííàÿ çåëåíûì öâåòîì).

s

s

s

A B

x

y

f (x) = f (y)

�èñ. 3. Íå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Íå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (ðèñóíîê)

s

s

s

s

A B

x

y

f (x)

f (y)

f (A)

�èñ. 4. Íå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
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Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç A â B, à g � îòîáðàæåíèå èç B â C .

Ïðîèçâåäåíèåì (à òàêæå êîìïîçèöèåé èëè ñóïåðïîçèöèåé) îòîáðàæåíèé f

è g íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå h èç A â C , çàäàâàåìîå ïðàâèëîì

h(x) = g
(
f (x)

)
äëÿ âñÿêîãî x ∈ A. Ïðîèçâåäåíèå f è g îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

fg .

Èëëþñòðàöèåé ê ýòîìó îïðåäåëåíèþ ñëóæèò ðèñ. 5.

s s s
x

f (x)

(fg)(x) =

= g
(
f (x)

)

f g

fg

A B C

�èñ. 5. Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé àññîöèàòèâíî, ò. å. åñëè

f � îòîáðàæåíèå èç A â B, g � îòîáðàæåíèå èç B â C , à h � îòîáðàæåíèå

èç C â D , òî (fg)h = f (gh) (ñì. ðèñ. 6, íà êîòîðîì äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ

(fg)h èçîáðàæåíî êðàñíûìè ñòðåëêàìè, à äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ f (gh) �
ñèíèìè).

s s s s

x f (x) (fg)(x)

(
(fg)h

)
(x) =

=
(
f (gh)

)
(x)f g h

fg gh

A B C D

�èñ. 6. Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Íåêîììóòàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé

Ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé íå êîììóòàòèâíî. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü f �

îòîáðàæåíèå èç A â B, à g � îòîáðàæåíèå èç B â C . Òîãäà îòîáðàæåíèå

fg ñóùåñòâóåò, íî åñëè A 6= C , òî îòîáðàæåíèÿ gf íå ñóùåñòâóåò. Íî äàæå

â ñëó÷àå, êîãäà A = B = C , ðàâåíñòâî fg = gf âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Â

ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíû îáà îòîáðàæåíèÿ fg è gf , íî ðàâåíñòâî

(fg)(x) = (gf )(x) âûïîëíÿòüñÿ íå îáÿçàíî.

Íàïðèìåð, ïóñòü A = B = C = R è, äëÿ âñÿêîãî x ∈ R, f (x) = x2, à

g(x) = x − 1. Òîãäà (fg)(x) = x2 − 1, à (gf )(x) = (x − 1)2. Ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè x 6= 1, òî x2 − 1 6= (x − 1)2.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ïðîèçâåäåíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

Çàìå÷àíèå 1.2

Ïðîèçâåäåíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � áèåêöèÿ èç A íà B, à g � áèåêöèÿ èç B íà C .

Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî îòîáðàæåíèå fg èíúåêòèâíî. Ïóñòü x
1

, x
2

∈ A è

x
1

6= x
2

. Ïîñêîëüêó f èíúåêòèâíî, f (x
1

) 6= f (x
2

). À îòñþäà è èç

èíúåêòèâíîñòè g âûòåêàåò, ÷òî g
(
f (x

1

)
)
6= g

(
f (x

2

)
)
, ò. å.

(fg)(x
1

) 6= (fg)(x
2

). Ñëåäîâàòåëüíî, fg èíúåêòèâíî.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå fg ñþðúåêòèâíî. Ïóñòü z ∈ C . Â ñèëó

ñþðúåêòèâíîñòè g , z = g(y) äëÿ íåêîòîðîãî y ∈ B. À èç ñþðúåêòèâíîñòè f

âûòåêàåò, ÷òî y = f (x) äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî,

z = g(y) = g
(
f (x)

)
= (fg)(x), è ïîòîìó fg ñþðúåêòèâíî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà çàìå÷àíèÿ 1.2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 1.1

Ïðîèçâåäåíèå èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èíúåêòèâíî, à ïðîèçâåäåíèå

ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ñþðúåêòèâíî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå (1)

Îïðåäåëåíèå

Îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà A â ñåáÿ, çàäàâàåìîå ïðàâèëîì f (x) = x äëÿ

âñÿêîãî x ∈ A, íàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì. Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé ε. Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç A â B.

Îòîáðàæåíèå g èç f (A) â A íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê f , åñëè îòîáðàæåíèå

fg ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, ò. å. åñëè g
(
f (x)

)
= x äëÿ âñÿêîãî x ∈ A.

Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê f , îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç f −1

.

! Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî f −1

� îòîáðàæåíèå íå èç B â A, à èç f (A) â
A.

Îòîáðàæåíèå f −1

ñóùåñòâóåò äàëåêî íå äëÿ âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f . À

èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 (êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ)

Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå èç A â B. Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê f , ñóùåñòâóåò

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f � èíúåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äàíî íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå,

îáðàòíîå ê f , ñóùåñòâóåò. Åñëè ïðè ýòîì f (x
1

) = f (x
2

) äëÿ íåêîòîðûõ
x
1

, x
2

∈ A, òî

x
1

= ε(x
1

) = (ff −1)(x
1

) = f
−1

(
f (x

1

)
)
=

= f
−1

(
f (x

2

)
)
= (ff −1)(x

2

) = ε(x
2

) = x
2

.

Òàêèì îáðàçîì, x
1

= x
2

, ò. å. îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Äëÿ âñÿêîãî y ∈ f (A) ñóùåñòâóåò x ∈ A òàêîé, ÷òî

f (x) = y . Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî, ýëåìåíò x ñ

óêàçàííûì ñâîéñòâîì îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü

îòîáðàæåíèå g èç f (A) â A ïðàâèëîì g(y) = x . Ïðè ýòîì, åñëè x ∈ A, òî

(fg)(x) = g
(
f (x)

)
= g(y) = x , ò. å. fg = ε. Ñëåäîâàòåëüíî, g = f −1

, ò. å.

îòîáðàæåíèå f −1

ñóùåñòâóåò.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê áèåêòèâíîìó

Çàìå÷àíèå 1.3

Åñëè f � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç A íà B, òî f −1

� áèåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå èç B íà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f −1

ñóùåñòâóåò,

òàê êàê îòîáðàæåíèå f èíúåêòèâíî. Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíîãî

îòîáðàæåíèÿ, f −1

� îòîáðàæåíèå èç f (A) â A. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f

ñþðúåêòèâíî, f (A) = B. Òàêèì îáðàçîì, f −1

îòîáðàæàåò B â A. Åñëè

f −1(y
1

) = f −1(y
2

) = x äëÿ íåêîòîðûõ y
1

, y
2

∈ B è x ∈ A, òî f (x) = y
1

è

f (x) = y
2

. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò f (x) îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî

y
1

= y
2

. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå f −1

èíúåêòèâíî. Äàëåå, åñëè x ∈ A

è y = f (x), òî f −1(y) = x . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå f −1

ñþðúåêòèâíî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (1)

Ñâîéñòâà îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü A, B è C � ìíîæåñòâà, f � îòîáðàæåíèå èç A â B, à g �

îòîáðàæåíèå èç B â C .

1) Åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f −1

, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

(f −1)−1

è (f −1)−1 = f .

2) Åñëè ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ f −1

è g−1

, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå

(fg)−1

è (fg)−1 = g−1f −1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ. Èëëþñòðàöèåé ê íåìó ñëóæèò ðèñ. 7.

s s

x f (x)
f

f −1

(f −1)−1 = f

A B

�èñ. 7. Ñâîéñòâî 1) îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ñâîéñòâà îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (2)

2) Èëëþñòðàöèåé ê ýòîìó ñâîéñòâó ñëóæèò ðèñ. 8.

s s s
x

f (x)f

f −1

g

g−1

fg

(fg)(x)

(fg)−1 = g−1f −1

A B C

�èñ. 8. Ñâîéñòâî 2) îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü x
1

, x
2

∈ A. Èç êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ

âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ f è g èíúåêòèâíû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1

îòîáðàæåíèå fg òàêæå èíúåêòèâíî. Ïîýòîìó èç êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå (fg)−1

ñóùåñòâóåò.
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Ñâîéñòâà îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (3)

Ïóñòü x ∈ A, y = f (x) è z = g(y). Òîãäà

(
(fg) · (g−1

f
−1)

)
(x) = (g−1

f
−1)

(
(fg)(x)

)
= (g−1

f
−1)

(
g
(
f (x)

))
=

= (g−1

f
−1)

(
g(y)

)
= (g−1

f
−1)(z) = f

−1

(
g
−1(z)

)
=

= f
−1(y) = x .

Ñëåäîâàòåëüíî, (fg) · (g−1f −1) = ε, ò. å. (fg)−1 = g−1f −1

.
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�àâíîìîùíûå ìíîæåñòâà

1.3. Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ ðàâíîìîùíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç A íà B.

Òåîðåìà 1.1

Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B ðàâíîìîùíû,

ò. å. ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f èç A íà B. Â ñèëó èíúåêòèâíîñòè f , îáðàçû

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èç A ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â

B íå ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó

ñþðúåêòèâíîñòè f , êàæäûé ýëåìåíò èç B ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî

ýëåìåíòà èç A, à îáðàç ëþáîãî ýëåìåíòà èç A îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â B íå áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ â A.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A è B ñîäåðæàò îäíî è òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
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Ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A è B ñîäåðæàò ïî n ýëåìåíòîâ. Ïóñòü

A = {x
1

, x
2

, . . . , xn}, à B = {y
1

, y
2

, . . . , yn}. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f èç A

â B ïðàâèëîì f (xi ) = yi äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n. Î÷åâèäíî, ÷òî f �

áèåêöèÿ èç A íà B.

Îïðåäåëåíèå

×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ ýòîãî

ìíîæåñòâà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |S |.
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Ìîùíîñòü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ïðåäëîæåíèå 1.2

Åñëè S
1

,S
2

, . . . ,Sn � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è |Si | = ki äëÿ âñåõ

i = 1, 2, . . . , n, òî |S
1

× S
2

× · · · × Sn| = k
1

k
2

· · · kn.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè n = 1 äîêàçûâàåìîå

óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü òåïåðü n > 1. Ïóñòü Sn = {x
1

, x
2

, . . . , xkn}.
Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , kn îáîçíà÷èì ÷åðåç Ti ìíîæåñòâî âñåõ

óïîðÿäî÷åííûõ n-îê èç ìíîæåñòâà S
1

× S
2

× · · · × Sn, ó êîòîðûõ ïîñëåäíÿÿ

êîìïîíåíòà n-êè ðàâíà xi . ßñíî, ÷òî S
1

× S
2

× · · · × Sn = T
1

∪T
2

∪ · · · ∪Tkn

è ìíîæåñòâà T
1

,T
2

, . . . ,Tkn ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∣
∣S

1

× S
2

× · · · × Sn

∣
∣ = |T

1

|+ |T
2

|+ · · ·+ |Tkn |. Î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , kn ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç Ti â

S
1

× S
2

× · · · × Sn−1

, êîòîðàÿ óïîðÿäî÷åííîé n-êå (y
1

, y
2

, . . . , yn−1

, xi ) ∈ Ti

(ãäå yj ∈ Sj äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n − 1) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íàáîð

(y
1

, y
2

, . . . , yn−1

) ∈ S
1

× S
2

× · · · × Sn−1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

|Ti | = |S
1

× S
2

× · · · × Sn−1

| äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , kn, è ïîòîìó

|S
1

× S
2

× · · · × Sn| = kn ·
∣
∣S

1

× S
2

× · · · × Sn−1

|. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè |S
1

× S
2

× · · · × Sn−1

| = k
1

k
2

· · · kn−1

. Ñëåäîâàòåëüíî,

|S
1

× S
2

× · · · × Sn| = k
1

k
2

· · · kn−1

kn, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Ìîùíîñòü äåêàðòîâîé ñòåïåíè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.2 íåìåäëåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.2

Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è |S | = k , à n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî

|Sn| = kn
.
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Áóëåàí ìíîæåñòâà

1.4. Áóëåàí ìíîæåñòâà

Îïðåäåëåíèå

Áóëåàíîì ìíîæåñòâà S íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà S . Áóëåàí ìíîæåñòâà S îáîçíà÷àåòñÿ ïî ðàçíîìó: B(S), P(S),
2

S
. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðâîå èç ýòèõ îáîçíà÷åíèé.

Â òàáë. 1 óêàçàíû áóëåàíû è ìîùíîñòè áóëåàíîâ íåêîòîðûõ íåáîëüøèõ

ìíîæåñòâ. Îòìåòèì, ÷òî, äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S , ìîùíîñòü

åãî áóëåàíà îïðåäåëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íå òåì, èç êàêèõ èìåííî ýëåìåíòîâ

ñîñòîèò S , à òîëüêî ÷èñëîì ýòèõ ýëåìåíòîâ, ò. å. ìîùíîñòüþ ìíîæåñòâà S .

Òàáë. 1. Áóëåàíû ¾ìàëåíüêèõ¿ ìíîæåñòâ è èõ ìîùíîñòè

S B(S) |S|
∣

∣B(S)
∣

∣

∅ {∅} 0 1

{1}
{

∅, {1}
}

1 2

{1, 2}
{

∅, {1}, {2}, {1, 2}
}

2 4

{1, 2, 3}
{

∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}
}

3 8

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, åñëè n = 0, 1, 2, 3, òî áóëåàí n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà ñîñòîèò èç 2

n
ýëåìåíòîâ. Êàê ìû óâèäèì íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå, ýòî âåðíî ïðè ëþáîì n.
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Ìîùíîñòü áóëåàíà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (1)

Òåîðåìà 1.2

Åñëè S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è |S | = n, òî
∣
∣B(S)

∣
∣ = 2

n
.

Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà. Ïåðâîå èç íèõ îïèðàåòñÿ

íà ñëåäñòâèå 1.2, âòîðîå íå èñïîëüçóåò íèêàêèõ ðàíåå äîêàçàííûõ

óòâåðæäåíèé.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè S = ∅, òî |S | = 0 è, êàê ìû âèäåëè âûøå,

∣
∣B(S)

∣
∣ = 1. Ïîñêîëüêó 2

0 = 1, â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ. Ïîýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S 6= ∅. Ïîëîæèì

S = {x
1

, x
2

, . . . , xn} è B = {0, 1}. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.2 |Bn| = 2

n
. Ïîýòîìó

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî

∣
∣B(S)

∣
∣ = |Bn|, ò. å. ÷òî ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ èç

ìíîæåñòâà B(S) íà ìíîæåñòâî Bn
. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ èç B(S) â

Bn
ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè X ⊆ S , òî ϕ(X ) = (b

1

, b
2

, . . . , bn), ãäå

bi =

{

1, åñëè xi ∈ X ,

0, åñëè xi /∈ X

äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ìíîæåñòâà è îòîáðàæåíèÿ



Ìîùíîñòü áóëåàíà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (2)

Ïóñòü S
1

,S
2

⊆ S è S
1

6= S
2

. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî S
1

\ S
2

6= ∅, è ïîòîìó xi ∈ S
1

\ S
2

äëÿ íåêîòîðîãî i . Òîãäà i-é ýëåìåíò

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(S
1

) ðàâåí 1, à â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ϕ(S
2

) � 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(S
1

) 6= ϕ(S
2

), è ïîòîìó îòîáðàæåíèå ϕ èíúåêòèâíî.

Äàëåå, åñëè (b
1

, b
2

, . . . , bn) ∈ Bn
, òî, î÷åâèäíî (b

1

, b
2

, . . . , bn) = ϕ(X ), ãäå
X = {xi | bi = 1} ⊆ S . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ñþðúåêòèâíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, îíî áèåêòèâíî.
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Ìîùíîñòü áóëåàíà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà (3)

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà èíäóêöèè. Åñëè n = 0, òî S = ∅ è, êàê âèäíî èç òàáë. 1,

∣
∣B(S)

∣
∣ = 1 = 2

0 = 2

|S|
.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü n > 0. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò

x ∈ S è ïîëîæèì S ′ = S \ {x}. Òîãäà |S ′| = n − 1 è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ

èíäóêöèè,

∣
∣B(S ′)

∣
∣ = 2

|S′| = 2

n−1

. Âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà S ìîæíî

ðàçáèòü íà äâà òèïà: òå, êîòîðûå íå ñîäåðæàò x , è òå, êîòîðûå ñîäåðæàò x .

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S , íå ñîäåðæàùåå x , ñîäåðæèòñÿ â S ′
.

×èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ìîùíîñòè áóëåàíà ìíîæåñòâà S ′
, ò.å.

2

n−1

. Äàëåå, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà S , ñîäåðæàùåå x , ïîëó÷àåòñÿ

èç êàêîãî-òî ïîäìíîæåñòâà, íå ñîäåðæàùåãî x , äîáàâëåíèåì ê íåìó x .

Ïîýòîìó ÷èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ, íå

ñîäåðæàùèõ x , ò.å. 2n−1

. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà S ðàâíî 2

n−1 + 2

n−1 = 2 · 2n−1 = 2

n
.
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