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Основные определения

 Нейтральным элементом моноида является преобразование 𝑡𝜆.

Итак, < M 𝐴 ; ∘> −моноид автомата 𝐴

 

Моноидом < M 𝐴 ; ∘> автомата А называется множество M 𝐴 =
𝑡𝑤 𝑤 ∈ Σ∗} преобразований множества Q состояний этого 

автомата относительно суперпозиции ∘ отображений.
Здесь 𝑡𝑤 - преобразование множества Q состояний автомата, 
которое каждому состоянию q сопоставляет состояние q.w.
  



Алгоритм поиска < M 𝐴 ; ∘>
Алгоритм поиска моноида M 𝐴 :
 
Сначала полагаем  𝑆: = {𝑡𝜆, 𝑡𝑎 , 𝑡𝑏}.

Перебираем все двухбуквенные слова 𝑤 ∈ 𝛴∗ и находим среди них такие, что
𝑡𝑤 ∉ 𝑆. И полагаем для них 𝑆 ≔ 𝑆 ∪ {𝑡𝑤}.

Потом тоже самое проделываем с трехбуквенными, четырехбуквенными словами 
𝑤 ∈ 𝛴∗ и т.д.

Наконец, для некоторого 𝑘 ≥ 2 для всех 𝑘–буквенных слов 𝑤 ∈ 𝛴∗ преобразования 
𝑡𝑤 окажутся во множестве 𝑆.

Тогда M 𝐴 = 𝑆. 



Задача 1 (вспомогательная)
Построить моноид переходов автомата A, распознающего двоичные слова 
чётной длины ( 𝟎 + 𝟏 𝟐)∗

∘ 𝑞0 𝑞1

𝜆 𝑞0 𝑞1

0 𝑞1 𝑞0

1 𝑞1 𝑞0

02 𝑞0 𝑞1

01 𝑞0 𝑞1

𝑡1 = 𝑡0 𝑡02 = 𝑡𝜆 ⇒

Элементы моноида переходов

М(𝐴)  = {𝑡𝜆, 𝑡0}
∘ 𝑡𝜆 𝑡0

𝑡𝜆 𝑡𝜆 𝑡0

𝑡0 𝑡0 𝑡𝜆

Таблица Кэли 
для моноида < М(𝐴), ∘> 

Очевидно, что моноид < М(𝐴), ∘
> является цикличеcкой группой 
С𝟐 порядка 2 с порождающим 𝑡0.

𝑡10 = 𝑡10 = 𝑡12 = 𝑡02 = 𝑡𝜆 ⇒



Задача 2 
Построить моноид переходов автомата A, распознающего двоичные слова с 
чётным числом нулей и единиц

∘ 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

𝜆 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

0 𝑞1 𝑞0 𝑞3 𝑞2

1 𝑞3 𝑞2 𝑞1 𝑞0

02 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

12 𝑞0 𝑞1 𝑞2 𝑞3

01 𝑞2 𝑞3 𝑞0 𝑞1

10 𝑞2 𝑞3 𝑞0 𝑞1

𝑡1 = 𝑡0

Элементы моноида переходов

𝑡02 = 𝑡𝜆

𝑡12 = 𝑡𝜆

𝑡10 = 𝑡01⇒ 𝑡000= 𝑡02 ∘ 𝑡0 = 𝑡𝜆 ∘ 𝑡0 = 𝑡0

𝑡001 = 𝑡02 ∘ 𝑡1 = 𝑡𝜆 ∘ 𝑡1 = 𝑡1

𝑡010 = 𝑡100 = 𝑡001 = 𝑡1

𝑡011 = 𝑡101 = 𝑡110 = 𝑡12 ∘ 𝑡0 = 𝑡0

𝑡111 = 𝑡101 = 𝑡110 = 𝑡12 ∘ 𝑡0 = 𝑡0

⇒ M(A)= 𝒕𝝀, 𝒕𝟎, 𝒕𝟏, 𝒕𝟎𝟏



Задача 2 

M(A)= 𝑡𝜆, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡01

∘ 𝑡𝜆 𝑡0 𝑡1 𝑡01

𝑡𝜆 𝑡𝜆 𝑡0 𝑡1 𝑡01

𝑡0 𝑡0 𝑡𝜆 𝑡01 𝑡1

𝑡1 𝑡1 𝑡01 𝑡𝜆 𝑡0

𝑡01 𝑡01 𝑡1 𝑡0 𝑡𝜆

Таблица Кэли для моноида < М(𝐴), ∘> 

Очевидно, что моноид < М(𝐴), ∘>
 является декартовым 
произведением цикличеcких групп 
С𝟐 × С𝟐 порядка 2 с порождающим 
𝑡01 = 𝑡10 = 𝑡0 ∘ 𝑡1= 𝑡1 ∘ 𝑡0.



Задача 3 
Построить моноид переходов данного автомата A

∘ 1 2 3

𝜆 1 2 3

𝑎 2 3 3

𝑏 3 1 3

𝑎2 3 3 3

𝑎𝑏 1 3 3

b𝑎 3 2 3

𝑏2 3 3 3

𝑎𝑏𝑎 2 3 3

b𝑎𝑏 3 1 3

Элементы моноида переходов

𝑡𝑏2 = 𝑡𝑎2 = Θ

𝑡𝑎𝑏𝑎 = 𝑡𝑎

𝑡𝑏𝑎𝑏 = 𝑡𝑏

= Θ

Θ − нуль моноида
𝑡𝑤 ∘ Θ = Θ ∘ 𝑡𝑤 = Θ, 𝑤 ∈ Σ∗

Итак, 𝑡𝑏2 = 𝑡𝑎2 = Θ, 𝑡𝑎𝑏𝑎 = 𝑡𝑎, 𝑡𝑏𝑎𝑏 = 𝑡𝑏

Кроме того, 𝑡𝑎𝑎𝑎 = 𝑡𝑎2 ∘ 𝑡𝑎 = Θ ∘ 𝑡𝑎 = Θ, 𝑡𝑎𝑎𝑏 = 𝑡𝑎2 ∘ 𝑡𝑏 = Θ ∘ 𝑡𝑤 = Θ
𝑡𝑏𝑏𝑎 = 𝑡𝑏2 ∘ 𝑡𝑎 = Θ ∘ 𝑡𝑎 = Θ, 𝑡𝑏𝑏𝑏= 𝑡𝑏2 ∘ 𝑡𝑏 = Θ ∘ 𝑡𝑏 = Θ,
𝑡𝑏𝑎𝑎 = 𝑡𝑏 ∘ 𝑡𝑎2 = 𝑡𝑏 ∘ Θ = Θ, 𝑡𝑎𝑏𝑏 = 𝑡𝑎 ∘ 𝑡𝑏2 = 𝑡𝑎 ∘ 𝑡𝑏2 = 𝑡𝑎 ∘ Θ = Θ

M(A)= {𝒕𝝀, 𝒕𝒂, 𝒕𝒃, 𝒕𝒂𝟐 , 𝒕𝒂𝒃, 𝒕𝒃𝒂}



Задача 3 
Построить моноид переходов данного автомата A

∘ 𝑡𝜆 𝑡𝑎 𝑡𝑏 𝑡𝑎𝑏 𝑡𝑏𝑎 Θ

𝑡𝜆 𝑡𝜆 𝑡𝑎 𝑡𝑏 𝑡𝑎𝑏 𝑡𝑏𝑎 Θ

𝑡𝑎 𝑡𝑎 Θ 𝑡𝑎𝑏 Θ 𝑡𝑎 Θ

𝑡𝑏 𝑡𝑏 𝑡𝑏𝑎 Θ 𝑡𝑏 Θ Θ

𝑡𝑎𝑏 𝑡𝑎𝑏 𝑡𝑎 Θ 𝑡𝑎𝑏 Θ Θ

𝑡𝑏𝑎 𝑡𝑏𝑎 Θ 𝑡𝑏 Θ 𝑡𝑏𝑎 Θ

Θ Θ Θ Θ Θ Θ Θ

Таблица Кэли 
для моноида < М(𝐴),∘>

𝑡𝑏2 = 𝑡𝑎2 = Θ – нуль моноида, 
𝑡𝑎𝑏𝑎 = 𝑡𝑎, 𝑡𝑏𝑎𝑏 = 𝑡𝑏, 

 (𝑡𝑎𝑏)2= 𝑡𝑎𝑏, (𝑡𝑏𝑎)2= 𝑡𝑏𝑎.

⇒ M(A)= {𝑡𝜆, 𝑡𝑎 , 𝑡𝑏 , 𝑡𝑎2 , 𝑡𝑎𝑏 , 𝑡𝑏𝑎}



Задача 4* 
Построить моноид 
переходов 
данного автомата A

𝑡𝑎2 = Θ1, 𝑡𝑏2 = Θ2 - правые (не левые) нули моноида, 
Θ1 ≠ Θ2, Θ1·t= Θ1, Θ2·t= Θ2, t·Θ1 ≠ Θ1, t·Θ2 ≠ Θ2,

𝑡𝑎2𝑏 = Θ3− правый (не левый) нуль моноида,
Θ3 ≠ Θ1, Θ3 ≠ Θ2, Θ3·t= Θ3, t·Θ3 ≠ Θ3,

𝑡𝑎2 = 𝑡𝑎𝑛 , 𝑡𝑏2 = 𝑡𝑏𝑚, 𝑡𝑏𝑎2 = 𝑡𝑎2 , 𝑡𝑎2𝑏𝑎 = 𝑡𝑏2 , 𝑡𝑎𝑏𝑎𝑏𝑎 = 𝑡𝑎, 
𝑡𝑏𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝑡𝑎.

M(A)=
={𝑡𝜆, 𝑡𝑎, 𝑡𝑏 , 𝑡𝑎2 , 𝑡𝑏2 , 𝑡𝑎𝑏 , 𝑡𝑏𝑎 , 𝑡𝑎2 , 𝑡𝑎𝑏𝑎 , 𝑡𝑏𝑎𝑏 , 𝑡𝑎𝑏𝑎𝑏 , 𝑡𝑏𝑎𝑏𝑎 }



Задача 4 
Построить таблицу Кэли данного автомата A
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