
×àñòü III. Êâàäðèêè

�13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå

13.1. Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèÿ

Àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz+

+ 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0, (1)

ãäå a11, a22, a33, a12, a13, a23 íå âñå ðàâíû íóëþ.

Êâàäðèêîé â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

(1) îòíîñèòåëüíî �èêñèðîâàííîé à��èííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïðèìåðîì êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñëóæèòü ñ�åðà ñ öåíòðîì â

òî÷êå C(xC , yC , zC) ðàäèóñà R, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

(x− xC)
2 + (y − yC)

2 + (z − zC)
2 = R2

â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé

äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ðàññìîòðåííàÿ â ï. 7.1 Î÷åâèäíî, ÷òî

óðàâíåíèå ñ�åðû ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (1).
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Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü

13.2. Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå

Öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, êîëëèíåàðíûõ �èêñèðîâàííîìó âåêòîðó ~a 6= ~0 è

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå òî÷êè íåêîòîðîé ëèíèè ℓ. Ýòà ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ

íàïðàâëÿþùåé, à ëþáàÿ ïðÿìàÿ, êîëëèíåàðíàÿ âåêòîðó ~a è ëåæàùàÿ íà

öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè � îáðàçóþùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Èç îïðåäåëåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò, ÷òî îíà èìååò

íàïðàâëÿþùóþ, ëåæàùóþ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Â êà÷åñòâå òàêîé

íàïðàâëÿþùåé ìîæíî âçÿòü ïåðåñå÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ

íåêîòîðîé ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê îáðàçóþùèì ýòîé

ïîâåðõíîñòè.
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Óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (1)

Òåîðåìà 13.1

Äëÿ ëþáîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò ïðÿìîóãîëüíàÿ

äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýòà

ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

F (x, y) = 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü σ 

íàïðàâëÿþùåé ℓ è îáðàçóþùèìè, êîëëèíåàðíûìè âåêòîðó ~a 6= ~0. Íà ℓ

âûáåðåì òî÷êó O è âîçüìåì îðò

~k ‖ ~a. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé îðò

~i òàêîé,

÷òî

~i⊥~k è ïîëîæèì

~j = ~k ×~i (ñì. ðèñ. 13.1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

�àññìîòðèì ïëîñêîñòü π, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O, äëÿ êîòîðîé âåêòîð

~k áóäåò íîðìàëüíûì âåêòîðîì. Î÷åâèäíî, ÷òî

~i ‖ π è

~j ‖ π. Ïóñòü êðèâàÿ

ℓ1 � ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè σ ïëîñêîñòüþ π. Âîçüìåì â ïëîñêîñòè π

ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (O,~i,~j) è ïóñòü â ýòîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò êðèâàÿ ℓ1 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Ïîêàæåì,

÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (O,~i,~j,~k)
ïðîñòðàíñòâà ïîâåðõíîñòü σ áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0.
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Óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (2)

r
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π

�èñ. 13.1

Èòàê, çà�èêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (O,~i,~j,~k). Ïóñòü M0(x0, y0, z0) ∈ σ

è îáðàçóþùàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M0, ïåðåñåêàåò ℓ1 â òî÷êå

M1(x0, y0, 0). Ò. å. F (x0, y0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû òî÷êè M0

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2).

Îáðàòíî, ïóñòü M0(x0, y0, z0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà òàêàÿ,

÷òî å¼ êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (2), ò. å. F (x0, y0) = 0.
Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç òî÷êè M0 íà ïëîñêîñòü π. Åãî îñíîâàíèå

M1(x0, y0, 0) ∈ ℓ1, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ïåðïåíäèêóëÿð � îáðàçóþùàÿ σ è,

çíà÷èò, M0 ∈ σ.
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Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óðàâíåíèè ïîâåðõíîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò îòñóòñòâóåò êàêàÿ-ëèáî ïåðåìåííàÿ, òî ýòî óðàâíåíèå

îïðåäåëÿåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé â

ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

ïîâåðõíîñòè, à îáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû îñè êîîðäèíàò, îòâå÷àþùåé

îòñóòñòâóþùåìó íåèçâåñòíîìó.

Îïðåäåëåíèå

Öèëèíäðîì 2-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, ó

êîòîðîé íàïðàâëÿþùàÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè, à îáðàçóþùèå

ïåðïåíäèêóëÿðíû ýòîé ïëîñêîñòè.
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Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïòè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
= 1 â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 13.2).

q

a

b
x

y

z

O

�èñ. 13.2. Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
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�èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

Îïðåäåëåíèå

�èïåðáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

x2

a2
− y2

b2
= 1 â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå (ñì. ðèñ. 13.3).

a−a
x

yz

O
r

�èñ. 13.3. �èïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

Îïðåäåëåíèå

Ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

y2 = 2px â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå.

x

y

z

O
s

�èñ. 13.4. Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð
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Âûðîæäåííûå öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýëëèïòè÷åñêîãî, ãèïåðáîëè÷åñêîãî è

ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðîâ ê öèëèíäðàì 2-ãî ïîðÿäêà �îðìàëüíî

îòíîñÿòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû óðàâíåíèé

x2

a2
− y2

b2
= 0 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

x

a
± y

b
= 0.

x2 = a2
� ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé x = ±a.

x2 = 0 � ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé x = 0.

x2

a2
+

y2

b2
= 0 � ïðÿìàÿ

{

x = 0,
y = 0.

x2

a2
+

y2

b2
= −1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

x2 = −a2
� ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çäåñü âñþäó a > 0, b > 0.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

13.3. Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå

Êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê

âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó �èêñèðîâàííîé

êðèâîé ℓ è �èêñèðîâàííóþ òî÷êó C, íå ëåæàùóþ íà ℓ. Ïðè ýòîì êðèâàÿ ℓ

íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùåé, òî÷êà C � âåðøèíîé, à ëþáàÿ ïðÿìàÿ,

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âåðøèíó C è òî÷êó íà íàïðàâëÿþùåé ℓ � îáðàçóþùåé

êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

♣

ℓ

C

�èñ. 13.5. Êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü
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Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà (1)

Îïðåäåëåíèå

Êîíóñîì 2-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 (a, b, c > 0) (3)

â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Òåîðåìà 13.2

Êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ âåðøèíîé â

íà÷àëå êîîðäèíàò è íàïðàâëÿþùåé ℓ, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè











x2

a2
+

y2

b2
= 1,

z = c.

(4)
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Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü σ � êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíîé â íà÷àëå

êîîðäèíàò è íàïðàâëÿþùåé ℓ, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (4). Ïîêàæåì, ÷òî

êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè σ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (3). Âåðøèíà êîíóñà

O(0, 0, 0) î÷åâèäíî ëåæèò íà êîíóñå 2-ãî ïîðÿäêà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì
(3). Ïóñòü òåïåðü îòëè÷íàÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò òî÷êà M0(x0, y0, z0) ∈ σ.
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✻
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�èñ. 13.6

Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

îáðàçóþùåé ℓ′, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè

O è M0:






x = x0t,

y = y0t,

z = z0t.

Ïóñòü òî÷êà M1(x1, y1, c) � ïåðåñå÷åíèå

ïðÿìîé ℓ′ è ïëîñêîñòè z = c.

Â ýòîì ñëó÷àå

c = z0t è, ïîñêîëüêó c > 0, òî z0 6= 0.
Òåì ñàìûì

t =
c

z0
, îòêóäà x1 =

x0c

z0
, y1 =

y0c

z0
.
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Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà (3)

Ïîñêîëüêó òî÷êà M1 ëåæèò íà íàïðàâëÿþùåé ℓ, òî èç (4) ñëåäóåò, ÷òî

x2
1

a2
+

y2
1

b2
= 1, ò. å.

x2
0c

2

z20a
2
+

y2
0c

2

z20b
2
= 1. Óìíîæèâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà

z20
c2
, ïîëó÷èì

x2
0

a2
+

y2
0

b2
=

z20
c2
, ò. å. òî÷êà M0 ëåæèò íà êîíóñå 2-ãî ïîðÿäêà,

çàäàííîãî óðàâíåíèåì (3).

Îáðàòíî, ïóñòü òî÷êà M0(x0, y0, z0) 6= O(0, 0, 0) ëåæèò íà êîíóñå 2-ãî
ïîðÿäêà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (3). Ïîêàæåì, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò

êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè σ ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò è

íàïðàâëÿþùåé ℓ, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (4). Èìååì

x2
0

a2
+

y2
0

b2
− z20

c2
= 0 è

z0 6= 0. Ïðÿìàÿ ℓ′, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè O è M0, èìååò

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ







x = x0t,

y = y0t,

z = z0t

è ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü z = c â òî÷êå M1(x1, y1, c), ãäå x1 =
x0c

z0
, y1 =

y0c

z0
.
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Êîíóñ âòîðîãî ïîðÿäêà (4)

Òîãäà

x2
1

a2
+

y2
1

b2
=

x2
0c

2

z20a
2
+

y2
0c

2

z20b
2
=

(

x2
0

a2
+

y2
0

b2

)

c2

z20
=

z20
c2

· c
2

z20
= 1.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà M1 ëåæèò íà íàïðàâëÿþùåé ℓ, à ïðÿìàÿ ℓ′

ñîåäèíÿåò âåðøèíó êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè σ ñ òî÷êîé å¼ íàïðàâëÿþùåé,

ò. å. ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé σ, à çíà÷èò öåëèêîì ëåæèò íà êîíè÷åñêîé

ïîâåðõíîñòè σ. Â ÷àñòíîñòè, M0 ∈ σ.

Èç òåîðåìû 13.2 ñëåäóåò, ÷òî êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

r

x

y

z

O

�èñ. 13.7. Êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïñîèä (1)

13.4. Ýëëèïñîèä

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1, (5)

ãäå a, b, c > 0, â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èññëåäóåì �îðìó ýëëèïñîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû

èçó÷àåì ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì

ïëîñêîñòÿì Oxy, Oxz, Oyz.

�àññìîòðèì ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòüþ z = h, ïàðàëëåëüíîé

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy. Ýòî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1,

z = h.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïñîèä (2)

Â ïëîñêîñòè z = h ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 1− h2

c2
.

Ïðè |h| > c ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, ïðè |h| = c � òî÷êè (0, 0,±c),
íàçûâàåìûå âåðøèíàìè ýëëèïñîèäà, ïðè |h| < c � ýëëèïñ

x2

(

a
√

c2−h2

c

)2
+

y2

(

b
√

c2−h2

c

)2
= 1.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè h = 0 ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Àíàëîãè÷íî ñòðîÿòñÿ ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = h è y = h. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì, ÷òî ýëëèïñîèä îãðàíè÷åí ïàðàëëåëåïèïåäîì |x| 6 a, |y| 6 b,

|z| 6 c, êàñàåòñÿ ãðàíåé ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â âåðøèíàõ (±a, 0, 0),
(0,±b, 0), (0, 0,±c) è èìååò �îðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 13.8 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïñîèä (3)

s

x

y

z

a

b

c

O

�èñ. 13.8. Ýëëèïñîèä

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (1)

13.5. �èïåðáîëîèäû

Îïðåäåëåíèå

Îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, (6)

ãäå a, b, c > 0, â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èññëåäóåì �îðìó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé.

�àññìîòðèì åãî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè Oxy. Ýòî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

z = h.

Â ïëîñêîñòè z = h ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ  óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 1 +

h2

c2

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (2)

Ýòî ýëëèïñ

x2

(

a
√

c2+h2

c

)2
+

y2

(

b
√

c2+h2

c

)2
= 1.

Â ÷àñòíîñòè, â ïëîñêîñòè z = 0 ïîëó÷àåì ýëëèïñ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

íàçûâàåìûé ãîðëîâûì ýëëèïñîì îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ x = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz,

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1,

x = h.

Â ïëîñêîñòè x = h ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ  óðàâíåíèåì

y2

b2
− z2

c2
= 1− h2

a2

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (3)

Ïðè |h| < a ïîëó÷àåì ãèïåðáîëó

y2

(

b
√

a2
−h2

a

)2
− z2

(

c
√

a2
−h2

a

)2
= 1.

Ïðè |h| > a ïîëó÷àåì (ñîïðÿæ¼ííóþ) ãèïåðáîëó

y2

(

b
√

h2
−a2

a

)2
− z2

(

c
√

h2
−a2

a

)2
= −1.

Ïðè h = a ïîëó÷àåì ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

y2

b2
− z2

c2
= 0.

Ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ y = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxz,

ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî ñå÷åíèþ ïëîñêîñòüþ x = h. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò �îðìó, ïðåäñòàâëåííóþ

íà ðèñ. 13.9 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (4)

s

x

y

z

a

bO
ãîðëîâîé ýëëèïñ

�èñ. 13.9. Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (1)

Îïðåäåëåíèå

Äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, (7)

ãäå a, b, c > 0, â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èññëåäóåì �îðìó äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé.

�àññìîòðèì åãî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè Oxy. Ýòî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1,

z = h.

Â ïëîñêîñòè z = h ïîëó÷àåì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (2)

Ïðè |h| > c ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ

x2

(

a
√

h2
−c2

c

)2
+

y2

(

b
√

h2
−c2

c

)2
= 1.

Ïðè |h| = c ïîëó÷àþòñÿ òî÷êè (0, 0,±c), íàçûâàåìûå âåðøèíàìè
äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.

Ïðè |h| < c ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü

z = h íå ïåðåñåêàåò äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä.

�àññìîòðèì åãî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ x = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè Oyz. Ýòî ñå÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1,

x = h.

Â ïëîñêîñòè x = h ïîëó÷àåì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

y2

b2
− z2

c2
= −1− h2

a2
.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (3)

Ýòî (ñîïðÿæ¼ííàÿ) ãèïåðáîëà

y2

(

b
√

a2+h2

a

)2
− z2

(

c
√

a2+h2

a

)2
= −1.

Â ÷àñòíîñòè, â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ Oyz ñ óðàâíåíèåì x = 0 ïîëó÷àåì

(ñîïðÿæ¼ííóþ) ãèïåðáîëó

y2

b2
− z2

c2
= −1.

Èññëåäîâàíèå ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

èññëåäîâàíèþ ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè x = h. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò �îðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 13.10 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä (4)

s

c

−c

x

y

z

O

�èñ. 13.10. Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (1)

13.6. Ïàðàáîëîèäû

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
= 2z, (8)

ãäå a, b > 0, â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èññëåäóåì �îðìó ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé. Åãî

ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy,

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
= 2z,

z = h.

Â ïëîñêîñòè z = h ïîëó÷àåì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
+

y2

b2
= 2h.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (2)

Ïðè h > 0 ïîëó÷àåòñÿ ýëëèïñ

x2

(

a
√
2h
)2

+
y2

(

b
√
2h
)2

= 1.

Ïðè h = 0 ïîëó÷àåòñÿ òî÷êà (0, 0, 0), íàçûâàåìàÿ âåðøèíîé

ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Ïðè h < 0 ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü

z = h íå ïåðåñåêàåò ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ x = h, ïàðàëëåëüíîé

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
+

y2

b2
= 2z,

x = h.

Â ïëîñêîñòè x = h ïîëó÷àåì ïàðàáîëó ñ óðàâíåíèåì y
2 = 2b2

(

z − h2

2a2

)

,

âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (3)

Â ÷àñòíîñòè, â ñå÷åíèè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ Oyz ñ óðàâíåíèåì x = 0
ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëà y2 = 2b2z.

Èññëåäîâàíèå ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî

èññëåäîâàíèþ ñå÷åíèé ïëîñêîñòÿìè x = h. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî

äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò �îðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 13.11.

r

x

y

z

O

�èñ. 13.11. Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (1)

Îïðåäåëåíèå

�èïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

óðàâíåíèÿ

x2

a2
− y2

b2
= 2z, (9)

ãäå a, b > 0, â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Èññëåäóåì �îðìó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ìåòîäîì ñå÷åíèé. Åãî

ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ z = h, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy,

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
− y2

b2
= 2z,

z = h.

Â ïëîñêîñòè z = h ïîëó÷àåì êðèâóþ ñ óðàâíåíèåì

x2

a2
− y2

b2
= 2h.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (2)

Ïðè h > 0 ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðáîëà

x2

(

a
√
2h
)2

− y2

(

b
√
2h
)2

= 1.

Ïðè h < 0 ïîëó÷àåòñÿ ñîïðÿæ¼ííàÿ ãèïåðáîëà

x2

(

a
√
−2h

)2
− y2

(

b
√
−2h

)2
= −1.

Ïðè h = 0 ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2

a2
− y2

b2
= 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ x = h, ïàðàëëåëüíîé

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oyz, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
− y2

b2
= 2z,

x = h.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (3)

Â ïëîñêîñòè x = h ïîëó÷àåì ïàðàáîëó y
2 = −2b2

(

z − h2

2a2

)

, âåòâè

êîòîðîé íàïðàâëåíû âíèç. Â ÷àñòíîñòè, â ñå÷åíèè êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòüþ Oyz ñ óðàâíåíèåì x = 0 ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëà y2 = −2b2z.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ y = h, ïàðàëëåëüíîé

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxz, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé











x2

a2
− y2

b2
= 2z,

y = h.

Â ïëîñêîñòè y = h ïîëó÷àåì ïàðàáîëó x
2 = 2a2

(

z +
h2

2b2

)

, âåòâè êîòîðîé

íàïðàâëåíû ââåðõ. Â ÷àñòíîñòè, â ñå÷åíèè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ Oxz

ñ óðàâíåíèåì y = 0 ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëà x2 = 2a2z.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò �îðìó,

ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 13.12 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ýòà ïîâåðõíîñòü èìååò �îðìó ñåäëà.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



�èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (4)

s

x

y

z

O

�èñ. 1. �èïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (1)

13.7. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå

Â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ áûëè ðàññìîòðåíû öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè

2-ãî ïîðÿäêà, êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà, ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèäû è

ïàðàáîëîèäû. Ïðèâåäåì åùå äâà íå ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèìåðà

êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå.

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 � òî÷êà (0, 0, 0),

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

(çäåñü a, b, c > 0). Îêàçûâàåòñÿ íèêàêèõ äðóãèõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå íå

ñóùåñòâóåò.

Òåîðåìà 13.3 (êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå)

Ëþáàÿ êâàäðèêà â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü òîëüêî ïîâåðõíîñòüþ îäíîãî

èç ñëåäóþùèõ âèäîâ: ýëëèïñîèä, ãèïåðáîëîèä (îäíîïîëîñòíûé èëè

äâóïîëîñòíûé), ïàðàáîëîèä (ýëëèïòè÷åñêèé èëè ãèïåðáîëè÷åñêèé), êîíóñ

2-ãî ïîðÿäêà, öèëèíäð (ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé èëè

ïàðàáîëè÷åñêèé), ïàðà ïëîñêîñòåé (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ èëè

ñîâïàäàþùèõ), ïðÿìàÿ, òî÷êà èëè ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 12.1.

Øàã 1. Öåëü øàãà 1 � èçáàâèòüñÿ îò ïðîèçâåäåíèé íåèçâåñòíûõ xy, xz, yz

â îáùåì óðàâíåíèè êâàäðèêè (1). Ýòî äåëàåòñÿ çà ñ÷¼ò çàìåíû

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà èñõîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà äðóãîé ñïåöèàëüíî ïîäîáðàííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Äåëàåòñÿ ýòî ïðè ïîìîùè ïðîöåäóðû, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ¾ïðèâåäåíèå

âåùåñòâåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê ãëàâíûì îñÿì¿, êîòîðóþ âû èçó÷èòå

â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïîêà ïðèìåì òîò �àêò, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü,

áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Øàã 2 ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî øàãó 2 òåîðåìû 12.1. Åãî öåëü �

ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò â íîâóþ òî÷êó èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíûõ

÷ëåíîâ òåõ ïåðåìåííûõ, êâàäðàòû êîòîðûõ âõîäÿò â óðàâíåíèå êâàäðèêè ñ

íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè, èñïîëüçóÿ âûäåëåíèå ïîëíîãî êâàäðàòà.

Øàã 3 òîæå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî øàãó 3 òåîðåìû 12.1. Åãî öåëü �

ïåðåíîñîì íà÷àëà êîîðäèíàò â íîâóþ òî÷êó èçáàâèòüñÿ îò ñâîáîäíîãî

÷ëåíà, åñëè â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò ïåðåìåííàÿ â ïåðâîé ñòåïåíè,

êâàäðàò êîòîðîé íå âõîäèò â óðàâíåíèå. Ïîñëå ýòîãî óðàâíåíèå

ïðåîáðàçóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.
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Òèïû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (1)

Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå. Ïî òèïó êàíîíè÷åñêèõ

óðàâíåíèé êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå, êàê è íà ïëîñêîñòè, ìîæíî ðàçäåëèòü

íà òðè òèïà (äàëåå âî âñåõ óðàâíåíèÿõ a, b, c, p > 0).

I. Ýëëèïòè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàòû âñåõ

ïåðåìåííûõ ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè îäíîãî çíàêà).

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 � ýëëèïñîèä,

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 � òî÷êà,

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî.

II. �èïåðáîëè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàòû âñåõ

ïåðåìåííûõ ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçíûõ çíàêîâ).

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 � îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1 � äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 � êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà.
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Òèïû êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå (1)

III. Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàò êàê ìèíèìóì

îäíîé èç ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóåò).

x2

a2
+

y2

b2
= 2z � ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä,

x2

a2
+

y2

b2
= 1 � ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð,

x2

a2
+

y2

b2
= 0 � ïðÿìàÿ,

x2

a2
+

y2

b2
= −1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî,

x2

a2
− y2

b2
= 2z � ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä,

x2

a2
− y2

b2
= 1 èëè

x2

a2
− y2

b2
= −1 � ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð,

x2

a2
− y2

b2
= 0 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé,

y2 = 2px � ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð,

x2 = a2
� ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé,

x2 = 0 � ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé,

x2 = −a2
� ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå (1)

13.8. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîëèíåéíîé

îáðàçóþùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïî îïðåäåëåíèþ èìåþò öèëèíäðè÷åñêèå è

êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè, â ÷àñòíîñòè, ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé è

ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäðû è êîíóñ 2-ãî ïîðÿäêà.

Ïðè èññëåäîâàíèè �îðì êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî

ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå åñòü ó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è

ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòî óñòàíîâèòü, ÷òî ýëëèïñîèä, äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

è ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä íå èìåþò ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.

Äåéñòâèòåëüíî, ýëëèïñîèä, çàäàííûé óðàâíåíèåì (5), íå èìååò

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, ïîòîìó ÷òî îí öåëèêîì ðàñïîëîæåí âíóòðè

ïàðàëëåëåïèïåäà, çàäàâàåìîãî íåðàâåíñòâàìè |x| 6 a, |y| 6 b è |z| 6 c.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå (2)

Äëÿ äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (7), åñëè ïðÿìàÿ

êîìïëàíàðíà ïëîñêîñòè xOy, òî îíà ëåæèò â ïëîñêîñòè, çàäàâàåìîé

óðàâíåíèåì z = h äëÿ íåêîòîðîãî h. Íî, êàê ìû âèäåëè â ï. 13.5, ñå÷åíèå

äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòüþ âèäà z = h ÿâëÿåòñÿ ëèáî

ýëëèïñîì, ëèáî òî÷êîé, ëèáî ïóñòûì ìíîæåñòâîì. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòî

ñå÷åíèå íå ñîäåðæèò íèêàêîé ïðÿìîé. Åñëè æå ïðÿìàÿ íå êîìïëàíàðíà

ïëîñêîñòè xOy, òî îíà ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü z = h äëÿ |h| < c, è íå ìîæåò

ëåæàòü íà äâóïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, òàê êàê îí íå ïåðåñåêàåò

óêàçàííóþ ïëîñêîñòü.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ ó

ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (8). Íàäî òîëüêî

ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêîñòü, çàäàííóþ óðàâíåíèåì z = h, ãäå

h < 0).

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà

èëè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäÿò ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå

ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (1)

Òåîðåìà 13.4

×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðîõîäÿò ðîâíî äâå

ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä σ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì (6) è M0(x0, y0, z0) ∈ σ. �àññìîòðèì âåêòîð ~a = (p, q, r) 6= ~0 è

ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M0 ñ íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðîì ~a, áûëà ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé σ. Ýòà ïðÿìàÿ áóäåò

çàäàâàòüñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè







x = x0 + pt,

y = y0 + qt,

z = z0 + rt.

(10)

Ëþáàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé ïðèíàäëåæèò σ, ñëåäîâàòåëüíî,

(x0 + pt)2

a2
+

(y0 + qt)2

b2
− (z0 + rt)2

c2
= 1.

Ïðåäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà êàê ìíîãî÷ëåí îò t.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (2)

Ïîëó÷èì

(

x2
0

a2
+

y2
0

b2
− z20

c2

)

+ 2
(px0

a2
+

qy0

b2
− rz0

c2

)

t+

(

p2

a2
+

q2

b2
− r2

c2

)

t
2 = 1.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî t ∈ R, òî â ïðàâîé è

ëåâîé ÷àñòÿõ ñòîÿò îäèíàêîâûå ìíîãî÷ëåíû, à çíà÷èò êîý��èöèåíòû ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ t ó íèõ ðàâíû. Â ñèëó òîãî, ÷òî M0 ∈ σ, óæå

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x2
0

a2
+

y2
0

b2
− z20

c2
= 1. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà











px0

a2
+

qy0

b2
− rz0

c2
= 0,

p2

a2
+

q2

b2
− r2

c2
= 0.

(11)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (11) ñëåäóåò, ÷òî r 6= 0. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè âîçüìåì r = c è ïîëó÷èì











px0

a2
+

qy0

b2
=

z0

c
,

p2

a2
+

q2

b2
= 1.

(12)
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (3)

�àññìîòðèì òî÷êó M1(x1, y1, 0) íà îáðàçóþùåé, îïðåäåëåííîé

óðàâíåíèÿìè (17). Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äëÿ ýòîé òî÷êè t = −z0

c
, îòêóäà

x1 = x0 − pz0

c
, y1 = y0 − qz0

c
. (13)

Âû÷èñëèì ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (12) è (13) è òîãî, ÷òî M0 ∈ σ,

x2
1

a2
+

y2
1

b2
=

(

x0 − pz0

c

)2

a2
+

(

y0 − qz0

c

)2

b2
=

=
x2
0

a2
+

y2
0

b2
− 2

(

px0

a2
+

qy0

b2

)

z0

c
+

(

p2

a2
+

q2

b2

)

z20
c2

= 1 +
z20
c2

− 2
z20
c2

+
z20
c2

= 1.

Ýòî ïîäòâåðæäàåò òîò �àêò, ÷òî M1 ëåæèò íà ãîðëîâîì ýëëèïñå σ. Â

÷àñòíîñòè, x1, y1 íå âñå ðàâíû íóëþ. Òàêæå, ò. ê. M1 ëåæèò íà íàøåé

ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé, òî äëÿ íåå áóäóò ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(12), â ÷àñòíîñòè

px1

a2
+

qy1

b2
= 0, îòêóäà

p

q
= −a2y1

b2x1

. Ïîëîæèì

p = −a

b
y1ε, q =

b

a
x1ε, (14)

ãäå ε � ìíîæèòåëü ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (4)

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (12) äàåò

1 =
p2

a2
+

q2

b2
=

(

y2
1

b2
+

x2
1

a2

)

ε
2 = ε

2
.

Òåì ñàìûì ε = ±1. Òî åñòü ÷åðåç òî÷êó M0 ïðîõîäèò ðîâíî äâå

ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå. Äàëåå çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

ýòèõ îáðàçóþùèõ ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè M0. Èç (13) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà







x1 − az0ε

bc
y1 = x0,

bz0ε

ac
x1 + y1 = y0.

(15)

Ïîñìîòðèì íà ðàâåíñòâà (15) êàê íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, y1 è ðåøèì å¼, âîñïîëüçîâàâøèñü

òåîðåìîé Êðàìåðà. Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −az0ε

bc
bz0ε

ac
1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 +
z20
c2

=
x2
0

a2
+

y2
0

b2
6= 0.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (5)

Âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëèòåëè ñèñòåìû (15) ðàâíû

∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

x0 −az0ε

bc
y0 1

∣

∣

∣

∣

∣

= x0 +
az0ε

bc
y0

∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

1 x0

bz0ε

ac
y0

∣

∣

∣

∣

∣

= y0 −
bz0ε

ac
x0.

Òåì ñàìûì äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå íàïðàâëÿþùèå ïåðåñåêàþò

ãîðëîâîé ýëëèïñ â òî÷êàõ

(

x0 +
az0ε

bc
y0

∆
,
y0 − bz0ε

ac
x0

∆

)

è èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè

p = −a

b
y1ε =

−y0ε

b
+ x0z0

ac

∆
· a, q =

b

a
x1ε =

x0ε

a
+ y0z0

bc

∆
· b, r = c,

ãäå ε = ±1.
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà (6)

Òåïåðü ìû ìîæåì çàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ

ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M0 îäíîïîëîñòíîãî

ãèïåðáîëîèäà σ.


































x = x0 +
−ε y0

b
+ x0z0

ac

x2

0

a2 +
y2

0

b2

· at

y = y0 +
εx0

a
+ y0z0

bc

x2

0

a2 +
y2

0

b2

· bt

z = z0 + ct,

(16)

ãäå ε = ±1.

Ñëåäñòâèå. Åñëè òî÷êà M0(x0, y0, 0) ëåæèò íà ãîðëîâîì ýëëèïñå

îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, çàäàííîãî óðàâíåíèÿìè (6), òî â ýòîì

ñëó÷àå ñ ó÷åòîì

x2
0

a2
+

y2
0

b2
= 1 ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå, ïðîõîäÿùèå

÷åðåç M0 áóäóò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä)
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (1)























x = x0 − ε
y0

b
· at,

y = y0 + ε
x0

a
· bt,

z = ct,

ãäå ε = ±1.

Òåîðåìà 13.5

×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäÿò ðîâíî äâå

ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä σ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì (9) è M0(x0, y0, z0) ∈ σ. �àññìîòðèì âåêòîð ~a = (p, q, r) 6= ~0 è

ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç M0 ñ íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðîì ~a áûëà ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé σ. Ýòà ïðÿìàÿ áóäåò

çàäàâàòüñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè







x = x0 + pt,

y = y0 + qt,

z = z0 + rt.

(17)
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Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (2)

Ëþáàÿ òî÷êà ýòîé ïðÿìîé ïðèíàäëåæèò σ, ñëåäîâàòåëüíî,

(x0 + pt)2

a2
− (y0 + qt)2

b2
= 2(z0 + rt).

Ïðåäñòàâèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà êàê ìíîãî÷ëåíû îò t.

(

x2
0

a2
− y2

0

b2

)

+ 2
(px0

a2
− qy0

b2

)

t+

(

p2

a2
− q2

b2

)

t
2 = 2z0 + 2rt.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî t ∈ R, òî â ïðàâîé è

ëåâîé ÷àñòÿõ ñòîÿò îäèíàêîâûå ìíîãî÷ëåíû, à çíà÷èò êîý��èöèåíòû ïðè

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ t ó íèõ ðàâíû. Â ñèëó òîãî, ÷òî M0 ∈ σ, óæå

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x2
0

a2
− y2

0

b2
= 2z0. Çíà÷èò, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà











px0

a2
− qy0

b2
= r,

p2

a2
− q2

b2
= 0.

(18)

À. È. Áåëîâ �13. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå



Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà (3)

Âòîðîå ðàâåíñòâî èç (18) äàåò

p

q
= ±a

b
. Ïîëîæèì p = a, q = εb, ãäå

ε = ±1. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñèñòåìû (18) ïîëó÷èì r =
x0

a
− ε

y0

b
. Òåì

ñàìûì, ÷åðåç òî÷êó M0 ïðîõîäÿò ðîâíî äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåéíûå

îáðàçóþùèå, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè











x = x0 + at,

y = y0 + εbt,

z = z0 +
(

x0

a
− ε

y0

b

)

t,

ãäå ε = ±1.
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