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Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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Åù¼ ïðèìåðû êâàäðèê íà ïëîñêîñòè

Íàïîìíèì (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 9.1), ÷òî êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè

íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0, (1)

ãäå a11, a12, a22 íå âñå ðàâíû 0, â íåêîòîðîé à��èííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Âñþäó â ýòîì ïàðàãðà�å ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò

ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ.

Ïðèìåðàìè êâàäðèê íà ïëîñêîñòè ìîãóò ñëóæèòü ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è

ïàðàáîëà, ðàññìîòðåííûå â �9�11. �àññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1 Óðàâíåíèå x2 − y2 = 0 çàäàåò ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ y = ±x.

2 Óðàâíåíèå x2 = 1 çàäàåò ïàðó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ x = ±1.

3 Óðàâíåíèå x2 = 0 çàäàåò ïðÿìóþ x = 0, êîòîðóþ â ýòîì ñëó÷àå

íàçûâàþò ïàðîé ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ.

4 Óðàâíåíèå x2 + y2 = 0 çàäàåò òî÷êó O(0, 0).

5 Óðàâíåíèÿ x2 = −1 è x2 + y2 = −1 çàäàþò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îêàçûâàåòñÿ, íèêàêèõ äðóãèõ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè íå ñóùåñòâóåò.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (1)

Òåîðåìà 12.1 (êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè)

Âñÿêàÿ êâàäðèêà íà ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç ñëåäóþùèõ

ìíîæåñòâ òî÷åê: ýëëèïñ, ãèïåðáîëà, ïàðàáîëà, ïàðà ïðÿìûõ

(ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàäàþùèõ), òî÷êà èëè ïóñòîå

ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèñàííóþ â äîêàçàòåëüñòâå ïðîöåäóðó íàçûâàþò

ïðèâåäåíèåì óðàâíåíèÿ êâàäðèêè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ïðîâåäåì

äîêàçàòåëüñòâî â òðè øàãà.

Øàã 1. Ïîâåðíåì êîîðäèíàòíûå îñè íà íåêîòîðûé óãîë α òàê, ÷òîáû â

ïîâåðíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå êâàäðèêè íå èìåëî áû

ñëàãàåìîãî 
 xy. åñëè â èñõîäíî óðàâíåíèè åãî óæå íåò, ò. å. a12 = 0, òî
ýòîò øàã ñëåäóåò ïðîïóñòèòü. Ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî a12 6= 0
Ïî �îðìóëàì ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåé íà óãîë α (óòâåðæäåíèå 5.8)

{

x = x′ cosα− y′ sinα,
y = x′ sinα+ y′ cosα.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (2)

�àññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1)

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 = a11(x
′ cosα− y

′ sinα)2+

+ 2a12(x
′ cosα− y

′ sinα)(x′ sinα+ y
′ cosα) + a22(x

′ sinα+ y
′ cosα)2.

Âûïèøåì èç ýòîãî âûðàæåíèÿ êîý��èöèåíò ïðè x′y′
è ïðèðàâíÿåì åãî ê

íóëþ:

2a′

12 = −2a11 cosα sinα+ 2a12(cos
2
α− sin2

α) + 2a22 cosα sinα =

= (a22 − a11) sin 2α+ 2a12 cos 2α = 0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ óãëà α:

ctg 2α =
a11 − a22

2a12

. (2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèå.

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà óãîë α, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ (2), óðàâíåíèå êðèâîé îñòàíåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì

2-ãî ïîðÿäêà, ò. å. ÷òî a′

11 6= 0 èëè a′

22 6= 0.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (2)

Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü

a′

11 = a11 cos
2 α+ 2a12 cosα sinα+ a22 sin

2 α = 0
a′

22 = a11 sin
2 α− 2a12 cosα sinα+ a22 cos

2 α = 0.

Ñëîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì a11 + a22 = 0 èëè a22 = −a11, îòêóäà

a′

11 = a11 cos 2α+ a12 sin 2α = 0. Êðîìå òîãî, èç a22 = −a11 ñëåäóåò

2a′

12 = −2a11 sin 2α+ 2a12 cos 2α = 0. Èíûìè ñëîâàìè

{

a11 cos 2α+ a12 sin 2α = 0,
−a11 sin 2α+ a12 cos 2α = 0.

(3)

�àññìîòðè (3) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ a11, a12. Íàéäåì îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé

ìàòðèöû ñèñòåìû (3):

∆ =

∣

∣

∣

∣

cos 2α sin 2α
− sin 2α cos 2α

∣

∣

∣

∣

= cos2 2α+ sin2 2α = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå Êðàìåðà ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå a11 = a12 = 0. Ïðè ýòîì a22 = −a11 = 0. Íî â èñõîäíîì

óðàâíåíèè (1) êîý��èöèåíòû a11, a12, a22 íå âñå ðàâíû 0. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α ñíîâà

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ êâàäðèêè.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (3)

Øàã 2. Íà ýòîì ýòàïå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû óæå èìååì äåëî ñ

óðàâíåíèåì áåç ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ, ò. å. ñ óðàâíåíèåì âèäà

a11x
2 + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0. (4)

Òåïåðü ìû ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â íîâóþ òî÷êó òàê, ÷òîáû

èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ÷ëåíà ïåðåìåííîé, êâàäðàò êîòîðîé îòëè÷åí îò 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü a11 6= 0. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò,

êîòîðûé áóäåò ñîäåðæàòü âñå ñëàãàåìûå èç (4) ñ ïåðåìåííîé x:

a11

(

x
2 + 2

a1

a11

+
a2

1

a2

11

)

−
a2

1

a11

+ a22y
2 + 2a2y + a0 = 0

a11

(

x+
a1

a11

)2

−
a2

1

a11

+ a22y
2 + 2a2y + a0 = 0

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó O
′

(

−
a1

a11

, 0

)

ïðåîáðàçîâàíèåì

{

x = x′ − a1

a11

,

y = y′.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (3)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå êâàäðèêè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

a11(x
′)2 + a22(y

′)2 + 2a2y
′ + a

′

0 = 0,

ãäå a
′

0 = a0 −
a2

1

a11

. Åñëè a22 6= 0, òî ìîæíî èçáàâèòüñÿ â (4) îò ñëàãàåìîãî

2a2y àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëå

ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò íà øàãå 2 ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ óðàâíåíèåì

îäíîãî èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

Ax
2 +By

2 + C = 0 (A 6= 0, B 6= 0), (5)

Dx
2 + 2Ey + F = 0 (D 6= 0), (6)

Dy
2 + 2Ex+ F = 0 (D 6= 0). (7)

Øàã 3. �àññìîòðèì ýòè óðàâíåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî óðàâíåíèÿ òèïîâ (6) è

(7) ðàññìàòðèâàþòñÿ îäèíàêîâî. Òåì ñàìûì ìû èìååì äâà ñëó÷àÿ:

Ñëó÷àé 1. Óðàâíåíèå òèïà (5).

Ñëó÷àé 2. Óðàâíåíèå òèïà (6) èëè (7).
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (4)

Ñëó÷àé 1. Óðàâíåíèå òèïà (5) Ax2 +By2 + C = 0, (A 6= 0, B 6= 0).

1.1. C 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

−C

A

+
y2

−C

B

= 1.

Åñëè −
C

A
> 0, −

C

B
> 0, ïîëîæèì a

2 = −
C

A
, b

2 = −
C

B
è ïîëó÷èì

óðàâíåíèå ýëëèïñà

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Åñëè −
C

A
> 0, −

C

B
< 0, ïîëîæèì a

2 = −
C

A
, b

2 =
C

B
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ãèïåðáîëû

x2

a2
−

y2

b2
= 1.

Åñëè −
C

A
< 0, −

C

B
> 0, ïîëîæèì a

2 =
C

A
, b

2 = −
C

B
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ãèïåðáîëû

x2

a2
−

y2

b2
= −1.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (5)

Åñëè −
C

A
< 0, −

C

B
< 0, ïîëîæèì a

2 =
C

A
, b

2 =
C

B
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+

y2

b2
= −1, ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå

ìíîæåñòâî.

1.2. C = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

1

A

+
y2

1

B

= 0.

Åñëè A è B îäíîãî çíàêà, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè A > 0, B > 0, òî

ïîëîæèì a
2 =

1

A
, b

2 =
1

B
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+

y2

b2
= 0,

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (0, 0).

Åñëè A è B ðàçíûõ çíàêîâ, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè A > 0, B < 0, òî

ïîëîæèì a
2 =

1

A
, b

2 = −
1

B
è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
−

y2

b2
= 0,

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

y = ±
b

a
x.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (6)

Ñëó÷àé 2. �àññìîòðèì óðàâíåíèå òèïà (7) Dy2 + 2Ex+ F = 0, (D 6= 0).

2.1. E 6= 0. Òîãäà ìîæíî ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò â íîâóþ òî÷êó

èçáàâèòüñÿ îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèå (7) â âèäå

Dy
2 + 2E

(

x+
F

2E

)

= 0.

Ñäâèíåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó O
′

(

−
F

2E
, 0

)

ïðåîáðàçîâàíèåì

{

x = x′ − F

2E
,

y = y′.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå â âèäå D(y′)2 + 2Ex′ = 0 èëè (y′)2 = −
2E

D
x
′

.

Ïîëîæèì p = −
E

D
6= 0 è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(y′)2 = 2px′

.

Åñëè p > 0, òî ýòî ïàðàáîëà.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (7)

Åñëè æå p < 0, òî èçìåíèì íàïðàâëåíèå îñè O′x′
íà ïðîòèâîïîëîæíîå

ïðåîáðàçîâàíèåì

{

x′ = −x′′,

y′ = y′′.

Îáîçíà÷èì p′ = −p > 0. Óðàâíåíèå êâàäðèêè ïðèìåò âèä

(y′′)2 = 2p′x′′ (p′ > 0).

Ò. å. è â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç � ïàðàáîëà.

2.2. E = 0. Ò. å. óðàâíåíèå (7) âèä

y
2 = −

F

D
.

Åñëè −
F

D
> 0, ïîëîæèì a

2 = −
F

D
. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä y2 = a2

, à åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì áóäåò ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ y = ±a.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (7)

Åñëè −
F

D
< 0, ïîëîæèì a

2 =
F

D
. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä y2 = −a2

, à åãî

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì áóäåò ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Åñëè −
F

D
= 0, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä y2 = 0, à åãî ãåîìåòðè÷åñêèì

îáðàçîì áóäåò ïðÿìàÿ y = 0 (êîòîðóþ â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò ïàðîé

ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ).

Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè. Ïî òèïó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè òèïà.

I. Ýëëèïòè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàòû îáåèõ

ïåðåìåííûõ ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè îäíîãî çíàêà).

x2

a2
+

y2

b2
= 1 � ýëëèïñ,

x2

a2
+

y2

b2
= 0 � òî÷êà,

x2

a2
+

y2

b2
= −1 � ïóñòîå ìíîæåñòâî.
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Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè (8)

II. �èïåðáîëè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàòû îáåèõ

ïåðåìåííûõ ñ íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçíûõ çíàêîâ).

x2

a2
−

y2

b2
= 1 èëè

x2

a2
−

y2

b2
= −1 � ãèïåðáîëà,

x2

a2
−

y2

b2
= 0 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

III. Ïàðàáîëè÷åñêèé òèï (â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè êâàäðàò îäíîé èç

ïåðåìåííûõ îòñóòñòâóåò).

y2 = 2px èëè x2 = 2py � ïàðàáîëà,

y2 = a2
èëè x2 = a2

� ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ,

y2 = 0 èëè x2 = 0 � ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïðÿìûõ,

y2 = −a2
èëè x2 = −a2

� ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Çäåñü âî âñåõ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõ a > 0, b > 0, p > 0.

À. È. Áåëîâ �12. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè


