
×àñòü III. Êâàäðèêè

�11. Ïàðàáîëà

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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Îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû

11.1. Ïàðàáîëà è å¼ õàðàêòåðèñòèêà

Îïðåäåëåíèå

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

y
2 = 2px, (1)

ãäå p > 0, â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, à óðàâíåíèå (1)

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Òàê êàê â óðàâíåíèå (1) âõîäèò òîëüêî êâàäðàò ïåðåìåííîé y, òî ïàðàáîëà

ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîé îñè Ox. À ïîñêîëüêó

x =
y2

2p
> 0, òî äëÿ âûÿñíåíèÿ �îðìû ïàðàáîëû äîñòàòî÷íî èçó÷èòü åå â

ïåðâîì êâàäðàíòå (x > 0, y > 0).

Èç óðàâíåíèÿ (1) âûðàçèì y(x) =
√

2px.

Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè y(x) � ïðîìåæóòîê x > 0, à
îáëàñòü çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê y > 0.
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Ôîðìà ïàðàáîëû (1)

Äè��åðåíöèðóÿ y(x) äâàæäû ïîëó÷èì

y
′ =

p√
2px

> 0 è y
′′ = − p2

(2px)3/2
< 0.

Ò. å. �óíêöèÿ y(x) âîçðàñòàåò íà x > a, à å¼ ãðà�èê âûïóêëûé ââåðõ.

Ïîñìîòðèì, èìååòñÿ ëè ó ïàðàáîëû íàêëîííàÿ (èëè ãîðèçîíòàëüíàÿ)

àñèìïòîòà.

lim
x→+∞

y(x)

x
= lim

x→+∞

√
2px

x
= lim

x→+∞

√
2p√
x

= 0.

lim
x→+∞

y(x) = lim
x→+∞

√

2px = +∞.

Òåì ñàìûì ó ïàðàáîëû íåò íàêëîííîé (èëè ãîðèçîíòàëüíîé) àñèìïòîòû.

ñ ó÷¼òîì âûøåèçëîæåííîãî ìîæíî èçîáðàçèòü ïàðàáîëó íà êîîðäèíàòíîé

ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 11.1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

À. È. Áåëîâ �11. Ïàðàáîëà



Ôîðìà ïàðàáîëû (2)

s s

s

F ( p
2
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x
=

−
p 2

�èñ. 11.1. Ïàðàáîëà
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Ýëåìåíòû ïàðàáîëû

Îïðåäåëåíèÿ

Òî÷êà O(0, 0) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû.

Òî÷êà F
(

p

2
, 0
)

íàçûâàåòñÿ �îêóñîì ïàðàáîëû.

Äëèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïàðàáîëû ñ åãî �îêóñîì, íàçûâàþòñÿ

�îêàëüíûì ðàäèóñîì ýòîé òî÷êè è îáîçíà÷àåòñÿ r.

Ïðÿìàÿ x = −p

2
íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû. �àññòîÿíèå îò òî÷êè

ïàðàáîëû äî äèðåêòðèñû íàçûâàåòñÿ äèðåêòîðèàëüíûì ðàññòîÿíèåì è

îáîçíà÷àåòñÿ d.

Ïðÿìàÿ y = 0 (îñü Ox) íàçûâàåòñÿ îñüþ ïàðàáîëû. Îíà ÿâëÿåòñÿ îñüþ å¼

ñèììåòðèè.

×èñëî p íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòð ïàðàáîëû p îïðåäåëÿåò �îðìó ïàðàáîëû. ×åì

áëèæå p ê 0, òåì áîëåå ñîìêíóòû âåòâè ïàðàáîëû. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå p,

òåì áîëåå îíè ðàçâåðíóòû.
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (1)

Òåîðåìà 11.1 (äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

r = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ℓ � äèðåêòðèñà ïàðàáîëû, à òî÷êà

M(x, y) ïðèíàäëåæèò ýòîé ïàðàáîëå. Ïîñêîëüêó x+
p

2
= 0 � îáùåå

óðàâíåíèå ℓ, òî d =
∣

∣

∣
x+

p

2

∣

∣

∣
. Òîãäà

r = |FM | =
√

(

x− p

2

)2

+ y2 =

√

x2 − px+
p2

4
+ 2px =

√

(

x+
p

2

)2

=

=
∣

∣

∣
x+

p

2

∣

∣

∣
= d.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, òàêàÿ,

÷òî r = d, ò. å.

√

(

x− p

2

)2

+ y2 =
∣

∣

∣
x+

p

2

∣

∣

∣
.. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà â êâàäðàò, ðàñêðîåì ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå. Ïîëó÷èì

óðàâíåíèå (1).
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (2)

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 11.1.

Ïàðàáîëà � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ ðàññòîÿíèå äî

�èêñèðîâàííîé òî÷êè ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî �èêñèðîâàííîé ïðÿìîé, íå

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó �èêñèðîâàííóþ òî÷êó.
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Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (1)

11.2. Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå

Òåîðåìà 11.2

Ïóñòü òî÷êà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1).

Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå â òî÷êå M0 èìååò óðàâíåíèå

y0y = p(x0 + x). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 9.3.

Òåîðåìà 11.3. (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû)

Ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â �îêóñå ïàðàáîëû, îòðàæàåòñÿ îò

ïàðàáîëû òàê, ÷òî îòðàæåííûå ëó÷è ïàðàëëåëüíû îñè ïàðàáîëû.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ℓ � êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå â òî÷êå M0(x0, y0) è
òî÷êà A � ïåðåñå÷åíèå ℓ ñ îñüþ Ox. Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 11.2 ℓ èìååò

óðàâíåíèå (2), òî A(−x0, 0) (ñì. ðèñ. 11.2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (2)

r r r

r

r

r

F ( p
2
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y ℓ
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�èñ. 11.2

Î÷åâèäíî |AF | = x0 +
p

2
. Îäíàêî |FM | = x0 +

p

2
ïî òåîðåìå 11.1,

ñëåäîâàòåëüíî, |AF | = |FM |, ò. å. △AFM0 ðàâíîáåäðåííûé, à çíà÷èò

∠FAM0 = ∠FM0A. Ïðîâåäåì ÷åðåç M0 ïðÿìóþ ℓ′, ïàðàëëåëüíóþ îñè Ox.

Òîãäà ∠BM0C = ∠FAM0 êàê óãëû, îáðàçîâàííûå ïàðàëëåëüíûìè è

ñåêóùåé. Òåì ñàìûì ∠BM0C = ∠FM0A, ò. å. îòðàæåííûé ëó÷ ëåæèò

íà ℓ′.
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (1)

11.3. ¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà

Â øêîëüíîì êóðñå àëãåáðû ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãðà�èê �óíêöèè

y = ax
2 + bx+ c, ãäå a 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ¾øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ

ïàðàáîëîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ ï. 11.1.

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â óðàâíåíèè ¾øêîëüíîé ïàðàáîëû¿.

y = a

(

x+
b

2a

)2

+ c− b2

4a
.

Ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó O
′

(

− b

2a
, c− b2

4a

)

 ïîìîùüþ

çàìåíû











x = x
′ − b

2a
,

y = y
′ + c− b2

4a
.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y
′ = a(x′)2.
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (2)

Åñëè a > 0, òî ïîìåíÿåì îñè ìåñòàìè (ñèììåòðè÷íîå îòðàæåíèå

îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû I è IV êîîðäèíàòíûõ óãëîâ) ïî �îðìóëàì

{

x
′ = y

′′

,

y
′ = x

′′

.

Ïîëîæèì p =
1

2a
> 0. Ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû (ñðàâíè

ñ (1))

(y′′)2 = 2px′′

. (3)

Åñëè æå a < 0, òî òàêæå ïîìåíÿåì îñè ìåñòàìè, ïîñëå ÷åãî èçìåíèì

íàïðàâëåíèå îñè àáñöèññ è ïî �îðìóëàì

{

x
′ = y

′′

,

y
′ = −x

′′

.

Ïîëîæèâ p = − 1

2a
> 0 ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3).

Èçîáðàæåíèå ¾øêîëüíîé¿ ïàðàáîëû ïðèâåäåíî íà ðèñ. 11.3 (ñì.

ñëåäóþùèé ñëàéä).
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (3)

r

r

O x

y

O′

y′ = x′′

x′ = y′′

�èñ. 11.3. ¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà y = ax2 + bx+ c ïðè a > 0
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