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Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè

9.1. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèÿ

Àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0, (1)

ãäå a11, a12, a22 íå âñå ðàâíû 0.

Êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ (1)

îòíîñèòåëüíî �èêñèðîâàííîé à��èííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Êâàäðèêó íà ïëîñêîñòè òàêæå íàçûâàþò êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû òðè êîíêðåòíûõ òèïà òàêèõ êðèâûõ � ýëëèïñ,

ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà, à çàòåì áóäåò ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ

êâàäðèê íà ïëîñêîñòè.

Â ýòîì è âñåõ ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå, â êîòîðûõ áóäóò çàïèñûâàòüñÿ

óðàâíåíèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè

äåêàðòîâûìè.

À. È. Áåëîâ �9. Ýëëèïñ



Îïðåäåëåíèå ýëëèïñà

9.2. Ýëëèïñ è åãî õàðàêòåðèñòèêè

Îïðåäåëåíèå

Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (2)

â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Óêàçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé, è óðàâíåíèå (2)

íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè a = b ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü x2 + y2 = a2
.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b > 0. Òàê êàê â óðàâíåíèå (2) âõîäÿò òîëüêî
êâàäðàòû ïåðåìåííûõ, ýëëèïñ ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò

è íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîýòîìó äëÿ âûÿñíåíèÿ �îðìû ýëëèïñà äîñòàòî÷íî

èçó÷èòü åå â ïåðâîì êâàäðàíòå (x > 0, y > 0).

Èç óðàâíåíèÿ (2) âûðàçèì y(x) =
a

b

√

a2 − x2
. Î÷åâèäíî, ÷òî îáëàñòü

îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè y(x) � ïðîìåæóòîê 0 6 x 6 a, à îáëàñòü
çíà÷åíèé � ïðîìåæóòîê 0 6 y 6 b.
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Ôîðìà ýëëèïñà

Äè��åðåíöèðóÿ y(x) äâàæäû ïîëó÷èì

y′ = − bx

a
√
a2 − x2

< 0 è y′′ = − ab

(a2 − x2)3/2
< 0.

Ò. å. �óíêöèÿ y(x) óáûâàåò íà 0 6 x 6 a, à å¼ ãðà�èê âûïóêëûé ââåðõ.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ ýëëèïñà ïîëó÷èì çàìêíóòóþ êðèâóþ,

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 9.1 (ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä).

Ïîñêîëüêó a2 − b2 > 0. Ïîëîæèì c =
√
a2 − b2. Î÷åâèäíî 0 6 c < a.

Îïðåäåëåíèÿ

Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), (−a, 0), (0, b) è (0,−b) íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè ýëëèïñà, âåëè÷èíà a � áîëüøîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, à âåëè÷èíà

b � åãî ìàëîé ïîëóîñüþ.

Òî÷êè F1(−c, 0) è F2(c, 0) íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ýëëèïñà, ïðè÷åì �îêóñ

F1 íàçûâàåòñÿ ëåâûì, à �îêóñ F2 � ïðàâûì.

Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî ðàññòîÿíèÿ |F1M | è |F2M |
íàçûâàþòñÿ �îêàëüíûìè ðàäèóñàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç

r1 è r2.
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�àñïîëîæåíèå ýëëèïñà íà ïëîñêîñòè. Ýêñöåíòðèñèòåò

r r r r r

r

r
r

a−a

b

−b

F2(c, 0)F1(−c, 0)

M

d1 d2

O

r
2

r1

x

x
=

a e

x
=

−
a e

y

�èñ. 9.1. Ýëëèïñ

Îïðåäåëåíèå

×èñëî e =
c

a
íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýëëèïñà 0 < e < 1 (äëÿ îêðóæíîñòè e = 0).
Ýêñöåíòðèñèòåò õàðàêòåðèçóåò �îðìó ýëëèïñà. ×åì áëèæå e ê 0, òåì
áîëüøå ýëëèïñ ïîõîæ íà îêðóæíîñòü. ×åì áëèæå e ê 1, òåì áîëåå

âûòÿíóòóþ �îðìó èìååò ýëëèïñ.
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Ôîêàëüíûå ðàäèóñû

Ëåììà 9.1

Ïóñòü òî÷êà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (2).

Òîãäà

r1 = a+ ex0, r2 = a− ex0. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì r1 = |F1M0| =
√

(x0 + c)2 + y2

0
. Èç (2) âûðàçèì

y0 = b2 − b2x2

0

a2
. Ñ ó÷¼òîì c2 = a2 − b2 è c = ea ïîëó÷èì

r1 = (x2

0 + c2) + y2

0 = x2

0 + 2x0c+ c2 + b2 − b2x2

0

a2
=

= x2

0

(

1− b2

a2

)

+ 2x0c+ a2 =
c2

a2
x2

0 + 2x0c+ a2 =

= e2x2

0 + 2x0ea+ a2 = (a+ ex0)
2.

Ïîñêîëüêó |x| 6 a è 0 < e < 1, òî a+ ex0 > 0, çíà÷èò, r1 = a+ ex0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî r2 = a− ex0.
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Òåîðåìà 9.1 (�îêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (2), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

r1 + r2 = 2a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà èç �îðìóë (3) ëåììû 9.1.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x, y) � òî÷êà ïëîñêîñòè òàêàÿ, ÷òî

|F1M |+ |F2M | = 2a. Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ.

√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a,
√

(x+ c)2 + y2 = 2a−
√

(x− c)2 + y2.

Äàëåå âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò, çàòåì âûðàçèì

îñòàâøèéñÿ êîðåíü è ñíîâà âîçâåäåì â êâàäðàò. Ïðåîáðàçóÿ ïîëó÷èâøååñÿ

âûðàæåíèå ñ ó÷¼òîì c2 = a2 − b2 ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ (2).

Âûïîëíèòå íåäîñòàþùèå âûêëàäêè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.1 â

êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (2). Äèðåêòðèñû

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 9.1.

Ýëëèïñ � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ

äî äâóõ ðàçëè÷íûõ �èêñèðîâàííûõ òî÷åê åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ

áîëüøàÿ, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè �èêñèðîâàííûìè òî÷êàìè.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïðÿìûå x = −a

e
è x =

a

e
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà

(ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé).

�àññòîÿíèÿ îò òî÷êè M , ïðèíàäëåæàùåé ýëëèïñó, äî äèðåêòðèñ

íàçûâàþòñÿ äèðåêòîðèàëüíûìè ðàññòîÿíèÿìè. �àññòîÿíèå äî ëåâîé

äèðåêòðèñû îáîçíà÷àåòñÿ d1, à äî ïðàâîé � d2 (ñì. ðèñ. 9.1).

Ïîñêîëüêó e < 1, òî äèðåêòðèñû íå ïåðåñåêàþò ýëëèïñ, ðàñïîëàãàÿñü

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ñëåâà è ñïðàâà îò íåãî (ñì.

ðèñ. 9.1). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèðåêòðèñ

è äèðåêòîðèàëüíûõ ðàññòîÿíèé.
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Òåîðåìà 9.2 (äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (2), òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

e =
r1
d1

=
r2
d2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. �àññìîòðèì ëåâóþ äèðåêòðèñó. Å¼ îáùåå

óðàâíåíèå x+
a

e
= 0. Åñëè òî÷êà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî

d1 =
∣

∣

∣
x0 +

a

e

∣

∣

∣
=

a+ ex0

e
ñ ó÷¼òîì a+ ex0 > 0. Ïîñêîëüêó ïî ëåììå 9.1

r1 = a+ ex0, ïîëó÷èì d1 =
r1
e
, îòêóäà e =

r1
d1
. �àâåíñòâî e =

r2
d2

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x, y) � òî÷êà ïëîñêîñòè òàêàÿ, ÷òî e =
r1
d1
.

Èìååì r1 =
√

(x+ c)2 + y2
, d1 =

∣

∣

∣x+
a

e

∣

∣

∣. Ïîñêîëüêó r1 = ed1, òî

(x+ c)2 + y2 = e2
(a

e
+ x

)2

= (a+ ex)2.
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (2)

Ïðåîáðàçîâàâ ðàâåíñòâî

(x+ c)2 + y2 = (a+ ex)2

ñ ó÷¼òîì e =
c

a
è c2 = a2 − b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (2).

Âûïîëíèòå íåäîñòàþùèå âûêëàäêè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9.2 â

êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå òåîðåìû 9.2.

Ýëëèïñ � ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, äëÿ êîòîðûõ îòíîøåíèå

ðàññòîÿíèÿ äî �èêñèðîâàííîé òî÷êè ê ðàññòîÿíèþ äî �èêñèðîâàííîé

ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó �èêñèðîâàííóþ òî÷êó, åñòü âåëè÷èíà

ïîñòîÿííàÿ ìåíüøàÿ 1.
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Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó

9.3. Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó

Òåîðåìà 9.3

Ïóñòü òî÷êà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, çàäàííîìó óðàâíåíèåì (2).

Òîãäà êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó â òî÷êå M0 èìååò óðàâíåíèå

x0x

a2
+

y0y

b2
= 1. (4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà M0

ëåæèò â I êâàäðàíòå. �àññìîòðèì �óíêöèþ y(x) =
a

b

√

a2 − x2
è çàïèøåì

óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó �óíêöèè â òî÷êå M0:

y − y0 = y′(x0)(x− x0).

Ïîñêîëüêó y′ = − bx

a
√
a2 − x2

è y0 =
a

b

√

a2 − x2

0
, ïîëó÷èì

y − y0 = − bx0

a
√

a2 − x2

0

(x− x0) = − b2x0

a2y0
(x− x0).
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (1)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà

y0
b2
:

yy0
b2

− y2

0

b2
= −x0

a2
(x− x0) = −x0x

a2
+

x2

0

a2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x0x

a2
+

yy0
b2

=
x2

0

a2
+

y2

0

b2
= 1.

Òåîðåìà 9.4. (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà)

Ñâåò îò èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ â îäíîì èç �îêóñîâ ýëëèïñà, îòðàæàåòñÿ

ýëëèïñîì òàê, ÷òî îòðàæåííûå ëó÷è ïåðåñåêàþòñÿ âî âòîðîì �îêóñå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íà ýëëèïñå òî÷êó M0(x0, y0) è ïðîâåäåì

êàñàòåëüíóþ ê ýëëèïñó â ýòîé òî÷êå ℓ. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû F1K è

F2N èç �îêóñîâ íà ýòó êàñàòåëüíóþ (ñì. ðèñ. 9.2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ℓ (4) òåîðåìû 9.3 ìîæíî ïðèâåñòè ê îáùåìó âèäó

x0x

a2
+

y0y

b2
− 1 = 0.
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (2)

s s s

s

s

s

F2(c, 0)F1(−c, 0)

M0(x0, y0)

K

N

O

ℓ

r
1

r2

x

y

�èñ. 9.2

Äîêàæåì, ÷òî △KM0F1 ∼ △NM0F2. Ïîñêîëüêó ýòî ïðÿìîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå äëèí êàòåòîâ ðàâíî

îòíîøåíèþ äëèí ãèïîòåíóç.
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà (3)

Äåéñòâèòåëüíî,

|F1K| =
∣

∣−x0c
a2 − 1

∣

∣

√

x2
0

a4 +
y2
0

b4

=
|x0c+ a2|

a2

√

x2
0

a4 +
y2
0

b4

, |F2N | =
∣

∣

x0c
a2 − 1

∣

∣

√

x2
0

a4 +
y2
0

b4

=
|x0c− a2|

a2

√

x2
0

a4 +
y2
0

b4

.

Òåì ñàìûì, ñ ó÷åòîì c = ea è �îðìóë (3) ëåììû 9.1

|F1K|
|F2N | =

|x0c+ a2|
|x0c− a2| =

|x0e+ a|
|x0e− a| =

a+ x0e

a− x0e
=

r1
r2

.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ △KM0F1 è △NM0F2 ñëåäóåò, ÷òî

∠KM0F1 = ∠NM0F2.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà (1)

9.4. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà

Óòâåðæäåíèå 9.1

Ïóñòü ýëëèïñ çàäàí óðàâíåíèåì (2). Òîãäà óðàâíåíèÿ

{

x = a cos t,
y = b sin t

(5)

áóäóò åãî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè òî÷êà M(x, y) òàêîâà, ÷òî äëÿ t ∈ R

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (5), òî x2 = a2 cos2 t è y2 = b2 sin2 t.

Ñëåäîâàòåëüíî,

x2

a2
+

y2

b2
= cos2 t+ sin2 t = 1, ò. å. òî÷êà M ïðèíàäëåæèò

ýëëèïñó.

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè a = b, òî ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç
ïàðàìåòðèçàöèè îêðóæíîñòè (ñì. ï. 6.1). Áóäåì ñ÷èòàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè, ÷òî a > b > 0, à òî÷êà M0(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó è
ëåæèò â I êâàäðàíòå. Ïîñòðîèì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

ðàäèóñîâ a è b (ñì. ðèñ. 9.3 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà (2)

r

r

r

r

r r

A

x0

y0
B

M0

O x

y

t0
a

b

�èñ. 9.3

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M0 âåðòèêàëü. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âåðòèêàëè ñ

îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà a îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Òàêæå ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó

M0 ãîðèçîíòàëü. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãîðèçîíòàëè ñ îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà b
îáîçíà÷èì ÷åðåç B.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýëëèïñà (3)

Èñïîëüçóåì òîò �àêò, ÷òî òî÷êà M0 ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, ò. å.

x2

0

a2
+

y2

0

b2
= 1. Òî÷êà A èìååò àáñöèññó x0. Ïîñêîëüêó îíà ëåæèò íà

îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2
, å¼ îðäèíàòà y =

√

a2 − x2

0
= a

√

1− x2

0

a2
=

ay0
b
.

Òåì ñàìûì

−→
OA =

(

x0,
ay0
b

)

. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

−−→
OB =

(

bx0

a
, y0

)

.

Çàìåòèì, ÷òî

x0

bx0/a
=

a

b
=

ay0/b

y0
. Òåì ñàìûì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ

−→
OA è

−−→
OB ïðîïîðöèîíàëüíû, à çíà÷èò ïî ïðèçíàêó êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

(óòâåðæäåíèå 1.11)

−→
OA ‖ −−→

OB, ò. å. òî÷êè O, B è A ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t0 âîçüìåì îðèåíòèðîâàííûé óãîë íàêëîíà

âåêòîðà

−→
OA ê îñè Ox. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

îêðóæíîñòåé (ñì. ï. 6.1), ïîëó÷èì x0 = a cos t0, y0 = b sin t0.
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