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Îáùèå óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå (1)

8.1. Îáùèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå

Êàê è â ñëó÷àÿõ êðèâîé íà ïëîñêîñòè, êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî

çàäàâàòü ëèáî îáùèìè, ëèáî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Îáùèå

óðàâíåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàþò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî

íàáëþäåíèÿ: ëþáóþ êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâå çàäàíà à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

(O,~a1,~a2,~a3). Ïóñòü êðèâàÿ ℓ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé σ1 è

σ2, ïîâåðõíîñòü σ1 çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì F1(x, y, z) = 0, à
ïîâåðõíîñòü σ2 � îáùèì óðàâíåíèåì F2(x, y, z) = 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ

{
F1(x, y, z) = 0,
F2(x, y, z) = 0

(1)

íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ.

Èç îïðåäåëåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè (ñì. � 7) âûòåêàåò, ÷òî

M(x0, y0, z0) ∈ ℓ ⇔ F1(x0, y0, z0) = 0 è F2(x0, y0, z0) = 0.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (O,~a1,~a2,~a3) � à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à f(t), g(t) è h(t) �
ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Óðàâíåíèÿ





x = f(t),
y = g(t),
z = h(t)

(2)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ â ïðîñòðàíñòâå, åñëè

M(x0, y0, z0) ∈ ℓ ⇔ ∃t0 ∈ R : x0 = f(t0), y0 = g(t0) è z0 = h(t0).

Ïåðåìåííàÿ t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

8.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå â à��èííîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

Çà�èêñèðóåì à��èííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå (O,~a1,~a2,~a3).
Êîîðäèíàòíûå îñè áóäåì òðàäèöèîííî îáîçíà÷àòü Ox, Oy è Oz.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ëþáîé âåêòîð ~a 6= ~0 òàêîé, ÷òî ~a ‖ ℓ
íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå íè÷åì íå îòëè÷àåòñÿ îò

âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè è âûâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå (ñì. � 6).

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0), à M(x, y, z) �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè è ~a � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ℓ, òî

M ∈ ℓ ⇔ −−−−−−→
M0M ‖ ~a, à çíà÷èò èìååò ìåñòî

~rM = ~rM0
+ t~a. (3)

Óðàâíåíèå (3) íàçûâàþò âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé ℓ.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Ïàðàìåòðè÷åñêèå è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â êîîðäèíàòàõ: [M ] = [M0] + t[~a]. Ïóñòü
~a = (p, q, r). Òîãäà ïîëó÷èì





x = x0 + tp,
y = y0 + tq,
z = z0 + tr.

(4)

Óðàâíåíèÿ (4) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ℓ.

Âûðàçèì ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé (4) è ïðèðàâíÿåì åãî âûðàæåíèÿ.

Ïîëó÷èì

x− x0

p
=

y − y0
q

=
z − z0

r
. (5)

Óðàâíåíèÿ (5) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ℓ.

Êàê è íà ïëîñêîñòè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïîëó÷èòü èç

êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ (óòâåðæäåíèå 1.11).

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå (1)

Òåïåðü ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè M1(x1, y1, z1)
è M2(x2, y2, z2). Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ℓ

ìîæíî âçÿòü âåêòîð

−−−−−→
M1,M2. Óðàâíåíèå (5) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

x− x1

x2 − x1

=
y − y1
x2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (6)

Óðàâíåíèå (6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðÿìóþ ℓ êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé π1 è π2,

çàäàííûõ îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y + C1z +D1 = 0 è

A2x+B2y + C2z +D2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M(x, y, z) ëåæèò íà ℓ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì.

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

(7)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå (2)

Èç òîãî, ÷òî ïëîñêîñòè π1 è π2 ïåðåñåêàþòñÿ, èç òåîðåìû 7.2 ñëåäóåò, ÷òî

A1

A2

6= B1

B2

èëè

B1

B2

6= C1

C2

(8)

Òåîðåìà 8.1.

Â à��èííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìûå è òîëüêî îíè

ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1-é ñòåïåíè ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè âèäà (7) ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

êîý��èöèåíòû (8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Òî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ìîæíî

ñîñòàâèòü å¼ îáùèå óðàâíåíèÿ òèïà (7) ïîêàçàíî âûøå.

Äîñòàòî÷íîñòü. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó òèïà (7). Êàæäîå èç

óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû çàäàåò ïëîñêîñòü. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (8)

ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. òåîðåìó 7.2). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ,

ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ è åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé

ñèñòåìû (7).

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (1)

Óòâåðæäåíèå 8.1

Åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèìè óðàâíåíèÿìè (7)  óñëîâèÿìè íà

êîý��èöèåíòû (8), òî âåêòîð

~a =

(∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
)

ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~v � íåêîòîðûé íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ.
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) çàäàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü π1, à âòîðîå �

ïëîñêîñòü π2. Ïîñêîëüêó ~v ‖ π1 è ~v ‖ π2, òî ïî ëåììå 7.4 ~v ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì ñèñòåìû {
A1x+B1y + C1z = 0,
A2x+B2y + C2z = 0,

Ò. ê. óñëîâèå íà êîý��èöèåíòû (8) âûïîëíåíî, òî óòâåðæäåíèå

íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ëåììû 7.1.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð (2)

Çàìå÷àíèÿ.

Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð

~n1 = (A1, B1, C1) � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè π1, à

~n2 = (A2, B2, C2) � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè π2. Òîãäà

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ~a ïðÿìîé ℓ èç óòâåðæäåíèÿ 8.1 ìîæíî çàïèñàòü

êàê

~a = ~n1 × ~n2.

Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ ìîæíî íàéòè è áåç óòâåðæäåíèÿ 8.1.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âçÿòü íà ℓ äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ò. å. äâà
ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7) M1(x1, y1, z1) è

M2(x2, y2, z2), à â êà÷åñòâå ~a âçÿòü

−−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (1)

8.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå

Òåîðåìà 8.2

Ïóñòü ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax+By +Cz +D = 0, à
ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (4) èëè êàíîíè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè (5). Òîãäà

1 ℓ è π ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ Ap+Bq + Cr 6= 0.

2 ℓ ‖ π ⇔ Ap+Bq + Cr = 0 è Ax0 +By0 + Cz0 +D 6= 0.

3 ℓ ⊂ π ⇔ Ap+Bq + Cr = 0 è Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (4).

Ïîäñòàâèì x, y, z èç (4) â îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Ïîëó÷èì

A(x0 + tp) +B(y0 + tq) + C(z0 + tr) +D = 0. (9)

Òî÷êà M(x, y, z) ∈ ℓ ∩ π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû,

ñóùåñòâóåò t ∈ R òàêîå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (4), à ñ äðóãîé

ñòîðîíû ÷èñëà x, y, z óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè π. Òåì ñàìûì

t � ðåøåíèå (9).

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (2)

Òî åñòü

1 ℓ è π ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ óðàâíåíèå (9) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,

2 ℓ ‖ π ⇔ óðàâíåíèå (9) íå èìååò ðåøåíèé,

3 ℓ ⊂ π ⇔ óðàâíåíèå (9) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9) â âèäå

(Ap+Bq + Cr)t+ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) = 0 (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà Ap+Bq + Cr 6= 0. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Ïóñòü òåïåðü Ap+Bq + Cr = 0.

Óðàâíåíèå (10) íå èìååò ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ax0 +By0 + Cz0 +D 6= 0. Ïóíêò 2 äîêàçàí.

Óðàâíåíèå (10) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0. Ïóíêò 3 äîêàçàí.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (3)

Çàìå÷àíèå. Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åñëè

~a = (p, q, r) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, òî÷êà M0(x0, y0, z0) ∈ ℓ, à
~n = (A,B,C) � íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè π, òî çàêëþ÷åíèå òåîðåìû

8.2 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê

1 ℓ è π ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ ~a 6⊥ ~n,

2 ℓ ‖ π ⇔ ~a ⊥ ~n è M0 /∈ π,

3 ℓ ⊂ π ⇔ ~a ⊥ ~n è M0 ∈ π.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå (1)

8.4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êàê ïî

óðàâíåíèÿì äâóõ ïðÿìûõ îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ

ïðÿìûõ, ò. å. êàê âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ñêðåùèâàþùèìèñÿ,

ïåðåñåêàþùèìèñÿ, ïàðàëëåëüíûìè èëè ñîâïàäàþùèìè?

Ïóñòü ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû ñâîèìè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà

(4) èëè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âèäà (5). Èç óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà

ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷èòü êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïðÿìîé è å¼

íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.

Òåîðåìà 8.3

Ïóñòü M1 ∈ ℓ1 è ~a1 � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ℓ1, à M2 ∈ ℓ1 è ~a2 �

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ℓ2. Ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2:

1 ñêðåùèâàþòñÿ ⇔ −−−−→
M1M2,~a1,~a2 íå êîìïëàíàðíû,

2 ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ −−−−→
M1M2,~a1,~a2 êîìïëàíàðíû è ~a1 ∦ ~a2,

3 ïàðàëëåëüíû ⇔ ~a1 ‖ ~a2 ∦
−−−−→
M1M2,

4 ñîâïàäàþò ⇔ ~a1 ‖ ~a2 ‖ −−−−→
M1M2.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòëîæèì îò òî÷êè M1 âåêòîðû

−−−−→
M1M2, ~a1 è ~a2.

q

q
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❍❍❍❥M1

M2

~a1

~a2

ℓ2

ℓ1

π

�èñ. 8.1

Ïóñòü π � ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç M1 òàê, ÷òî ~a1 è ~a2

å¼ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû. Òîãäà

ℓ1 ⊂ π è ℓ2 ‖ π (ñì. ðèñ. 8.1).

Ïðÿìûå

ℓ1 è ℓ2 ñêðåùèâàþòñÿ ⇔ ℓ1
è ℓ2 íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè

⇔ ℓ2 6⊂ π è

−−−−→
M1M2,~a1,~a2

íå êîìïëàíàðíû. Ïóíêò 1 äîêàçàí.

Â îñòàëüíûõ ïóíêòàõ ïðÿìûå

ℓ1 è ℓ2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Â òàêîì ñëó÷àå

ℓ1 è ℓ2 ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ ~a1 ∦ ~a2;

ℓ1 ‖ ℓ2 ⇔ ~a1 ‖ ~a2 è M2 /∈ ℓ1;
ℓ1 = ℓ2 ⇔ ~a1 ‖ ~a2 è M2 ∈ ℓ1;

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ â ïðîñòðàíñòâå (3)

Çàìå÷àíèå. Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 8.3 ìîæíî ïåðåïèñàòü â êîîðäèíàòàõ.

Åñëè M1(x1, y1, z1), ~a1 = (p1, q1, r1), M2(x2, y2, z2), ~a2 = (p2, q2, r2) è

∆ =

∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
p1 q1 r1
p2 q2 r2

∣∣∣∣∣∣
,

òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2:

1 ñêðåùèâàþòñÿ ⇔ ∆ 6= 0;

2 ïåðåñåêàþòñÿ ⇔ ∆ = 0,
p1
p2

6= q1
q2

èëè

q1
q2

6= r1
r2
;

3 ïàðàëëåëüíû ⇔ p1
p2

=
q1
q2

=
r1
r2
,

x2 − x1

p1
6= y2 − y1

q1
èëè

y2 − y1
q1

6= z2 − z1
r1

;

4 ñîâïàäàþò ⇔ p1
p2

=
q1
q2

=
r1
r2

è

x2 − x1

p1
=

y2 − y1
q1

=
z2 − z1

r1
.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

8.5. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïóíêòå çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè (4) èëè

êàíîíè÷åñêèìè (5) óðàâíåíèÿìè, ~a = (p, q, r) � å¼ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð è

M0(x0, y0, z0) ∈ ℓ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

Óòâåðæäåíèå 8.2

�àññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà M1 äî ïðÿìîé ℓ ðàâíî

d(M1, ℓ) =
|~a×−−−−→

M0M1|
|~a| .

r

r

ℓM0

M1

d(M, ℓ)

~a
�èñ. 8.2

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòëîæèì ~a îò òî÷êè M0.

�àññòîÿíèå îò M äî ℓ � ýòî äëèíà âû-

ñîòû ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà

âåêòîðàõ ~a è

−−−−→
M0M1 (ñì. ðèñ. 8.2). Ôîð-

ìóëà óòâåðæäåíèÿ íåìåäëåííî ñëåäóåò èç

óòâåðæäåíèÿ 3.4.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

8.6. �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Â ýòîì ïóíêòå çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ï. 8.4. Òîãäà

Óòâåðæäåíèå 8.3

�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2 ðàâíî

d(ℓ1, ℓ2) =
|−−−−→M1M2~a1~a2|
|~a1 × ~a2|

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ëþáîé òî÷êè

íà ïðÿìîé ℓ2 äî ïëîñêîñòè π, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ℓ1 ïàðàëëåëüíî ℓ2 (ñì.

ðèñ. 8.1 â ï. 8.4). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî äëèíå âûñîòû

ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ M1M2, ~a1 è ~a2, îòëîæåííûõ

îò òî÷êè M1. Íî äëèíà âûñîòû ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà îòíîøåíèþ åãî

îáúåìà ê ïëîùàäè îñíîâàíèÿ. Òåì ñàìûì �îðìóëà óòâåðæäåíèÿ

íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 4.2 è 3.4.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ (1)

8.7. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ

Â ýòîì ïóíêòå çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ, ~a � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ℓ; π � ïëîñêîñòü,

~n � íîðìàëüíûé âåêòîð π.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ℓ êîìïëàíàðíà π èëè ëåæèò â π, òî óãîë ìåæäó ℓ è π ïî îïðåäåëåíèþ

ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Åñëè ℓ ïåðåñåêàåò π, òî óãîë ìåæäó ℓ è π � ýòî óãîë ìåæäó ℓ è å¼

îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü π.

Óòâåðæäåíèå 8.4

Åñëè ℓ ïåðåñåêàåò π, òî

sin(ℓ̂, π) =
|~n~a|

|~n| · |~a| .

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ℓ íà π, α = (ℓ̂, π),
β � îñòðûé óãîë ìåæäó ℓ è ïåðïåíäèêóëÿðîì ê π (ñì. ðèñ. 8.3). Òîãäà
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�èñ. 8.3

β = (~̂n,~a) èëè β = 180◦ − (~̂n,~a).
Ïîñêîëüêó α+ β = 90◦,

òî sinα = cos β = | cos(~̂n,~a)|.
Ôîðìóëà óòâåðæäåíèÿ

ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2.

Çàìå÷àíèå.

Åñëè ~a = (p, q, r), à ~n = (A,B,C),
òî �îðìóëó óòâåðæäåíèÿ

8.4 ìîæíî çàïèñàòü â êîîðäèíàòàõ

sin(ℓ̂, π) =
|Ap+Bq + Cr|√

A2 +B2 +C2 ·
√

p2 + q2 + r2
.

À. È. Áåëîâ �8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå


