
×àñòü II. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè

�7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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�åîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå

�àññìîòðåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî

ðàññìîòðåíèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Â ñëó÷àÿõ ïîëíîé àíàëîãèè ìû íå

áóäåì ïðèâîäèòü ïîäðîáíûõ äîêàçàòåëüñòâ, ññûëàÿñü íà ñîîòâåòñòâóþùèå

óòâåðæäåíèÿ è òåîðåìû �6.

7.1. Ïîâåðõíîñòè è èõ óðàâíåíèÿ

Ïîä ïîâåðõíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå ìû áóäåì ïîíèìàòü ãåîìåòðè÷åñêèé

îáðàç íåêîåãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (O,~a1,~a2,~a3).
�àññìîòðèì �óíêöèþ òð¼õ ïåðåìåííûõ F (x, y, z). �åîìåòðè÷åñêèì
îáðàçîì óðàâíåíèÿ

F (x, y, z) = 0 (1)

îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò (O,~a1,~a2,~a3) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî σ,
ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (1), ò. å.

M(x0, y0, z0) ∈ σ ⇔ F (x0, y0, z0) = 0.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ îáùèì (èëè êîîðäèíàòíûì) óðàâíåíèåì σ.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Îáùåå óðàâíåíèå ñ�åðû

Ïðèìåð. �àññìîòðèì îïðåäåëåíèå ñ�åðû êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê

ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîóäàëåííûõ îò íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè,

íàçûâàåìîé öåíòðîì ñ�åðû, íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå, íàçûâàåìîå

ðàäèóñîì ñ�åðû.

Ïóñòü (O,~i,~j,~k) � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

è C(xC , yC , zC) � öåíòð ñ�åðû σ, à R � å¼ ðàäèóñ. Ïî îïðåäåëåíèþ

ñ�åðû M(x, y, z) ∈ σ ⇔ |MC| = R ⇔ |MC|2 = R2
. Çàïèñûâàÿ

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ ñèñòåìû (O,~i,~j,~k), ïîëó÷èì îáùåå

óðàâíåíèå ñ�åðû

(x− xC)
2 + (y − yC)

2 + (z − zC)
2 = R2.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (O,~a1,~a2,~a3) � à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à f(u, v), g(u, v) è
h(u, v) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Óðàâíåíèÿ





x = f(u, v),
y = g(u, v),
z = h(u, v)

(2)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè σ â

ïðîñòðàíñòâå, åñëè

M(x0, y0, z0) ∈ σ ⇔ ∃u0, v0 ∈ R:

x0 = f(u0, v0), y0 = g(u0, v0) è z0 = h(u0, v0).

Ïåðåìåííûå u è v íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû (1)

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò

(O,~i,~j,~k). Ñîñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû σ ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âîçüìåì òî÷êó M(x0, y0, z0) ∈ σ (ñì. ðèñ. 7.1

íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

Ñïðîåêòèðóåì òî÷êó M íà ïëîñêîñòü Oxy. Ïîëó÷èì òî÷êó M ′(x0, y0, 0).

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ âîçüìåì u = (
−̂−−→
OM ′,~i) è v = (ÔM,~k). Èìååì

|OM ′| = cosR sin v, x0 = |OM ′| cosu = R cos u sin v,
y0 = |OM ′|sinu = R sin u sin v, z0 = R cos v.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó ñ îêðóæíîñòüþ èç �6 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ

òî÷êà ëåæèò íà çàäàííîé ñ�åðå. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû σ:




x = R cos u sin v,
y = R sin u sin v,
z = R cos v.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû (2)
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�èñ. 7.1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñ�åðû
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Âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

6.2. Âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå â à��èííîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

Çà�èêñèðóåì à��èííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå (O,~a1,~a2,~a3).
Êîîðäèíàòíûå îñè áóäåì òðàäèöèîííî îáîçíà÷àòü Ox, Oy è Oz.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü π � ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå. Ëþáîé âåêòîð ~a 6= ~0 òàêîé, ÷òî ~a ‖ π
íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïëîñêîñòè π.

Ïóñòü ïëîñêîñòü π ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0), à M(x, y, z) �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü òàêæå

~b1 è

~b2 � äâà

íåêîëëèíåàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà π. Òîãäà M ∈ π ⇔ −−−−−−→
M0M ‖ π

(ñì. ðèñ. 7.2 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Ïîñêîëüêó

~b1 è

~b2 îáðàçóþò áàçèñ

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ, êîìïëàíàðíûõ π, òî
−−−→
M0M = u~b1 + v~b2 äëÿ íåêîòîðûõ

u, v ∈ R.Ïîñêîëüêó
−−−→
M0M = ~rM − ~rM0

, òî ïîëó÷àåì

~rM = ~rM0
+ u~b1 + v~b2. (3)

Óðàâíåíèå (3) íàçûâàþò âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè π.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

Ñèñòåìó êîîðäèíàò (M0,~b1,~b2) íàçûâàþò âíóòðåííåé ñèñòåìîé êîîðäèíàò

ïëîñêîñòè π, å¼ áàçèñ (~b1,~b2) � âíóòðåííèì áàçèñîì ïëîñêîñòè π,
à (u, v) � âíóòðåííèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M .
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�èñ. 7.2

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â êîîðäèíàòàõ: [M ] = [M0] + u[~b1] + v[~b2]. Ïóñòü
~b1 = (p1, q1, r1), ~b2 = (p2, q2, r2). Òîãäà





x = x0 + up1 + vp2,
y = y0 + uq1 + vq2,
z = z0 + ur1 + vr2.

(4)

Óðàâíåíèÿ (4) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïëîñêîñòè π.
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Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè è óðàâíåíèå ïî òð¼ì òî÷êàì

Ïîñêîëüêó M ∈ π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû

−−−→
M0M ,

~b1 è

~b2
êîìïëàíàðíû, à ýòî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
p1 q1 r1
p2 q2 r2

∣∣∣∣∣∣
= 0. (5)

Óðàâíåíèå (5) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè π èëè

óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ïî òî÷êå è äâóì íåêîëëèíåàðíûì íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðàì.

Òåïåðü ïóñòü ïëîñêîñòü π ïðîõîäèò ÷åðåç òðè òî÷êè M1(x1, y1, z1),
M2(x2, y2, z2) è M3(x3, y3, z3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Â ýòîì

ñëó÷àå â êà÷åñòâå íåêîëëèíåàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ π ìîæíî âçÿòü

âåêòîðû

−−−−−→
M1,M2 è

−−−−−→
M1,M2. Óðàâíåíèå (5) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (6)

Óðàâíåíèå (6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ïî òð¼ì òî÷êàì.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (1)

�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü â óðàâíåíèè (5) ïî ïåðâîé ñòðîêå è ïîëîæèâ

A =

∣∣∣∣
q1 r1
q2 r2

∣∣∣∣, B = −
∣∣∣∣
p1 r1
p2 r2

∣∣∣∣, C =

∣∣∣∣
p1 q1
p2 q2

∣∣∣∣, ïîëó÷èì
A(x− x0) = B(y − y0) + C(z − z0) = 0. Îáîçíà÷èì
D = −Ax0 −By0 −Cz0. Òåì ñàìûì óðàâíåíèå 5 ïðèìåò âèä

Ax+By + Cz +D = 0. (7)

Óðàâíåíèå (7) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå.

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (7) ÷èñëà A,B è C íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî

ðàâíû 0.

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå (7),ãäå A,B è C îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì 1-é ñòåïåíè (èëè ëèíåéíûì óðàâíåíèåì) ñ

òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå (2)

Òåîðåìà 7.1.

Â à��èííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå ïëîñêîñòè è òîëüêî îíè

ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 1-é

ñòåïåíè ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.1

Óòâåðæäåíèå 7.1

Åñëè ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7), òî âåêòîð (A,B,C) íå
êîìïëàíàðåí π.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 6.1

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



×àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè

×àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ïóñòü ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7). Òîãäà î÷åâèäíî

A = 0 ⇔ π ‖ Ox,

B = 0 ⇔ π ‖ Oy,

C = 0 ⇔ π ‖ Oz,

A = B = 0 ⇔ π ‖ Oxy,

A = C = 0 ⇔ π ‖ Oxz,

B = C = 0 ⇔ π ‖ Oyz,

D = 0 ⇔ ïëîñêîñòü π ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Íîðìàëüíûé âåêòîð

7.3. Âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

Çà�èêñèðóåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå

(O,~i,~j,~k). Ïóñòü π � ïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé π íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè π.

Çàìå÷àíèå. Åñëè

~b1 è

~b2 � äâà íåêîëëèíåàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà

ïëîñêîñòè π, òî ~n = ~b1 ×~b2 áóäåò å¼ íîðìàëüíûì âåêòîðîì.

Óòâåðæäåíèå 7.2

Åñëè ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By +Cz +D = 0, òî
âåêòîð ~n = (A,B,C) ÿâëÿåòñÿ å¼ íîðìàëüíûì âåêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 6.2.

�àññìîòðèì íåíóëåâîé âåêòîð ~n = (A,B,C). Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü π ÷åðåç

òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïåðïåíäèêóëÿðíî ~n.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà

M(x, y, z) ∈ π ⇔ −−−→
M0M ‖ ℓ ⇔ −−−→

M0M⊥~n ⇔ ~n · −−−→M0M.

Çàïèñàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì

A(x− x0) +B(y − y0) +C(z − Z0) = 0. (8)

Óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ÷åðåç òî÷êó è

íîðìàëüíûé âåêòîð.

Òåïåðü, åñëè ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) è íå ïàðàëëåëüíà

íè îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé è íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.

å. A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0, D 6= 0, òî èç Ax+By + Cz +D = 0 ñëåäóåò

x

−D/A
+

y

−D/B
+

z

−D/C
= 1. Îáîçíà÷èì a := −C/A, b := −C/B è

ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1. (9)

Óðàâíåíèå (9) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè π â îòðåçêàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè (a, 0, 0), (0, b, 0) è (0, 0, c) ëåæàò íà ïëîñêîñòè, ò. å.
ïëîñêîñòü ¾îòñåêàåò¿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè a, b è c (âîçìîæíî
îòðèöàòåëüíûå � ñì. ðèñ. 7.3 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).
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�èñóíîê ê óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ

s

s

s

s

O
y

x

z

a

b

c

π

�èñ. 7.3
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé (1)

7.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ñëåäóþùèé

âîïðîñ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, çâó÷èò òàê: êàê ïî óðàâíåíèÿì äâóõ

ïëîñêîñòåé îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïëîñêîñòåé, ò. å.

âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïåðåñåêàþùèìèñÿ, ïàðàëëåëüíûìè èëè

ñîâïàäàþùèìè. Îòâåò íà íåãî äàåò

Òåîðåìà 7.2

Ïóñòü ïëîñêîñòü π1 çàäàíà óðàâíåíèåì A1x+B1y + C1z +D1 = 0, à
ïëîñêîñòü π2 � óðàâíåíèåì A2x+B2y+C2z+D2 = 0. Ïëîñêîñòè π1 è π2:

1 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

6= B1

B2

èëè

B1

B2

6= C1

C2

;

2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

6= D1

D2

;

3 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

=
D1

D2

.
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû (1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.2 íàì ïîòðåáóþòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå

�àêòû, êîòîðûå ïîìîãóò ïîíÿòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äâóõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.

Ëåììà 7.1

�àññìîòðèì ñèñòåìó

{
A1x+B1y + C1z = 0,
A2x+B2y + C2z = 0.

(10)

Ïîëîæèì a =

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣, b =
∣∣∣∣
C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣, c =
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ è ïóñòü íå âñå ÷èñëà

a, b, c ðàâíû 0.

�åøåíèå (x̄, ȳ, z̄) ñèñòåìû (10) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîð â

íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîì áàçèñå.

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (10) � ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ,

êîëëèíåàðíûõ âåêòîðó (a, b, c).
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïóñòü c 6= 0. Çà�èêñèðóåì
z = z0 è ïîäñòàâèì â (10). Ïîëó÷èì

{
A1x+B1y = −C1z0,
A2x+B2y = −C2z0.

Ïîñêîëüêó c 6= 0 � îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû, òî ïî

�îðìóëàì òåîðåìû Êðàìåðà

x =

∣∣∣∣
−C1z0 B1

−C2z0 B2

∣∣∣∣
c

=

z0

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣
c

=
z0a

c
.

Àíàëîãè÷íî y =
z0b

c
. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ z0 = c ïîëó÷èì x = a, y = b, ò. å.

(a, b, c) � ðåøåíèå ñèñòåìû (10). Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ, òî

äëÿ ëþáîãî t ∈ R âåêòîð t(a, b, c) òîæå áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (10).

Òåïåðü, åñëè (x̄, ȳ, z̄) � íåêîòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû (10), òî ïîëîæèì

z0 = z̄, îòêóäà x̄ =
z̄a

c
, ȳ =

z̄b

c
, ò. å. (x̄, ȳ, z̄) =

z̄

c
(a, b, c). Òåì ñàìûì ëþáîå

ðåøåíèå ñèñòåìû (10) êîëëèíåàðíî (a, b, c).
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû (3)

Ëåììà 7.2

Ïóñòü óðàâíåíèå Ax+By + Cz = 0 èìååò äâà íåêîëëèíåàðíûõ ðåøåíèÿ

(x1, y1, z1) è (x2, y2, z2). Òîãäà

A : B : C =

∣∣∣∣
y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ . (11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì íàøè ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì

{
Ax1 +By1 + Cz1 = 0,
Ax2 +By2 + Cz2 = 0.

Ïîñìîòðèì íà ýòè ðàâåíñòâà êàê íà ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

òðåìÿ íåèçâåñòíûìè A, B è C. Òàê êàê (x1, y1, z1) è (x2, y2, z2)
íåêîëëèíåàðíû, òî îäèí èç îïðåäåëèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (11)

îòëè÷åí îò íóëÿ. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü

∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ 6= 0.
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû (4)

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà

{
Ax1 +By1 = −Cz1,
Ax2 +By2 = −Cz2

èìååò íåíóëåâîé îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû, ñëåäîâàòåëüíî, ïî

òåîðåìå Êðàìåðà

A =

∣∣∣∣
−Cz1 y1
−Cz2 y2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣
=

C

∣∣∣∣
y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣
. Çíà÷èò, A : C =

∣∣∣∣
y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ .

Àíàëîãè÷íî

B =

∣∣∣∣
x1 −Cz1
x2 −Cz2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣
=

C

∣∣∣∣
z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣
, ò. å. B : C =

∣∣∣∣
z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ .
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Îäíîðîäíûå ñèñòåìû (4)

Ëåììà 7.3

Óðàâíåíèÿ

A1x+B1y + C1z = 0,
A2x+B2y + C2z = 0

(12)

èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Îáà óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå

ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü

~b1 = (x1, y1, z1) è
~b2 = (x2, y2, z2) � äâà íåêîëëèíåàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà ýòîé

ïëîñêîñòè, ò. å. äâà íåêîëëèíåàðíûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (12),

ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 7.2

A1 : B1 : C1 =

∣∣∣∣
y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣
x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ = A2 : B2 : C2,

îòêóäà ñëåäóþò íåîáõîäèìûå ðàâåíñòâà îòíîøåíèé.
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Ëåììà î âåêòîðå, êîìïëàíàðíîì ïëîñêîñòè

Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà, ò. ê.

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ

(12) ýêâèâàëåíòíû, òî åñòü èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Ëåììà 7.4

Ïóñòü ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By + Cz +D = 0.
Âåêòîð ~v = (x̄, ȳ, z̄) êîìïëàíàðåí π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ax̄+Bȳ +Cz̄ = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0(x0, y0, z0) ∈ π. Çíà÷èò

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0. Îòëîæèì ~v îò òî÷êè M0, ò. å. ~v =
−−−→
M0M , ãäå

M(x0 + x̄, y0 + ȳ, z0 + z̄). Ïîëó÷àåì

~v ‖ π ⇔ M ∈ π ⇔ A(x0 + x̄) +B(y0 + ȳ) + C(x0 + z̄) + d = 0 ⇔
⇔ Ax0 +By0 + Cz0 +D︸ ︷︷ ︸

0

+Ax̄+Bȳ + Cz̄ = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2 Åñëè π1 ‖ π2 èëè π1 = π2, òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî êîìïëàíàðíûõ èì âåêòîðîâ îäíî è òî æå. Ïî

ëåììå 7.4 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~v = (x̄, ȳ, z̄) èç ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ {
A1x̄+B1ȳ + C1z̄ = 0,
A2x̄+B2ȳ + C2z̄ = 0.

Íî ñðåäè ýòîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ íàéäóòñÿ äâà íåêîìïëàíàðíûõ, òîãäà

ïî ëåììå 7.3 (π1 ‖ π2 èëè π1 = π2) ⇔ A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

= t.

×òîáû îïðåäåëèòü îáùèå òî÷êè π1 è π2 ðàññìîòðèì ñèñòåìó

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,
A2x+B2y + C2z +D2 = 0.

(13)

Èìååì π1 ‖ π2 ⇔ ñèñòåìà (13) íåñîâìåñòíà ⇔ D1

D2

6= t.

Äàëåå, π1 = π2 ⇔ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (13) ýêâèâàëåíòíû ⇔ D1

D2

= t.

Òåì ñàìûì ïóíêòû 2 è 3 òåîðåìû 7.2 äîêàçàíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.2 (2)

Äîêàæåì ïóíêò 1 òåîðåìû 7.2.

Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè π1 è π2 ïåðåñåêàþòñÿ, òî π1 ∦ π2 è π1 6= π2, çíà÷èò

ïî óæå äîêàçàííûì ïóíêòàì 2 è 3 ðàâåíñòâà îòíîøåíèé

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

íå èìåþò ìåñòî, ò. å.

A1

A2

6= B1

B2

èëè

B1

B2

6= C1

C2

.

Äîñòàòî÷íîñòü. Íàîáîðîò, åñëè

A1

A2

6= B1

B2

èëè

B1

B2

6= C1

C2

, òî ïî ëåììå 7.1

âåêòîðû, êîìïëàíàðíûõ îäíîâðåìåííî π1 è π2 êîëëèíåàðíû íåêîòîðîìó

âåêòîðó, òî åñòü ñðåäè íèõ íå íàéäåòñÿ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðîâ, à çíà÷èò π1 ∦ π2 è π1 6= π2, ñëåäîâàòåëüíî ïëîñêîñòè π1 è π2

ïåðåñåêàþòñÿ.
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Íåñîáñòâåííûé ïó÷îê ïëîñêîñòåé

7.5. Ïó÷îê ïëîñêîñòåé

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò à��èííàÿ.

Îïðåäåëåíèå

Íåñîáñòâåííûì ïó÷êîì ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêîñòåé,

ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàäàþùèõ ñ äàííîé ïëîñêîñòüþ.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî íåñîáñòâåííûé ïó÷îê îïðåäåëÿåòñÿ ëþáîé ñâîåé

ïëîñêîñòüþ. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî

Óòâåðæäåíèå 7.3

Ïóñòü ïëîñêîñòü π çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By+Cz +D = 0.
Òîãäà ïëîñêîñòü ïðèíàäëåæèò íåñîáñòâåííîìó ïó÷êó ïëîñêîñòåé,

îïðåäåëÿåìîìó ïëîñêîñòüþ π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ óðàâíåíèå

äëÿ ïîäõîäÿùåãî λ ∈ R ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

Ax+By +Cz + λ = 0. (14)

Óðàâíåíèå (14) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåñîáñòâåííîãî ïó÷êà ïëîñêîñòåé.
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Ñîáñòâåííûé ïó÷îê ïëîñêîñòåé

Îïðåäåëåíèå

(Ñîáñòâåííûì) ïó÷êîì ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ

ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ òî÷êó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïó÷îê ïðÿìûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïàðîé ñâîèõ

ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé.

Òåîðåìà 7.3

Ïóñòü π1 è π2 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé, à

A1x+B1y + C1z +D1 = 0 è A2x+B2y + C2z +D2 = 0 � èõ îáùèå

óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîñêîñòü ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé,

îïðåäåëÿåìîìó π1 è π2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ óðàâíåíèå ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â âèäå

α(A1x+B1y + C1z +D1) + β(A2x+B2y + C2z +D2) = 0 (15)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ α, β ∈ R è îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.3.

Óðàâíåíèå (15) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (ñîáñòâåííîãî) ïó÷êà ïëîñêîñòåé.
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�ëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè

7.6. Ïîëóïðîñòðàíñòâà

Â ýòîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò à��èííàÿ.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By +Cz +D = 0, òî
âåêòîð ~n = (A,B) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîì π.

Çàìå÷àíèÿ.

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî ãëàâíûé âåêòîð � ýòî

íîðìàëüíûé âåêòîð (íîðìàëü).

�ëàâíûé âåêòîð îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî, à îòíîñèòåëüíî îáùåãî

óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè.

Âñå ãëàâíûå âåêòîðû ïëîñêîñòè êîëëèíåàðíû.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.1 ãëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè íå êîìïëàíàðíû

åé.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Ïîëóïðîñòðàíñòâà (1)

Âñ¼ ïðîñòðàíñòâî äåëèòñÿ ïëîñêîñòüþ íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè:

ñàìó ïëîñêîñòü π è äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà (â êàæäîå èç ýòèõ

ïîëóïðîñòðàíñòâ âõîäÿò òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïî

êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó îò π). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò

ðèñ. 7.4.

r

r

M0

M1

~n
λ

µ

π

�èñ. 7.4. Ïîëóïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü ~n =
−−−−→
M0M1 � ãëàâíûé âåêòîð π è M0 ∈ π. Ïîñêîëüêó ~n ∦ π, òî

M1 /∈ π. Îáîçíà÷èì òó ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà M1, ÷åðåç λ,
à äðóãóþ � ÷åðåç µ.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Ïîëóïðîñòðàíñòâà (2)

Òåîðåìà 7.4

Ïóñòü M(x′, y′, z′) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà

1 M ∈ λ ⇔ Ax′ +By′ + Cz +D > 0,

2 M ∈ µ ⇔ Ax′ +By′ + Cz +D < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 6.4.

Ñëåäñòâèå. Òî÷êè P (x1, y1, z1) è Q(x2, y2, z2) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó

ñòîðîíó îò π òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ax1 +By1 +Cz1 +D1 è

Ax2 +By2 + Cz2 +D2 èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè, è ïî ðàçíûå ñòîðîíû

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíûå.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

7.7. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ.

Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå çàäàíà ïëîñêîñòü π îáùèì óðàâíåíèåì (7)

Ax+By +Cz +D = 0 è M1(x1, y1, z1) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Óòâåðæäåíèå 7.4 (ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè)

�àññòîÿíèå îò òî÷êè M1 äî ïëîñêîñòè π âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

d(M1, π) =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 6.4.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

7.8. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ.

Åñëè äâå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò, òî óãîë ìåæäó íèìè ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâåí íóëþ. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè îáðàçóþò ìåæäó

ñîáîé ÷åòûðå äâóãðàííûõ óãëà. Óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ñ÷èòàåòñÿ

ìåíüøèé èç íèõ.

Óòâåðæäåíèå 7.5

Åñëè ïëîñêîñòè π1 è π2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè

A1x+B1y+C1z+D1 = 0 è A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî

cos(π̂1, π2) =
|A1A2 +B1B2 + C1C2|√

A2

1
+B2

1
+ C2

1

√
A2

2
+B2

2
+C2

2

.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 6.5

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå



Êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé

Èç óòâåðæäåíèÿ 7.5 î÷åâèäíî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 7.6 (êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêîñòåé)

Åñëè ïëîñêîñòè π1 è π2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè

A1x+B1y+C1z+D1 = 0 è A2x+B2y+C2z+D2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî

π1⊥π2 ⇔ A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

À. È. Áåëîâ �7. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå


