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Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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�åîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ

6.1. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè è èõ óðàâíåíèÿ

Ìû íå áóäåì äàâàòü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êðèâîé � ýòîò íå ïðîñòîé

âîïðîñ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà (ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êðèâîé

äàåòñÿ â êóðñå äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè). Ïîä êðèâîé íà ïëîñêîñòè

ìû áóäåì ïîíèìàòü ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç íåêîåãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ äåêàðòîâà (èëè äàëåå à��èííàÿ)

ñèñòåìà êîîðäèíàò (O,~a1,~a2). �àññìîòðèì �óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ

F (x, y). �åîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ

F (x, y) = 0 (1)

îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò (O,~a1,~a2) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ℓ,
ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ (1), ò. å.

M(x0, y0) ∈ ℓ ⇔ F (x0, y0) = 0.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ îáùèì (èëè êîîðäèíàòíûì) óðàâíåíèåì ℓ.
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Îáùåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè

�åîìåòðè÷åñêèé îáðàç óðàâíåíèÿ � ÷àñòíûé ñëó÷àé òàê íàçûâàåìîãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà òî÷åê, ïîíèìàåìîãî â ãåîìåòðèè êàê ìíîæåñòâî

òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó óñëîâèþ.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì îïðåäåëåíèå îêðóæíîñòè êàê ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåñòà

òî÷åê, ðàâíîóäàëåííûõ îò íåêîòîðîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè, íàçûâàåìîé

öåíòðîì îêðóæíîñòè, íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå, íàçûâàåìîå ðàäèóñîì

îêðóæíîñòè.

Ïóñòü (O,~i,~j) � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

è C(xC , yC) � öåíòð îêðóæíîñòè c, à R � å¼ ðàäèóñ. Ïî îïðåäåëåíèþ

îêðóæíîñòè M(x, y) ∈ c ⇔ |MC| = R ⇔ |MC|2 = R2
. Çàïèñûâàÿ

ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ ñèñòåìû (O,~i,~j), ïîëó÷èì îáùåå

óðàâíåíèå îêðóæíîñòè

(x− xC)
2 + (y − yC)

2 = R2.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìàëüíî ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ îáùåãî óðàâíåíèÿ ìû äîëæíû

áûëè çàïèñàòü îáùåå óðàâíåíèå îêðóæíîñòè â âèäå

(x− xC)2 + (y − yC)2 −R2 = 0, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ïîëó÷åííîìó âûøå, íî ìû

áóäåì äîïóñêàòü òàêóþ âîëüíîñòü â çàïèñè îáùåèõ óðàâíåíèé êðèâûõ.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé

Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå êðèâûå ìîæíî çàäàâàòü îáùèì óðàâíåíèåì èëè òàêîå

óðàâíåíèå ñëîæíî íàéòè. Äðóãîé ñïîñîá íàëîæèòü óñëîâèÿ íà êîîðäèíàòû

òî÷êè êðèâîé � âûðàçèòü çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò òî÷êè îò ïàðàìåòðà.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (O,~a1,~a2) � à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à f(t) è g(t) �
ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Óðàâíåíèÿ

{
x = f(t),
y = g(t)

(2)

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ íà ïëîñêîñòè, åñëè

M(x0, y0) ∈ ℓ ⇔ ∃t0 ∈ R : x0 = f(t0) è y0 = g(t0).

Ïåðåìåííàÿ t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (O,~i,~j).
Ñîñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè c ðàäèóñà R ñ öåíòðîì

â íà÷àëå êîîðäèíàò. Âîçüìåì òî÷êó M(x0, y0) ∈ c (ñì. ðèñ. 6.1).

q

q

q

q

t
xx0

y

y0
M(x0, y0)

O

R

�èñ. 6.1

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t ðàññìîòðèì

óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò âåêòîð

−−→
OM

ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox.
Î÷åâèäíî, ÷òî

x0 = R cos t, y0 = R sin t. È íàîáîðîò, åñëè

äëÿ òî÷êè M(x0, y0) ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî t, ÷òî x0 = R cos t, y0 = R sin t,
òî x2

0 + y2

0 = R2 cos2 t+R2 sin2 t = R2
,

òî åñòü òî÷êà M óäîâëåòâîðÿåò îáùåìó

óðàâíåíèþ îêðóæíîñòè c ðàäèóñà R ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò x2 + y2 = R2
.

Òåì ìû ïîêàçàëè, ÷òî M(x0, y0) ∈ c ⇔ ∃t : x0 = R cos t, y0 = R sin t. Òåì
ñàìûì ìû ïîëó÷èëè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè c:

{
x = R cos t,
y = R sin t.
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Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð

6.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè â à��èííîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

Çà�èêñèðóåì à��èííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (O,~a1,~a2).
Êîîðäèíàòíûå îñè áóäåì òðàäèöèîííî îáîçíà÷àòü Ox è Oy.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè. Ëþáîé âåêòîð ~a 6= ~0 òàêîé, ÷òî ~a ‖ ℓ
íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0), à M(x, y) �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Åñëè ~a � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ℓ, òî

M ∈ ℓ ⇔ −−−−−−→
M0M ‖ ~a (ñì. ðèñ. 6.2)

s s

s

M M0

O

ℓ

~a

~rM ~rM0

�èñ. 6.2
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Âåêòîðíîå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Òåì ñàìûì äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ R ìîæíî çàïèñàòü

−−−→
M0M = t~a. Ïîñêîëüêó−−−→

M0M = ~rM − ~rM0
, ïîëó÷èì

~rM = ~rM0
+ t~a. (3)

Óðàâíåíèå (3) íàçûâàþò âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé ℓ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3) â êîîðäèíàòàõ: [M ] = [M0] + t[~a]. Ïóñòü ~a = (p, q).
Òîãäà ïîëó÷èì

{
x = x0 + tp,
y = y0 + tq.

(4)

Óðàâíåíèÿ (4) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ℓ.

Âûðàçèì ïàðàìåòð t èç óðàâíåíèé (4) è ïðèðàâíÿåì åãî âûðàæåíèÿ, òî

ïîëó÷èì

x− x0

p
=

y − y0
q

. (5)

Óðàâíåíèå (5) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé ℓ. Çàìåòèì,
÷òî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïîëó÷èòü èç êðèòåðèÿ

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ (óòâåðæäåíèå 1.11).
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ïî äâóì òî÷êàì

Ïîñêîëüêó ~a = (p, q) 6= ~0, òî ÷èñëà p è q îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0.
Îäíàêî, îäíî èç íèõ ìîæåò áûòü ðàâíî 0. Ò. å. â óðàâíåíèè (5) ìû ìîæåì

ïîëó÷èòü íîëü â çíàìåíàòåëå. Òàêàÿ çàïèñü äîïóñêàåòñÿ, îíà îçíà÷àåò, ÷òî

â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëèòåëü ðàâåí 0. Íàïðèìåð, åñëè q = 0,
òî óðàâíåíèå (5) ïðèîáðåòàåò âèä y − y0 = 0.

×òîáû èçáåæàòü ñèòóàöèè íóëÿ â çíàìåíàòåëå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïðÿìîé (5) ìîæíåî çàïèñàòü â âèäå îïðåäåëèòåëÿ

∣
∣
∣
∣

x− x0 y − y0
p q

∣
∣
∣
∣
= 0.

Òåïåðü ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè M1(x1, y1) è
M2(x2, y2). Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ℓ ìîæíî

âçÿòü âåêòîð

−−−−−→
M1,M2. Óðàâíåíèå (5) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä

x− x1

x2 − x1

=
y − y1
x2 − y1

. (6)

Óðàâíåíèå (6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (1)

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå (5) ïîëó÷èì qx− py − qx0 + py0 = 0. Ïîëîæèâ
A = q, B = −p, C = −qx0 + py0 ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

Ax+By + C = 0. (7)

Óðàâíåíèå (7) íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè (7) ÷èñëà A è B íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî

ðàâíû 0.

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå (7),ãäå A è B îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0, íàçûâàåòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì 1-é ñòåïåíè (èëè ëèíåéíûì óðàâíåíèåì) ñ

äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.

Òåîðåìà 6.1.

Â à��èííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè ïðÿìûå è òîëüêî îíè

ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 1-é

ñòåïåíè ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Òî, ÷òî äëÿ ëþáîé ïðÿìîé ìîæíî

ñîñòàâèòü å¼ îáùåå óðàâíåíèå òèïà (7) ïîêàçàíî âûøå.

Äîñòàòî÷íîñòü. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå òèïà (7)

Ax+By +C = 0, ïðè÷åì A è B îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ. Ïóñòü áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè A 6= 0. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷êè M0(−C/A, 0)
î÷åâèäíî óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. �àññìîòðèì âåêòîð

~a = (−B,A) è ïðÿìóþ ℓ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç M0 ïàðàëëåëüíî ~a. Ñîãëàñíî
ïðèâåäåííûì âûøå âûêëàäêàì å¼ êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà (5) áóäåò

èìåòü âèä

x+ C/A

−B
=

y

A

èëè Ax+By + C = 0, ò. å. ïðÿìàÿ ℓ � ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ýòîãî

óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì ( 7), òî âåêòîð

~a = (−B,A) ÿâëÿåòñÿ å¼ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (3)

Óòâåðæäåíèå 6.1

Åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7), òî âåêòîð (A,B) íå
êîëëèíåàðåí ℓ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ~n = (A,B) è ïóñòü M(x0, y0) ∈ ℓ. Îòëîæèì ~n

îò òî÷êè M0, ò. å. ïóñòü ~n =
−−−−→
M0M1. Òîãäà M1(x0 + A, y0 +B. Ïîäñòàâèì

êîîðäèíàòû òî÷êè M1 â óðàâíåíèå (7). Ïîëó÷èì

A(x0 + A) +B(y0 +B) +C = (Ax0 +By0 + C) +A2 +B2 = A2 +B2 6= 0,

ò. å. M1 /∈ ℓ, à çíà÷èò ~n =
−−−−→
M0M1 ∦ ℓ.

×àñòíûå ñëó÷àè îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ
çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7). Òîãäà î÷åâèäíî

A = 0 ⇔ ℓ ‖ Ox,

B = 0 ⇔ ℓ ‖ Oy,

C = 0 ⇔ ïðÿìàÿ ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.
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Íîðìàëüíûé âåêòîð

6.3. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò

Çà�èêñèðóåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

(O,~i,~j). Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ íà ýòîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé ℓ íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.

Óòâåðæäåíèå 6.2

Åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By + C = 0, òî âåêòîð
~n = (A,B) ÿâëÿåòñÿ å¼ íîðìàëüíûì âåêòîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.1 ~a = (−B,A) � íàïðàâëÿþùèé

âåêòîð ℓ. Ò. ê. ~a~n = −AB +BA = 0, òî ~n⊥~a, à çíà÷èò ~n⊥ℓ.

�àññìîòðèì íåíóëåâîé âåêòîð ~n = (A,B). Ïðîâåäåì ïðÿìóþ ℓ ÷åðåç òî÷êó
M0(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî ~n. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M(x, y) ∈ ℓ ⇔
⇔ −−−→

M0M ‖ ℓ ⇔ −−−→
M0M⊥~n ⇔ ~n · −−−→M0M .

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1)

Çàïèñàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (8)

Óðàâíåíèå (8) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ÷åðåç òî÷êó è íîðìàëüíûé

âåêòîð.

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By+C = 0 è B 6= 0, ò.

å. ℓ ∦ Oy. Òîãäà y = −A

B
x− C

B
. Ïîëîæèâ k = −A

B
, b = −C

B
ïîëó÷èì

y = kx+ b. (9)

×èñëî k íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì ïðÿìîé ℓ, à óðàâíåíèå (9) �
óðàâíåíèåì ïðÿìîé ℓ ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è

ïðÿìîé ℓ. Èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî k = tgϕ, à
ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñåêàåò îñü Oy â òî÷êå (0, b) (ñì. ðèñ. 6.3 íà ñëåäóþùåì
ñëàéäå).

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (2)

✲

✻

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟

0

y

x

b

k + b

1

ℓ

k

ϕ

ϕ

�èñ. 6.3

Òåïåðü, åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7) è íå ïàðàëëåëüíà íè

îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé è íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å.

A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0, òî èç Ax+By +C = 0 ñëåäóåò
x

−C/A
+

y

−C/B
= 1.

Îáîçíà÷èì a := −C/A, b := −C/B è ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+

y

b
= 1. (10)

Óðàâíåíèå (10) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ℓ â îòðåçêàõ.

Äåéñòâèòåëüíî, òî÷êè (a, 0) è (0, b) ëåæàò íà ïðÿìîé, ò. å. ïðÿìàÿ
¾îòñåêàåò¿ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ îòðåçêè a è b (âîçìîæíî
îòðèöàòåëüíûå � ñì. ðèñ. 6.4 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).
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Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (3)

s s

s

O x

y

(a, 0)

(0, b)
ℓ

�èñ. 6.4
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (1)

6.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ à��èííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ñëåäóþùèé

âîïðîñ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, çâó÷èò òàê: êàê ïî óðàâíåíèÿì äâóõ

ïðÿìûõ îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïðÿìûõ, ò. å. âûÿñíèòü,

ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïåðåñåêàþùèìèñÿ, ïàðàëëåëüíûìè èëè ñîâïàäàþùèìè.

Îòâåò íà íåãî äàåò

Òåîðåìà 6.2

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ1 çàäàíà óðàâíåíèåì A1x+B1y + C1 = 0, à ïðÿìàÿ ℓ2 �

óðàâíåíèåì A2x+B2y + C2 = 0. Ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2:

1 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

6= B1

B2

;

2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

=
B1

B2

6= C1

C2

;

3 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
A1x+B1y = −C1,
A2x+B2y = −C2.

(11)

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðåìû Êðàìåðà äëÿ îñíîâíîé ìàòðèöû

ñèñòåìû âòîðîãî ïîðÿäêà ∆ =

∣
∣
∣
∣

A1 B1

A2 B2

∣
∣
∣
∣
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∆ 6= 0. Òîãäà ñèñòåìà (11) ïî òåîðåìå Êðàìåðà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå. Çàìåòèì, ÷òî ∆ 6= 0 ðàâíîñèëüíî

A1

A2

6= B1

B2

, ÷òî äàåò ñëó÷àé 1.

Ïóñòü òåïåðü ∆ = 0. Åñëè ñèñòåìà (11) èìååò ðåøåíèå x0, y0, òî
{
A1x0 +B1y0 = −C1,
A2x0 +B2y0 = −C2.

Ïîñêîëüêó ∆ = 0, òî ïîëîæèì t =
A1

A2

=
B1

B2

, òîãäà A1 = tA2, B1 = tB2.

Âû÷èòàÿ èç 1-ãî óðàâíåíèÿ 2-å, óìíîæåííîå íà t, ïîëó÷èì C1 − tC2 = 0,

ò. å.

C1

C2

= t.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (3)

Åñëè

A1

A2

=
B1

B2

6= C1

C2

, òî â ñëó÷àå 2 ðåøåíèé ñèñòåìû áûòü íå ìîæåò, ò. å

ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.

Åñëè

A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

, òî ñèñòåìà (11) ýêâèâàëåíòíà îäíîìó óðàâíåíèþ

A1x+B1y + C1 = 0, ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç êîòîðîãî � ïðÿìàÿ ℓ1, ò. å. â
ñëó÷àå 3 ℓ1 = ℓ2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü M2(x2, y1) ∈ ℓ2, à ~a1 = (−B1, A1), ~a2 = (−B2, A2)
� íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëó÷àé 1. ℓ1 ïåðåñåêàåò ℓ2, òîãäà ~a1 ∦ ~a2, òî åñòü

A1

A2

6= B1

B2

.

Ñëó÷àé 2. Åñëè ℓ1 ‖ ℓ2, òî ~a1 ‖ ~a2, ò. å. A1 = tA2, B1 = tB2. Çàìåòèì, ÷òî

M2 /∈ ℓ1, çíà÷èò A1x2 +B1y2 + C1 = t(A2x2 +B2y2 + C2) + C1 − tC2 =

= C1 − tC2 6= 0, ò. å.
A1

A2

=
B1

B2

6= C1

C2

.

Cëó÷àé 3: ℓ1 = ℓ2. Òî÷êà M2 ∈ ℓ1, ò. å. C1 − tC2 = 0, çíà÷èò
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

.
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Íåñîáñòâåííûé ïó÷îê ïðÿìûõ

6.5. Ïó÷îê ïðÿìûõ

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò à��èííàÿ.

Îïðåäåëåíèå

Íåñîáñòâåííûì ïó÷êîì ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ

ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàäàþùèõ ñ äàííîé ïðÿìîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî íåñîáñòâåííûé ïó÷îê îïðåäåëÿåòñÿ ëþáîé ñâîåé ïðÿìîé è

îáðàçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ¾áûòü ïàðàëëåëüíîé èëè

ñîâïàäàòü¿ íà ìíîæåñòâå ïðÿìûõ ïëîñêîñòè. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî

Óòâåðæäåíèå 6.3

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì (7) Ax+By +C = 0. Òîãäà
ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò íåñîáñòâåííîìó ïó÷êó ïðÿìûõ, îïðåäåëÿåìîìó

ïðÿìîé ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

âèäå

Ax+By + λ = 0 (12)

äëÿ ïîäõîäÿùåãî λ ∈ R.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Ñîáñòâåííûé ïó÷îê ïðÿìûõ (1)

Óðàâíåíèå (12) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì íåñîáñòâåííîãî ïó÷êà ïðÿìûõ íà

ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå

(Ñîáñòâåííûì) ïó÷êîì ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

ïðÿìûõ ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ òî÷êó.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïó÷îê ïðÿìûõ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ïàðîé ñâîèõ

ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ.

Òåîðåìà 6.3

Ïóñòü ℓ1 è ℓ2 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, à A1x+B1y + C1 = 0 è

A2x+B2y + C2 = 0 � èõ îáùèå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìàÿ

ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïðÿìûõ, îïðåäåëÿåìîìó ℓ1 è ℓ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà å¼ óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

α(A1x+B1y + C1) + β(A2x+B2y + C2) = 0 (13)

äëÿ ïîäõîäÿùèõ α, β ∈ R è îäíîâðåìåííî íå ðàâíûõ íóëþ.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Ñîáñòâåííûé ïó÷îê ïðÿìûõ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0(x0, y0) = ℓ1 ∩ ℓ2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ ñ îáùèì óðàâíåíèåì Ax+By +C = 0 èç

ïó÷êà ïðÿìûõ, îïðåäåëåííûì ℓ1 è ℓ2. �àññìîòðèì ~n = (A,B),

~n1 = (A1, B1), ~n2 = (A2, B2). Òàê êàê ℓ1 ∦ ℓ2, òî ïî òåîðåìå 6.2

A1

A2

6= B1

B2

,

ò. å. ~n1 ∦ ~n2, à çíà÷èò îíè îáðàçóþò áàçèñ ïëîñêîñòè, òî åñòü

~n = α~n1 + β~n2 äëÿ íåêîòîðûõ α, β ∈ R, ïðè÷åì α è β îäíîâðåìåííî íå

ðàâíû íóëþ, ò. ê. ~n 6= ~0. Ïî êîîðäèíàòàì [~n] = α[~n1] + β[~n2], ò. å.
A = αA1 + βA2, B = αB1 + βB2. Òåì ñàìûì îáùåå óðàâíåíèå ℓ ïðèìåò
âèä

(αA1 + βA2)x+ (αB1 + βB2)y +C = 0. (14)

èëè ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïåðåãðóïïèðîâêè ñëàãàåìûõ

α(A1x+B1y) + β(A2x+B2y) + C = 0. (15)

Ò. ê. M0 ∈ ℓ, òî

α(A1x0 +B1y0) + β(A2x0 +B2y0) + C = 0. (16)
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Ñîáñòâåííûé ïó÷îê ïðÿìûõ (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, M0 ∈ ℓ1, ñëåäîâàòåëüíî, A1x0 +B1y0 +C1 = 0 èëè

C1 = −A1x0 −B1y0. Àíàëîãè÷íî C2 = −A2x0 −B2y0. Ïîäñòàâëÿÿ
çíà÷åíèÿ C1 è C2 â (16) ïîëó÷èì −αC1 − βC2 + C = 0 èëè

C = αC1 + βC2. Ïîäñòàâèâ ýòî çíà÷åíèå C â (15) ïîëó÷èì (13).

Äîñòàòî÷íîñòü. Çà�èêñèðóåì ÷èñëà α è β îäíîâðåìåííî íå ðàâíûå íóëþ.

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå ïó÷êà (13) çàäàåò ïðÿìóþ. Î÷åâèäíî ýòî

óðàâíåíèå âèäà (14), ãäå C = αC1 + βC2. ×òîáû ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç

òàêîãî óðàâíåíèÿ áûë ïðÿìîé ëèíèåé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáà

êîý��èöèåíòà ïðè x è y îäíîâðåìåííî íå áûëè ðàâíû íóëþ. Îò

ïðîòèâíîãî, ïóñòü

{
αA1 + βA2 = 0,
αB1 + βB2 = 0.

Ïóñòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè α 6= 0. Òîãäà èç ýòîé ñèñòåìû ñëåäóåò,

÷òî

A1

A2

=
B1

B2

= −β

α
, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6.2 ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ℓ1

è ℓ2 � ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Òåì ñàìûì (13) çàäàåò íåêîòîðóþ

ïðÿìóþ ℓ.
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Ñîáñòâåííûé ïó÷îê ïðÿìûõ (4)

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ℓ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó, îïðåäåëÿåìîìó
ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2. Ïîñêîëüêó M0(x0, y0) = ℓ1 ∩ ℓ2, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ℓ
äîëæíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0. Ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷êè M0 â

óðàâíåíèå (13). Ïîëó÷èì

α(A1x0 +B1y0 + C1
︸ ︷︷ ︸

0

) + β(A2x0 +B2y0 + C2
︸ ︷︷ ︸

0

) = 0,

ò. å. M0 ∈ ℓ.
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�ëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

6.6. Ïîëóïëîñêîñòè

Â ýòîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò à��èííàÿ.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (7)

Ax+By +C = 0, òî âåêòîð ~n = (A,B) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîì ℓ.

Çàìå÷àíèÿ.

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî ãëàâíûé âåêòîð � ýòî

íîðìàëüíûé âåêòîð (íîðìàëü).

�ëàâíûé âåêòîð îïðåäåëåí íå îäíîçíà÷íî, à îòíîñèòåëüíî îáùåãî

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Âñå ãëàâíûå âåêòîðû ïðÿìîé êîëëèíåàðíû.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.1 ãëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé íå êîëëèíåàðåí åé.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Ïîëóïëîñêîñòè (1)

Âñÿ ïëîñêîñòü äåëèòñÿ ýòîé ïðÿìîé íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: ñàìó

ïðÿìóþ ℓ è äâå ïîëóïëîñêîñòè (â êàæäóþ èç ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé âõîäÿò

òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïî êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó

îò ℓ). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 6.5.

s

s

s

s

M0

M1

M(x′, y′)

N(x′′, y′′)

λ

µ

~n

ℓ

�èñ. 6.5. Ïîëóïëîñêîñòè

Ïóñòü ~n =
−−−−→
M0M1 � ãëàâíûé âåêòîð ℓ è M0 ∈ ℓ. Ïîñêîëüêó ~n ∦ ℓ, òî

M1 /∈ ℓ. Îáîçíà÷èì òó ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà M1, ÷åðåç λ,
à äðóãóþ � ÷åðåç µ.
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Ïîëóïëîñêîñòè (2)

Òåîðåìà 6.4

Ïóñòü M(x′, y′) � òî÷êà ïëîñêîñòè. Òîãäà

1 M ∈ λ ⇔ Ax′ +By′ + C > 0,

2 M ∈ µ ⇔ Ax′ +By′ + C < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ (MN) ‖ ~n è N(x′′, y′′) ∈ ℓ, ò. å.

Ax′′ +By′′ + c = 0. Ò. ê.
−−→
NM ‖ ~n 6= ~0, òî

−−→
NM = t~n äëÿ íåêîòîðîãî t 6= 0.

Â êîîðäèíàòàõ x′ − x′′ = tA, y′ − y′′ = B. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ax′ +By′ + C = A(x′′ + tA) +B(y′′ + tB) + C =

= Ax′′ +By′′ + C + t(A2 +B2) = t(A2 +B2) 6= 0.

Çàìåòèì, ÷òî çíàê Ax′ +By′ + C ñîâïàäàåò ñî çíàêîì t. Èìååì

M ∈ λ ⇔ −−→
NM ⇈ ~n ⇔ t > 0, è M ∈ µ ⇔ −−→

NM ↑↓ ~n ⇔ t < 0.

Ñëåäñòâèå. Òî÷êè P (x1, y1) è Q(x2, y2) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ℓ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ax1 +By1 + C è Ax2 +By2 +C èìåþò

îäèíàêîâûå çíàêè, è ïî ðàçíûå ñòîðîíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàçíûå.
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (1)

6.7. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ.

Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå çàäàíà ïðÿìàÿ ℓ îáùèì óðàâíåíèåì (7)

Ax+By +C = 0 è M1(x1, y1) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.

Óòâåðæäåíèå 6.4 (ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé)

�àññòîÿíèå îò òî÷êè M1 äî ïðÿìîé ℓ âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé

d(M1, ℓ) =
|Ax1 +By1 + C|√

A2 +B2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íà ïðÿìîé ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M0(x0, y0).
Îòëîæèì îò òî÷êè M0 íîðìàëüíûé âåêòîð ~n ïðÿìîé ℓ è ðàññìîòðèì

ïðîåêöèþ âåêòîðà

−−−−→
M0M1 íà âåêòîð ~n (ñì. ðèñ. 6.6 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññòîÿíèå d = d(M1, ℓ) =
∣
∣
∣ïð~n

−−−−→
M0M1

∣
∣
∣.

À. È. Áåëîâ �6. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (2)

✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟✟

❆
❆❑
✂
✂
✂
✂✂✍

❆
❆
❆ ❆

❆
❆✟✟✟

r

r

r

r

~n

ℓ

M0

M1

K

L
d

�èñ. 6.6

Èìååì

∣
∣
∣ïð~n

−−−−→
M0M1

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣~n · −−−−→M0M1

∣
∣
∣

|~n| =
|A(x1 − x0) +B(y1 − y0)|√

A2 +B2
.
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Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

6.8. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâàÿ.

Åñëè äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò, òî óãîë ìåæäó íèìè ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâåí íóëþ. Ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå îáðàçóþò ìåæäó ñîáîé

÷åòûðå óãëà. Óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè ñ÷èòàåòñÿ ìåíüøèé èç íèõ.

Óòâåðæäåíèå 6.5

Åñëè ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y + C1 = 0 è

A2x+B2y + C2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî

cos(ℓ̂1, ℓ2) =
|A1A2 +B1B2|

√

A2

1
+B2

1

√

A2

2
+B2

2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîðìàëÿìè

~n1 = (A1, B1) è ~n2 = (A2, B2) èëè ñìåæíîìó ñ íèì óãëó. Â ëþáîì ñëó÷àå

ýòî äàåò �îðìóëó óòâåðæäåíèÿ.
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Êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ

Èç óòâåðæäåíèÿ 6.5 î÷åâèäíî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 6.6 (êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè,

çàäàííûõ îáùèìè óðàâíåíèÿìè)

Åñëè ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû îáùèìè óðàâíåíèÿìè A1x+B1y + C1 = 0 è

A2x+B2y + C2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî

ℓ1⊥ℓ2 ⇔ A1A2 +B1B2 = 0.

Îïðåäåëåíèå

Îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2
íàçûâàåòñÿ óãîë, íà êîòîðûé íóæíî ïîâåðíóòü ïðÿìóþ ℓ1 âîêðóã òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè äî ñîâïàäåíèÿ ñ ïðÿìîé ℓ2.

ßñíî (ñì. ðèñ. 6.7 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå), ÷òî îðèåíòèðîâàííûé óãîë ϕ
ìåæäó ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2 ðàâåí ðàçíîñòè ϕ2 − ϕ1 óãëîâ, êîòîðûå ýòè

ïðÿìûå îáðàçóþò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox.
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Îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè (1)
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0

y

x

ℓ2

ℓ1

ϕ1

ϕ2

ϕ❨

�èñ. 6.7

Óòâåðæäåíèå 6.7 (îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè)

Ïóñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì

êîý��èöèåíòîì y = k1x+ b1 è y = k2x+ b2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òàíãåíñ
îðèåíòèðîâàííîãî óãëà ìåæäó íèìè ðàâåí

tgϕ =
k2 − k1
1 + k1k2

.
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Îðèåíòèðîâàííûé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. tgϕ = tg(ϕ2 − ϕ1) =
tgϕ2 − tgϕ1

1 + tgϕ1 · tgϕ2

=
k2 − k1
1 + k1k2

.

Èç óòâåðæäåíèÿ 6.7 íåìåäëåííî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 6.8 (êðèòåðèé ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ ÷åðåç óãëîâûå

êîý��èöåíòû)

Ïóñòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûì

êîý��èöèåíòîì y = k1x+ b1 è y = k2x+ b2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

ℓ1⊥ℓ2 ⇔ k1k2 = −1.
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