
×àñòü I. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

�5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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Ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

5.1. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè

Îïðåäåëåíèÿ

Ñèñòåìîé êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè O

(íàçûâàåìîé íà÷àëîì êîîðäèíàò) è áàçèñà a = (~a1, . . . ,~an).

Îáîçíà÷åíèå: (O, a) èëè (O,~a1, . . . ,~an).

Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé äåêàðòîâîé èëè

à��èííîé. Åñëè áàçèñ ñèñòåìû êîîðäèíàò îðòîíîðìèðîâàííûé, òî

ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé.

Çà�èêñèðóåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (O, a). Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà.

Âåêòîð ~rM =
−−→
OM íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M .

Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O, a) íàçûâàþòñÿ
êîîðäèíàòû å¼ ðàäèóñ-âåêòîðà ~rM â áàçèñå a.

Åñëè ~rM = t1~a1 + . . .+ tn~an, òî òîò �àêò ÷òî òî÷êà M èìååò â (O, a)
êîîðäèíàòû t1, . . . , tn, áóäåì çàïèñûâàòü êàê M(t1, . . . , tn).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðÿìîé òî÷êà èìååò îäíó êîîðäèíàòó (n = 1),
íà ïëîñêîñòè � äâå (n = 2), à â ïðîñòðàíñòâå � òðè (n = 3).
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Ìàòðè÷íàÿ �îðìà çàïèñè êîîðäèíàò

Äëÿ çàïèñè �îðìóë â ìàòðè÷íîì âèäå íàì áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü

êîîðäèíàòû íå â ñòðîêó, à â ñòîëáåö.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà òî÷êà M(t1, . . . , tn) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O, a). Îïðåäåëèì
êîîðäèíàòíûé ñòîëáåö òî÷êè M êàê

[M ] =





t1
· · ·
tn



 .

Åñëè îäíîâðåìåííî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñèñòåì êîîðäèíàò, òî

áóäåì ïîìå÷àòü êîîðäèíàòíûå ñòîëáöû îäíîé è òîé æå òî÷êè â ðàçíûõ

ñèñòåìàõ êîîðäèíàò èíäåêñàìè èëè øòðèõàìè.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ~x = (x1, . . . , xn) â áàçèñå a, îïðåäåëèì êîîðäèíàòíûé

ñòîëáåö âåêòîðà ~x êàê

[~x]a =





x1

· · ·
xn



 .

Â ñëó÷àå, êîãäà èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì áàçèñå èäåò ðå÷ü, èíäåêñ

áàçèñà ìîæíî îïóñêàòü.
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Î êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ è òî÷åê

Çàìå÷àíèÿ. Â ñèëó òåîðåì 1.9, 1.10 è 2.3 èìååò ìåñòî

[~x+ ~y] = [~x] + [~y] è [t~x] = t[~x],

â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ~x~y = [~x]T · [~y].

Óòâåðæäåíèå 5.1

Ïóñòü â ïðîèçâîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíû äâå òî÷êè A è

B. Òîãäà [
−→
AB] = [B]− [A]..

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = ~rB − ~rA, òî

[
−→
AB] = [~rB − ~rA] = [~rB]− [~rA] = [B]− [A].

Óòâåðæäåíèå 5.2

Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè A(t1, . . . , tn) è B(s1, . . . , sn) ðàâíî

|AB| =
√

(s1 − t1)2 + . . .+ (sn − tn)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. |AB|2 =
−→
AB2 = (s1 − t1)

2 + . . .+ (sn − tn)
2
.
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè (1)

5.2. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. �îâîðÿò, ÷òî òî÷êà C äåëèò

íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB â îòíîøåíèè t (t 6= −1), åñëè

−→
AC = t

−−→
CB (ì.

ðèñ. 5.1).

s s s s s

A BC1

−1 < t < 0

C2

t > 0

C3

t < −1

�èñ. 5.1. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Óòâåðæäåíèå 5.3

Â ïðîèçâîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò åñëè òî÷êè A è B

ðàçëè÷íû, t 6= −1 è òî÷êà C äåëèò

−→
AB â îòíîøåíèè t, òî

[C] =
[A] + t[B]

1 + t
.
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

−→
AC = t

−−→
CB, òî [

−→
AC] = t[

−−→
CB]. Ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ 5.1 [C]− [A] = [
−→
AC] = t[

−−→
CB] = t([C]− [B]) = t[B]− t[C].

Îòêóäà (1 + t)[C] = [A] + t[B]. Ïîñëå äåëåíèÿ íà 1 + t 6= 0 ïîëó÷àåì

�îðìóëó óòâåðæäåíèÿ.

Ñëåäñòâèÿ:

êîîðäèíàòû ñåðåäèíû C íåâûðîæäåííîãî îòðåçêà AB íàõîäÿòñÿ ïî

�îðìóëå

[C] =
1

2
([A] + [B]);

íà ïëîñêîñòè äëÿ A(x1, y1), B(x2, y2) è C(x, y) �îðìóëà óòâåðæäåíèÿ
5.3 ïðèîáðåòàåò âèä

x =
x1 + tx2

1 + t
, y =

y1 + ty2

1 + t
;

â ïðîñòðàíñòâå äëÿ A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) è C(x, y, z) �îðìóëà
óòâåðæäåíèÿ 5.3 ïðèîáðåòàåò âèä

x =
x1 + tx2

1 + t
, y =

y1 + ty2

1 + t
, z =

z1 + tz2

1 + t
.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà (1)

5.3. Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò Ïóñòü a = (~a1, . . . ,~an) è b = (b1, . . . ,_
	

n)
� äâà ïðîèçâîëüíûõ áàçèñà, O è P � äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè.

�àññìîòðèì äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò (O, a) (áóäåì íàçûâàòü å¼ ñòàðîé) è

(P, b) (íîâóþ). Íàøà çàäà÷à � íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè îäíîé è

òîé æå òî÷êè â ñòàðîé è íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü âåêòîðû áàçèñà b íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî

áàçèñó a ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~b1 = t11~a1 + . . .+ tn1~an,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~bn = t1n~a1 + . . .+ tnn~an.

Ìàòðèöà

Ta,b =





t11 . . . t1n
. . . . . . . . . . . . .

tn1 . . . tnn





íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà a ê áàçèñó b.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà (2)

Åñëè èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîé ïàðå áàçèñîâ èäåò ðå÷ü, òî èíäåêñ â

îáîçíà÷åíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà ìîæíî îïóñêàòü.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îáîçíà÷àò êîîðäèíàòû òî÷åê è âåêòîðîâ â ñòàðîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò áåç øòðèõîâ, à â íîâîé ñî øòðèõàìè.

Òåîðåìà 5.1 (î ñâÿçè êîîðäèíàò âåêòîðà â ñòàðîì è íîâîì áàçèñàõ)

Ïóñòü a è b � äâà ïðîèçâîëüíûõ áàçèñà, à Ta,b � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò a ê

b. Òîãäà

[~x]a = Ta,b[~x]b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì óïðîùåííóþ çàïèñü. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî

[~x] = T [~x]′. Ïóñòü [~x] =





x1

· · ·
xn





, [~x]′ =





x′

1

· · ·
x′

n





. Èìååì

T [~x]′ =





t11 . . . t1n
. . . . . . . . . . . . .

tn1 . . . tnn









x′

1

· · ·
x′

n



 =





t11x
′

1 + . . .+ t1nx
′

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tn1x
′

1 + . . .+ tnnx
′

n



 =
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Ôîðìóëà çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò

= x
′

1





t11
· · ·
tn1



+. . .+x
′

n





t1n
· · ·
tnn



 = x
′

1[~b1]+. . .+x
′

n[~bn] = [x′

1
~b1+. . .+x

′

n
~bn] = [~x].

Òåîðåìà 5.2 (�îðìóëà çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò)

Ïóñòü (O, a) � ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, (P, b) � íîâàÿ, à T = Ta,b �

ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà a ê áàçèñó b. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M

[M ] = [P ] + T · [M ]′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

−−→
OM =

−−→
OP +

−−→
PM , òî

[M ] = [
−−→
OM ] = [

−−→
OP+

−−→
PM ] = [

−−→
OP ]+[

−−→
PM ] = [P ]+T [

−−→
PM ]′ = [P ]+T [M ]′.
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Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå

Çàïèøåì â ÿâíîì âèäå �îðìóëû çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü (O, a) � ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à (P, b) � íîâàÿ.

Çàìåíà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè Ïóñòü â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

P (xP , yP ), à M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, è â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

M(x′, y′). �àññìîòðèì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà a ê áàçèñó b:

T = Ta,b = (tij)2×2.

Òîãäà äëÿ ïëîñêîñòè �îðìóëà òåîðåìû 5.2 ïðèìåò âèä

{

x = xP + t11x
′ + t12y

′

y = yP + t21x
′ + t22y

′.

Çàìåíà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå Ïóñòü â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

P (xP , yP , zP ), à M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, è â íîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò M(x′, y′, z′). �àññìîòðèì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà a ê

áàçèñó b: T = Ta,b = (tij)3×3.

Òîãäà äëÿ ïðîñòðàíñòâà �îðìóëà òåîðåìû 5.2 ïðèìåò âèä







x = xP + t11x
′ + t12y

′ + t13z
′,

y = yP + t21x
′ + t22y

′ + t23z
′,

z = zP + t31x
′ + t32y

′ + t33z
′.
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Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (1)

�àññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóë çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò

� �îðìóëû ïîâîðîòà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîñêîñòè (ñì.

ðèñ. 5.2):

s

O ~i

~j

~i ′

~j ′

ϕ

ϕ

�èñ. 5.2. Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò

Óòâåðæäåíèå 5.3 (�îðìóëû ïîâîðîòà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò ïëîñêîñòè)

Ïîâîðîò ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîñêîñòè

íà óãîë ϕ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

{

x = x′ cosϕ− y′ sinϕ
y = x′ sinϕ+ y′ cosϕ.

À. È. Áåëîâ �5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò



Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì �îðìóëû çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò (O,~i,~j)
íà (O,~i ′,~j ′) (ñì. ðèñ. 5.3). Çàìåòèì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò íå ìåíÿåòñÿ,

ïîýòîìó â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 5.2 O = P , ò. å. xP = 0, yP = 0.
Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïåðåõîäà T îò áàçèñà (~i,~j) ê áàçèñó (~i ′,~j ′). Èìååì

s

O ~i−~i sinϕ ~i cosϕ

~j

~j cosϕ

~j sinϕ

~i ′

~j ′

ϕ

ϕ

�èñ. 5.3

~i
′ =~i cosϕ+~j sinϕ,

~j
′ = −~i sinϕ+~j cosϕ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

T =

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)

. (1)

Òåì ñàìûì ïî òåîðåìå 5.2

(

x

y

)

=

(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(

x′

y′

)

.

Ïåðåìíîæàÿ ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì �îðìóëû

óòâåðæäåíèÿ.

Ìàòðèöà (1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë ϕ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò.
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