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Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê
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Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

2.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå óãëà

ìåæäó âåêòîðàìè.

Îïðåäåëåíèÿ

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé èç

äâóõ óãëîâ, êîòîðûé îáðàçóþò èçîáðàæåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, îòëîæåííûå îò

îäíîé òî÷êè. Åñëè îäèí èëè îáà âåêòîðà íóëåâûå, òî óãîë ìåæäó íèìè íå

îïðåäåëåí. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è

~b áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

̂
(~a,~b)

(ñì. ðèñ. 2.1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîðû ~a,~b ïåðïåíäèêóëÿðíû (èëè îðòîãîíàëüíû) è

ïèñàòü ~a⊥~b, åñëè ̂
(~a,~b) =

π

2
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà

òî÷êè, îò êîòîðîé îòêëàäûâàþòñÿ âåêòîðû. ßñíî òàêæå, ÷òî 0 6
̂
(~a,~b) 6 π

è óãîë ìåæäó ñîíàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ðàâåí 0, à óãîë ìåæäó

àíòèíàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ðàâåí π.
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Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ

A

B

O
α
~a

~b
α =

̂
(~a,~b)

�èñ. 2.1. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè îí ñîñòîèò èç ïîïàðíî

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îðòîâ. Òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà íà ïëîñêîñòè

~i,~j, à â ïðîñòðàíñòâå ~i,~j,~k.

~i

~j

~k

�èñ. 2.2. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå
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Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèÿ

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå

ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

~a~b = |~a| · |~b| · cos ̂(~a,~b).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íóëåâîãî âåêòîðà íà ëþáîé âåêòîð ïî

îïðåäåëåíèþ ðàâíî 0.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è

~b îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ~a~b, ~a ·~b èëè
(~a,~b ).

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì

êâàäðàòîì âåêòîðà ~a è îáîçíà÷àåòñÿ ~a2
.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ìåõàíèêå è �èçèêå

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òð¼õ ïîíÿòèé, êîòîðûå áóäóò ïîäðîáíî èçó÷åíû â äàëüíåéøåì

íà êóðñàõ �èçèêè, òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

1. �àáîòà Â ìåõàíèêå è �èçèêå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èñïîëüçóþò äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû. �àáîòó äàæå íàçûâàþò �èçè÷åñêèì ñìûñëîì ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü

~F � âåêòîð ñèëû, à ~s � âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Òîãäà ïðè

ïîñòîÿííîé ñèëå è ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ðàáîòà

ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê

A = ~F · ~s.

2. Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå (è �èçèêå)

ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðíûå ïîëÿ � �óíêöèè, ñîïîñòàâëÿþùèå êàæäîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâî êàêîé-òî âåêòîð. Ïîíÿòèå äèâåðãåíöèè îïðåäåëÿåò íàñêîëüêî

ðàñõîäèòñÿ âõîäÿùåå è èñõîäÿùåå ïîëå â ìàëîé îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè äèâåðãåíöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåì òîãî, â êàêîé ñòåïåíè

äàííàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì èëè ñòîêîì ýòîãî ïîëÿ.

Åñëè

~F (x, y, z) � âåêòîðíîå ïîëå, à ∇ = ( ∂
∂x

, ∂
∂y

, ∂
∂z

) � äè��åðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð, òî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

div

~F = ∇ · ~F .

3. Îïåðàòîð Ëàïëàñà � äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé êàê

∆ = ∇ · ∇.

Ñ ïîìîùüþ íåãî óäîáíî çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (∆ϕ = 0), Ïóàññîíà
(∆ϕ = f) è âîëíîâîå óðàâíåíèå. Â �èçèêå ïðèìåíèì â ýëåêòðîñòàòèêå è

ýëåêòðîäèíàìèêå, êâàíòîâîé ìåõàíèêå, âî ìíîãèõ óðàâíåíèÿõ �èçèêè ñïëîøíûõ

ñðåä è ò.ä.
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Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Òåîðåìà 2.1 (àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

1 ~a~b = ~b~a (êîììóòàòèâíîñòü),

2 (~a+~b)~c = ~a~c+~b~c (äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñóììû âåêòîðîâ),

3 (t~a)~b = t(~a~b) (÷èñëîâîé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ),

4 ~a2 > 0, ïðè÷¼ì ~a2 = 0 ⇔ ~a = ~0.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Êîììóòàòèâíîñòü î÷åâèäíà èç îïðåäåëåíèÿ

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàæåì 4. Èìååì ïî îïðåäåëåíèþ ~a2 = |~a|2 cos 0 = |~a|2 > 0.
Äàëåå, ~a2 = |~a|2 = 0 ⇔ |~a| = 0 ⇔ ~a = ~0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ 2 è 3 íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèè.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð (1)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ~a 6= ~0. �àññìîòðèì ~a =
−→
OA è

~b =
−−→
OB. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð èç

òî÷êè B íà ïðÿìóþ (OA) è ïóñòü òî÷êà B1 � îñíîâàíèå ýòîãî

ïåðïåíäèêóëÿðà (ñì. ðèñ. 2.3).

(Îðòîãîíàëüíîé) ïðîåêöèåé âåêòîðà

~b íà âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ïð~a
~b =






0, åñëè
−−→
OB1 = ~0,

|−−→OB1|, åñëè
−−→
OB1 ↑↑ −→

OA,

−|−−→OB1|, åñëè
−−→
OB1 ↑↓ −→

OA.

O AB1

B

~b

~aα

�èñ. 2.3. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîåêöèè íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè O.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð (1)

Óòâåðæäåíèå 2.1

Ïóñòü ~a 6= ~0. Òîãäà ïð~a
~b = |~b| · cos ̂

(~a,~b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì α =
̂
(~a,~b) (ñì. ðèñ. 2.3 íà ïðåäûäóùåì

ñëàéäå). Äëÿ ñëó÷àÿ 0 6 α < π
2
óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåìåäëåííî èç

△OBB1. Ñëó÷àé
π
2
< α 6 π ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî (â ýòîì ñëó÷àå

α � óãîë, ñìåæíûé ñ ∠BOB1). Ñëó÷àé α = π
2
î÷åâèäåí.

Óòâåðæäåíèå 2.2

Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû âåêòîðà ñîâïàäàþò ñ åãî

ïðîåêöèÿìè íà âåêòîðû áàçèñà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (~i,~j,~k) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è

~x = (x1, x2, x3). �àçëîæèì ~x ïî áàçèñó, èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ â

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.6 (ñì. ðèñ. 2.4 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Ò. å. ïî

ïîñòðîåíèþ DD1 ‖ OC, AD1 ‖ OB, BD1 ‖ OA. Ïî òåîðåìå î ðàâåíñòâå

óãëîâ ñ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè AD⊥OA, BD⊥OB,

DC⊥OC.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð (2)

~i

~j

~k

O

C

B

A

D

D1

~x

�èñ. 2.4.

Òî åñòü òî÷êè A,B,C ïîëó÷åíû îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòèðîâàíèåì

−−→
OD íà

âåêòîðû

~i,~j,~k ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîåêöèè âåêòîðà íà

âåêòîð ñëåäóåò, ÷òî

−→
OA = (ïð~i~x)

~i,
−−→
OB = (ïð~i~x)

~j,
−−→
OC = (ïð~i~x)

~k. Èìååì

~x =
−−→
OD =

−→
OA +

−−→
OB +

−−→
OC = (ïð~i~x)

~i+ (ïð~i~x)
~j + (ïð~i~x)

~k.

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.8 î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî

áàçèñó.
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Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà âåêòîð (3)

Óòâåðæäåíèå 2.3 (àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîåêöèè)

Åñëè ~c 6= ~0, òî

1 ïð~c(~a+~b) = ïð~c~a+ ïð~c
~b,

2 ïð~c(t~a) = t · ïð~c~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòîðèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîì

ïåðâûé âåêòîð � îðò âåêòîðà ~c. Â òàêîì áàçèñå ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.2

ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ëþáîãî âåêòîðà � ýòî åãî ïðîåêöèÿ íà ~c. Òåì ñàìûì

óòâåðæäåíèå 2.3 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ òåîðåì 1.9 è 1.10.

Óòâåðæäåíèå 2.4 (âûðàæåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç ïðîåêöèþ)

Åñëè ~a 6= ~0, òî
~a~b = |~a| · ïð~a~b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 2.1 ïð~a
~b = |~b| cos ̂(~a,~b). Ñëåäîâàòåëüíî,

~a~b = |~a| · |~b| · cos ̂
(~a,~b) = |~a| · ïð~a~b.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



�åîìåòðè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 Äîêàæåì 2. Åñëè ~c = ~0, òî
î÷åâèäíî (~a+~b)~0 = 0 = ~a ·~0 +~b · ~0.
Åñëè ~c 6= ~0, òî (~a+~b)~c = ~c(~a+~b) = |~c| · ïð~c(~a+~b) = |~c|(ïð~c~a+ ïð~c

~b) =

= |~c| · ïð~c~a+ |~c| · ïð~c~b = ~c~a+ ~c~b = ~a~c+~b~c.

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3 àíàëîãè÷íî (ñ ó÷¼òîì ï. 2 óòâåðæäåíèÿ 2.3).

Òåîðåìà 2.2 (ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

1 |~a| =
√
~a2
,

2 cos ~̂a,~b =
~a~b

|~a| · |~b|
,

3 ~a⊥~b ⇔ ~a~b = 0 (êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ),

4

̂
(~a,~b) îñòðûé ⇔ ~a~b > 0,

̂
(~a,~b) òóïîé ⇔ ~a~b < 0,

5 åñëè ~a 6= ~0, òî ïð~a
~b =

~a~b

|~a| .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 � ñì. äîêàçàòåëüñòâî ï. 4 òåîðåìû 2.1. 2�4 ñëåäóþò èç

îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. 5 ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.4.
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Ïðèìåð (òåîðåìà êîñèíóñîâ)

Ïðèìåð. �àññìîòðèì △ABC è ïóñòü ~a =
−→
AB, ~b =

−→
AC, ~c =

−−→
CB. Òîãäà

~c = ~a−~b. Ïîëîæèì òàêæå α =
̂
(~a,~b) (ñì. ðèñ. 2.5).

B

CA

~a ~c = ~a−~b

~b

α

�èñ. 2.5

Âîñïîëüçóåìñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(òåîðåìà 2.1):

~c
2 = (~a−~b)2 = ~a

2 +~b
2 − 2~a~b.

Åñëè ïîëîæèòü a = |~a|, b = |~b|, c = |~c| è èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 2.2 (ï. 1) è

îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì

c
2 = a

2 + b
2 − 2ab cosα.

Ìû äîêàçàëè èçâåñòíóþ èç øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè òåîðåìó êîñèíóñîâ.
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Îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

Ïðèìåíèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ îðòîãîíàëüíîé

êîìïîíåíòû è îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ~a 6= ~0. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x. Ïóñòü ~x = ~y + ~z, ïðè÷åì

~y ‖ ~a, ~z⊥~a. Â ýòîì ñëó÷àå ~y íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé êîìïîíåíòîé, à ~z �

îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà ~x îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ~a.

Óòâåðæäåíèå 2.5

Ïóñòü ~a 6= ~0. òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííûå

îðòîãîíàëüíàÿ êîìïîíåíòà è îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ îòíîñèòåëüíî ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~x = ~y + ~z, ~y ‖ ~a, ~z⊥~a. Ïîñêîëüêó
~y ‖ ~a, òî ïî êðèòåðèþ êîëëèíåàðíîñòè (óòâåðæäåíèå 1.7) ~y = t~a äëÿ

íåêîòîðîãî ÷èñëà t. Óìíîæèì ðàâåíñòâî ~x = ~y+ ~z ñêàëÿðíî íà ~a. Ïîëó÷èì

~a~x = ~a~y+~a~z = ~a · (t~a) = t~a2
. Îòêóäà t =

~a~x

~a 2
, ~y =

~a~x

~a 2
·~a, ~z = ~x− ~a~x

~a 2
·~a.

Ñëåäñòâèå. Äëèíà îðòîãîíàëüíîé êîìïîíåíòû ðàâíà ìîäóëþ ïðîåêöèè.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Ñëàáûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò âåêòîðû ~a, ~b è ~c òàêèå, ÷òî ~a~c = ~b~c, íî ~a 6= ~b.

Íàïðèìåð, ïóñòü ~a è

~b � äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà, à ~c � òàêîé âåêòîð, ÷òî

~c⊥~a è ~c⊥~b. Â ñèëó êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ~a~c = ~b~c = 0. Íî
~a 6= ~b. Òåì íå ìåíåå, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2.6 (ñëàáûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

Åñëè âåêòîðû ~a è

~b òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~x âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî ~a~x = ~b~x, òî ~a = ~b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~a~x = ~b~x äëÿ ëþáîãî ~x. Òîãäà (~a−~b )~x = 0.
Ïîñêîëüêó âåêòîð ~x ìîæåò áûòü ëþáûì, âîçüìåì â êà÷åñòâå ~x âåêòîð

~a−~b. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (~a−~b )(~a−~b ) = 0. Â ñèëó ñâîéñòâà 4 ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. òåîðåìó 2.1) îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ~a−~b = ~0, ò. å.

~a = ~b.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå

2.2. Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ óäîáåí äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (~i,~j,~k) �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî èç òåîðåìû 2.2 íåìåäëåííî ñëåäóåò

~i~j = ~j~k =~i~k = 0 è

~i 2 = ~j 2 = ~k 2 = 1. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 2.3 (�îðìóëà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì

áàçèñå)

Ïóñòü â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (~i,~j,~k) çàäàíû ~x = (x1, x2, x3) è
~y = (y1, y2, y3). Òîãäà

~x~y = x1y1 + x2y2 + x3y3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâåäåíèè ~x~y = (x1
~i+ x2

~j + x3
~k)(y1~i+ y2~j + y3~k)

ðàñêðîåì ñêîáêè. Ñ ó÷åòîì ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðîâ

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. ~x2 = x2

1 + x2

2 + x2

3.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



�åîìåòðè÷åñêèå ïðèìåíåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

Èç òåîðåì 2.2 è 2.3 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àþòñÿ �îðìóëû äëÿ

âû÷èñëåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ âåëè÷èí:

1 |~x| =
√

x2

1
+ x2

2
+ x2

3
,

2 cos
̂
(~a,~b) =

x1y1 + x2y2 + x3y3√
x2

1
+ x2

2
+ x2

3
·
√

y2

1
+ y2

2
+ y2

3

,

3 ~x⊥~y ⇔ x1y1 + x2y2 + x3y3 = 0,

4 (̂~x, ~y) � îñòðûé ⇔ x1y1 + x2y2 + x3y3 > 0,

(̂~x, ~y) � òóïîé ⇔ x1y1 + x2y2 + x3y3 < 0,

5 åñëè ~x 6= ~0, òî ïð~x~y =
x1y1 + x2y2 + x3y3√

x2

1
+ x2

2
+ x2

3

.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âåêòîðîâ ïëîñêîñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â

îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (~i,~j) äëÿ ~x = (x1, x2) è ~y = (y1, y2) î÷åâèäíî
âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

~x~y = x1y1 + x2y2,

à ïðèâåäåííûå âûøå �îðìóëû ìîäè�èöèðóþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ

êîîðäèíàò.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû âåêòîðà

Çà�èêñèðóåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (~i,~j,~k) è ðàññìîòðèì

ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé âåêòîð ~a = (t1, t2, t3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α, β, γ

óãëû, êîòîðûå âåêòîð ~a îáðàçóåò ñ âåêòîðàìè

~i,~j,~k ñîîòâåòñòâåííî.

Âû÷èñëèì êîñèíóñû ýòèõ óãëîâ. Èìååì cosα =
~a~i

|~a| · |~i|
=

t1

|~a| .Ààíàëîãè÷íî,

cos β =
t2

|~a| , cos γ =
t3

|~a| . Çíà÷èò, (cosα, cos β, cos γ) =
1

|~a| (t1, t2, t3) =
~a

|~a| ,
ò. å. îðò âåêòîðà ~a èìååò êîîðäèíàòû (cosα, cosβ, cos γ). Ñëåäîâàòåëüíî,

cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Ýòà �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð íå ìîæåò îáðàçîâûâàòü

ïðîèçâîëüíûå óãëû ñ âåêòîðàìè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà.

Îïðåäåëåíèå

Íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè âåêòîðà îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîãî

áàçèñà íàçûâàþòñÿ êîñèíóñû óãëîâ, îáðàçîâàííûõ äàííûì âåêòîðîì ñ

âåêòîðàìè ýòîãî áàçèñà.

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû è êîîðäèíàòû

Íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû, êàê êîîðäèíàòû îðòà âåêòîðà çàäàþò åãî

íàïðàâëåíèå. Òåì ñàìûì óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð ñ âåêòîðàìè

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åãî íàïðàâëåíèå.

À òàê êàê ëþáûå ÷èñëà a, b, c, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ a2 + b2 + c2 = 1,
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íåêîòîðîãî îðòà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2.7

Íåíóëåâîé âåêòîð îáðàçóåò ñ âåêòîðàìè îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà óãëû

α, β, γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cos2 α+ cos2 β + cos2 γ = 1.

Ïîñêîëüêó çíàê íåíóëåâîé êîîðäèíàòû âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì

ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëÿþùåãî êîñèíóñà, ïîëó÷àåì òàêîå

Ñëåäñòâèå. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì è áàçèñíûì âåêòîðîì

îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà îñòðûé (òóïîé, ïðÿìîé), åñëè

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ, íóëåâàÿ).

À. È. Áåëîâ �2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ


