
×àñòü I. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

�1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ äëÿ íàïðàâëåíèé

Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà

À. È. Áåëîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

Äåïàðòàìåíò ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Íàïðàâëåííûå îòðåçêè (1)

1.1. Ïîíÿòèå âåêòîðà

Ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû ãåîìåòðèè, èçó÷àåìîé â

øêîëå. Îäíàêî ïîíÿòèå âåêòîðà â øêîëå äàåòñÿ íàèâíî è èñïîëüçóåò

èíòóèòèâíîå ïîíèìàíèå ðàâåíñòâà âåêòîðîâ.

Êðîìå òîãî, õîòåëîñü áû èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ ¾äâèæåíèé¿

(ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, ñîâìåùåíèå è ò.ï.). Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå òàêèõ

¾äâèæåíèé¿ îñíîâàíî íà ïîíÿòèè âåêòîðà. Ò. å. îïðåäåëÿòü âåêòîð íà èõ

îñíîâå íåëüçÿ.

Îïðåäåëåíèÿ

Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà òî÷åê (A,B) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì îòðåçêîì è

îáîçíà÷àåòñÿ

−→
AB.

Ïåðâûé ýëåìåíò òàêîé ïàðû (òî÷êà A) íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì íàïðàâëåííîãî

îòðåçêà (A,B), à âòîðîé ýëåìåíò ïàðû (òî÷êà B) � åãî êîíöîì.

�îâîðÿò òàêæå, ÷òî íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB îòëîæåí îò òî÷êè A èëè

ïðèëîæåí ê òî÷êå A.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Íàïðàâëåííûå îòðåçêè (2)

Åñëè A 6= B, òî òî÷êè A è B îïðåäåëÿþò îòðåçîê ïðÿìîé ëèíèè AB ñ

êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB èçîáðàæàþò íà ðèñóíêå

â âèäå îòðåçêà AB, îòìå÷àÿ êîíåö íàïðàâëåííîãî îòðåçêà (òî÷êó B)
ñòðåëêîé (ñì. ðèñóíîê 1.1)

A

B

�èñ. 1.1

Îïðåäåëåíèÿ

Åñëè A = B, òî òàêîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê íàçûâàåòñÿ íóëåâûì.

Äëèíîé íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

−→
AB íàçûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà AB è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |
−→
AB|. Â ÷àñòíîñòè, äëèíà íóëåâîãî íàïðàâëåííîãî

îòðåçêà ðàâíà 0.

Íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
BA íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê

−→
AB.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Íàïðàâëåíèå

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè èìåííî íàïðàâëåííûå îòðåçêè íàçûâàþò

âåêòîðàìè, íî ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè ïîíÿòèÿ. Îïðåäåëåíèå âåêòîðà

áóäåò äàíî ÷óòü ïîçæå.

Îïðåäåëåíèÿ

Íåíóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå íà ïðÿìîé

(AB) � ëó÷ ñ íà÷àëîì â òî÷êå A, ñîäåðæàùèé òî÷êó B.

Äâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêà

−→
AB è

−−→
CD, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé,

îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå íà ýòîé ïðÿìîé, åñëè â ïåðåñå÷åíèè

ëó÷åé ïîëó÷àåòñÿ ëó÷ (ò.å. ¾ñòðåëêè íàïðàâëåíû â îäíó ñòîðîíó¿); â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå

−→
AB è

−−→
CD îïðåäåëÿþò íà ýòîé ïðÿìîé

ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ñîíàïðàâëåííûå îòðåçêè

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−−→
CD íàçûâàþòñÿ

ñîíàïðàâëåííûìè, åñëè îíè ëèáî ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è îïðåäåëÿþò íà

íåé îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå, ëèáî ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è

òî÷êè B,D ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé (AC) (ñì. ðèñ. 1.2).

Îáîçíà÷åíèå:

−→
AB ↑↑

−−→
CD.

A B C D

A B

C D

�èñ. 1.2

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Àíòèíàïðàâëåííûå îòðåçêè

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−−→
CD íàçûâàþòñÿ

àíòèíàïðàâëåííûìè èëè ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè, åñëè îíè ëèáî ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé è îïðåäåëÿþò íà íåé ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ, ëèáî

ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è òî÷êè B,D ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïðÿìîé (AC) (ñì. ðèñ. 1.3). Îáîçíà÷åíèå:
−→
AB ↑↓

−−→
CD.

A B CD

A B

CD

�èñ. 1.3

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Îòêëàäûâàíèå íàïðàâëåííîãî îòðåçêà îò òî÷êè

�àññìîòðèì íåíóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB è òî÷êó C.

Åñëè òî÷êè A, B è C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî âîçüìåì íà ýòîé ïðÿìîé

òî÷êó D òàê, ÷òîáû |AB| = |CD| è
−→
AB ↑↑

−−→
CD. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ òî÷êà

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ.

Åñëè òî÷êè A, B è C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó

C ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé (AB), à ÷åðåç òî÷êó B � ïðÿìóþ,

ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé (AC). Íà èõ ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷èì òî÷êó D. Ïî

ïîñòðîåíèþ ÷åòûðåõóãîëüíèê ABDC � ïàðàëëåëîãðàìì, òàê ÷òî

|AB| = |CD| è
−→
AB ↑↑

−−→
CD (ñì. ðèñ. 1.4).

A B

C D

�èñ. 1.4

Íàçîâåì ýòî ïîñòðîåíèå

îòêëàäûâàíèåì

−→
AB îò òî÷êè C

(èëè ïàðàëëåëüíûì

ïåðåíîñîì

−→
AB â òî÷êó C).

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Óòâåðæäåíèÿ î íàïðàâëåíèÿõ

Èç îïðåäåëåííîãî íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå ïîñòðîåíèÿ î÷åâèäíî ñëåäóåò

ñïïàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Óòâåðæäåíèå 1.1

Ïóñòü

−→
AB è

−−→
CD � äâà íåíóëåâûõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêà, à M �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Ïîñòðîèì

−−−→
MB1 îòêëàäûâàåíèåì

−→
AB îò òî÷êè M

è

−−−→
MD1 � îòêëàäûâàíèåì

−−→
CD îò òî÷êè M . Òîãäà

1

−→
AB ↑↑

−−→
CD ⇔

−−−→
MB1 ↑↑

−−−→
MD1

2

−→
AB ↑↓

−−→
CD ⇔

−−−→
MB1 ↑↓

−−−→
MD1

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1.2 (î ñîíàïðàâëåííûõ îòðåçêàõ)

Åñëè íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB,

−−→
CD,

−−→
EF òàêîâû, ÷òî

−→
AB ↑↑

−−→
CD è

−−→
CD ↑↑

−−→
EF , òî

−→
AB ↑↑

−−→
EF .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

−−→
CB1 � îòëîæåííûé îò òî÷êè C íàïðàâëåííûé

îòðåçîê

−→
AB, à

−−→
CF1 � îòëîæåííûé îò òî÷êè C íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−−→
EF .

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



�àâåíñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ (1)

Òoãäà ïî óòâåðæäåíèþ 1.1

−→
AB ↑↑

−−→
CD âëå÷åò

−−→
CB1 ↑↑

−−→
CD, à

−−→
CD ↑↑

−−→
EF

âëå÷åò

−−→
CD ↑↑

−−→
CF1. Çíà÷èò

−−→
CB1,

−−→
CD,

−−→
CF1 îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå

íàïðàâëåíèå íà ïðÿìîé (CD). Òåì ñàìûì

−−→
CB1 ↑↑

−−→
CF1, îòêóäà ïî

óòâåðæäåíèþ 1.1 ñëåäóåò

−→
AB ↑↑

−−→
EF .

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ áèíàðíîå îòíîøåíèå σ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 Ëþáûå íóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè σ (ò. å.

äëÿ ëþáûõ òî÷åê A,B èìååò ìåñòî

−→
AAσ

−−→
BB.

2 Åñëè

−→
AB è

−−→
CD � íåíóëåâûå, òî

−→
ABσ

−−→
CD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|AB| = |CD| è
−→
AB ↑↑

−−→
CD.

Áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèå σ îòíîøåíèåì ðàâåíñòâà íàïðàâëåííûõ

îòðåçêîâ.

Èíîãäà ýòî îòíîøåíèå íàçûâàþò îòíîøåíèåì ýêâèïîëëåíòíîñòè.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



�àâåíñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ (2)

Òåîðåìà 1.1

Îòíîøåíèå ðàâåíñòâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ σ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. �å�ëåêñèâíîñòü. Äëÿ ëþáîãî íóëåâîãî íàïðàâëåííîãî

îòðåçêà

−→
AAσ

−→
AA ïî îïðåäåëåíèþ σ.

Åñëè

−→
AB íåíóëåâîé, òî î÷åâèäíî, ÷òî |AB| = AB| è

−→
AB ↑↑

−→
AB, ò. å.

−→
ABσ

−→
AB.

Ñèììåòðè÷íîñòü. Ïóñòü

−→
ABσ

−−→
CD.

Åñëè A = B, òî C = D, è ïî îïðåäåëåíèþ σ èìååì

−−→
CDσ

−→
AB.

Åñëè A 6= B, òî
−→
ABσ

−−→
CD âëå÷åò |AB| = |CD|,

−→
AB ↑↑

−−→
CD, à ýòî äàåò

−−→
CDσ

−→
AB

Òðàíçèòèâíîñòü. Ïóñòü

−→
ABσ

−−→
CD,

−−→
CDσ

−−→
EF .

Â ñëó÷àå A = B íåìåäëåííî èìååì C = D,E = F è ïî îïðåäåëåíèþ

−→
AAσ

−−→
EF .

Åñëè A 6= B, òî
−→
AB ↑↑

−−→
CD,

−−→
CD ↑↑

−−→
EF , îòêóäà ïî óòâåðæäåíèþ 1.2

−→
AB ↑↑

−−→
EF . Âìåñòå ñ |AB| = |CD| = |EF | ïîëó÷àåì

−→
ABσ

−−→
EF .

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïîíÿòèå âåêòîðà (1)

Îïðåäåëåíèÿ

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ðàâåíñòâà

íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç íóëåâûõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ

íàçûâàåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ

−→
0 .

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé èç íåíóëåâûõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ

(ïî ñóòè ñîíàïðàâëåííûõ äðóã äðóãó íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ îäèíàêîâîé

äëèíû) îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé ñî ñòðåëêîé, íàïðèìåð

−→a .

Äëèíîé âåêòîðà íàçûâàåòñÿ äëèíà ëþáîãî åãî èçîáðàæåíèÿ. Îáîçí.: |−→a |.

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ áóäåì îáîçíà÷àòü Vg.

Åñëè

−→
AB ∈ −→a , òî áóäåì íàçûâàòü íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
AB

èçîáðàæåíèåì âåêòîðà

−→a è, äîïóñêàÿ âîëüíîñòü çàïèñè, ïèñàòü

−→a =
−→
AB.

Åñëè

−→
AB,

−−→
CD � äâà èçîáðàæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà, òî âìåñòî

−→
ABσ

−−→
CD áóäåì ïèñàòü

−→
AB =

−−→
CD.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïîíÿòèå âåêòîðà (2)

Îïðåäåëåíèÿ

�îâîðÿò, ÷òî âåêòîðû

−→a è

−→
b ðàâíû, åñëè îíè ñîâïàäàþò êàê êëàññû

ýêâèâàëåíòíîñòè îòíîøåíèÿ σ. Îáîçíà÷åíèå: −→a =
−→
b .

Åñëè

−→
AB � èçîáðàæåíèå âåêòîðà ~a, òî âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé

èçîáðàæåíèåì

−→
BA, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ~a âåêòîðîì è

îáîçíà÷àåòñÿ −~a.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïîíÿòèå âåêòîðà (3)

Óòâåðæäåíèå 1.3

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

−→a è ëþáîé òî÷êè A ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

èçîáðàæåíèå

−→
AB âåêòîðà

−→a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

−→a =
−→
0 , òî

−→
AA � èçîáðàæåíèå

−→
0 .

Åñëè

−→a 6=
−→
0 , òî ïóñòü

−−→
CD � íåêîòîðîå èçîáðàæåíèå

−→a . Îòëîæèì
−−→
CD îò

òî÷êè A. Ïîëó÷åííûé íàïðàâëåííûé îòðåçîê îáîçíà÷èì

−→
AB. Òàê êàê ïðè

îòêëàäûâàíèè ìû ïîëó÷àåì ðàâíûå (â ñìûñëå σ) íàïðàâëåííûå îòðåçêè,

òî

−→
AB =

−−→
CD = −→a . Åäèíñòâåííîñòü î÷åâèäíà.

Îïðåäåëåíèÿ

Âçÿòèå èçîáðàæåíèÿ

−→
AB âåêòîðà

−→a (êîòîðîå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî ïî

óòâåðæäåíèþ 1.3) áóäåì íàçûâàòü îòêëàäûâàåíèåì âåêòîðà

−→a îò òî÷êè A.

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè (àíòèíàïðàâëåííûìè èëè

ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè), åñëè ó íèõ ñóùåñòâóþò ñîíàïðàâëåííûå

(ñîîòâåòñòâåííî, àíòèíàïðàâëåííûå) èçîáðàæåííèÿ. Îáîçíà÷åíèå:

−→a ↑↑
−→
b

(ñîîòâåòñòâåííî,

−→a ↑↓
−→
b ).

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êîëëèíåàðíûå âåêòîðû

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Vg � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ.

Îïðåäåëåíèÿ

Âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ êîëëèíåàðíûì ïðÿìîé ℓ, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîáðàæåíèå âåêòîðà ~a, ëåæàùåå íà ïðÿìîé ℓ. Îáîçíà÷åíèå: ~a ‖ ℓ.

Âåêòîðû ~a,~b íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ ℓ òàêàÿ
÷òî ~a ‖ ℓ è ~b ‖ ℓ. Îáîçíà÷åíèå: ~a ‖ ~b.

Óòâåðæäåíèå 1.4

Âåêòîðû ~a,~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ îäíî

(è òîëüêî îäíî) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé: ~a = ~0 èëè

~b = ~0; ~a ↑↑ ~b; ~a ↑↓ ~b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îòëîæèòü âåêòîðû ~a,~b îò îäíîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå

Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A, îò êîòîðîé îòëîæåí âåêòîð ~a,
êîëëèíåàðíûé ýòîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ îñüþ âåêòîðà ~a. Èçîáðàæåíèå
âåêòîðà ~a íà ýòîé ïðÿìîé çàäàåò íàïðàâëåíèå îñè.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êîìïëàíàðíûå âåêòîðû

Îïðåäåëåíèÿ

Âåêòîð ~a íàçûâàåòñÿ êîìïëàíàðíûì ïëîñêîñòè π, åñëè ñóùåñòâóåò

èçîáðàæåíèå âåêòîðà ~a, ëåæàùåå íà ïëîñêîñòè π. Îáîçíà÷åíèå: ~a ‖ π.

Òðè âåêòîðà ~a,~b,~c íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

ïëîñêîñòü π òàêàÿ ÷òî ~a ‖ π, ~b ‖ π, ~c ‖ π.

Çàìå÷àíèÿ.

Òðè âåêòîðà áóäóò êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ

èçîáðàæåíèÿ, îòëîæåííûå îò îäíîé òî÷êè, ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Åñëè äâà èç òðåõ äàííûõ âåêòîðîâ êîëëèíåàðíû, òî ýòè òðè âåêòîðà

êîìïëàíàðíû.

Îïðåäåëÿòü ïîíÿòèå êîìïëàíàðíîñòè äëÿ äâóõ âåêòîðîâ íå èìååò

ñìûñëà, òàê êàê äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~a,~b ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòü π
òàêàÿ ÷òî ~a ‖ π è

~b ‖ π.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ñóììà âåêòîðîâ (1)

1.2. Ñóììà âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå(ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà)

Ñóììîé âåêòîðà ~a è âåêòîðà

~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð, îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç

~a+~b è ïîëó÷åííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè A

îòêëàäûâàåì âåêòîð ~a, ïîëó÷àåì èçîáðàæåíèå

−→
AB. Çàòåì îò òî÷êè B

îòêëàäûâàåì âåêòîð

~b, ïîëó÷àåì èçîáðàæåíèå

−−→
BC. Âåêòîð ~a+~b

îïðåäåëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì

−→
AC (ñì. ðèñ. 1.5.).

B

CA

~a ~b

~a+~b

�èñ. 1.5. Ñóììà âåêòîðîâ

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ñóììà âåêòîðîâ (2)

Îïðåäåëåíèå ñóììû âåêòîðîâ íóæäàåòñÿ â ïðîâåðêå êîððåêòíîñòè: âûáîð

òî÷êè A íå äîëæåí âëèÿòü íà ðåçóëüòàò.

�àññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ñèòóàöèé � òî÷êè A,B è C íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 1.6).

✘✘✘✘✘✿✡
✡
✡✡✣

✑
✑
✑
✑
✑
✑✑✸

~a

~b

A
B

C

✘✘✘✘✘✿✡
✡
✡✡✣

✑
✑
✑
✑
✑
✑✑✸

~a

~b

A1

B1

C1

✄
✄
✄
✄✄

✄
✄
✄
✄✄ ✄

✄
✄
✄✄

q

q

qq

q

q

�èñ. 1.6

Äîêàæåì, ÷òî

−→
AC è

−−−→
A1C1 � èçîáðàæåíèÿ

îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, ÷òî AA1C1C �

ïàðàëëåëîãðàìì. Òàê êàê

−→
AB = ~a =

−−−→
A1B1

è

−−→
BC = ~b =

−−−→
B1C1, ïàðàëëåëîãðàììàìè

áóäóò AA1B1B è BB1C1C. Ïîýòîìó
AA1‖BB1, |AA1| = |BB1| è CC1‖BB1,

|CC1| = |BB1|, îòêóäà AA1‖CC1

è |AA1| = |CC1|. Ñëåäîâàòåëüíî,
AA1C1C � ïàðàëëåëîãðàìì,

÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Îñòàëüíûå âîçìîæíûå

ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ (1)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà õàðàêòåðèçóåò ñóììó âåêòîðîâ êàê àëãåáðàè÷åñêóþ

îïåðàöèþ.

Òåîðåìà 1.2

Ìíîæåñòâî Vg ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ, ò. å. äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ ~a,~b,~c ∈ Vg ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

1 ~a+~b = ~b+ ~a;

2 (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c);

3 ~a+~0 = ~a (

~0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò);

4 ∀~a ∃~b : ~a+~b = ~0 (

~b = −~a � ïðîòèâîïîëîæíûé ê ~a âåêòîð).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ~a =
−→
AB, ~b =

−−→
BC/. ÏÎ îïðåäåëåíèþ ñóììû

âåêòîðîâ ~a+~b =
−→
AC. Âîçüìåì

−−→
CD = ~a. Òîãäà ~b+ veca =

−−→
BD. Åñëè òî÷êè

A,B,C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 1.7 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå), òî

ABDC � ïàðàëëåëîãðàìì, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî |AC| = |BD| è
−→
AC ↑↑

−−→
BD,

ò. å. ~a+~b = ~b+ ~a. Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè A,B,C ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,

ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ (2)

A

B

C

D

~a

~a
~b

~a+~b

~b+ ~a

�èñ. 1.7

2. Ïóñòü ~a =
−→
AB, ~b =

−−→
BC, ~c =

−−→
CD. Òîãäà ~a+~b =

−→
AC, (~a+~b) + ~c =

−−→
AD.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

~b+ ~c =
−−→
BD, ~a+ (~b+ ~c) =

−−→
AD, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü (ñì. ðèñ. 1.8).

A

B C

D

~a

~c

~b

�èñ. 1.8

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ (3)

3. Î÷åâèäíî.

4. Ïóñòü ~a =
−→
AB. Âîçüìåì ~b = −~a =

−→
BA.

Òîãäà ~a+~b =
−→
AB +

−→
BA =

−→
AA =

−→
0 .

Íåêîëëèíåàðíûå âåêòîðû ìîæíî òàêæå ñêëàäûâàòü ïî ñëåäóþùåìó

ïðàâèëó, êîòîðîå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ:

Óòâåðæäåíèå 1.5 (ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà)

Ïóñòü ~a ∦ ~b. ×òîáû ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå âåêòîðà ~a+~b, ñëåäóåò

îòëîæèòü îò ëþáîé òî÷êè A âåêòîðû ~a è

~b, ïîëó÷èâ èçîáðàæåíèÿ
−→
AB è

−−→
AD, çàòåì ïîñòðîèòü íà ýòèõ èçîáðàæåíèÿõ ïàðàëëåëîãðàìì ABCD.

Òîãäà

−→
AC áóäåò èçîáðàæåíèåì âåêòîðà ~a+~b (ñì. ðèñ. 1.9).

✁
✁
✁
✁✁✕

✑
✑
✑
✑
✑
✑✑✸

✲
~a

~b ~a+~b

A B

CD

✁
✁
✁
✁✁

�èñ. 1.9

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ (4)

Èç îïðåäåëåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ ïî ïðàâèëó òðåóãîëüíèêà î÷åâèäíî

âûâîäèòñÿ

Ñëåäñòâèå (ïðàâèëî ìíîãîóãîëüíèêà)

×òîáû ñëîæèòü íåñêîëüêî âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am íóæíî ïîñòðîèòü

èçîáðàæåíèÿ ~a1 =
−−−→
A0A1, ~a2 =

−−−→
A1A2, . . . , ~am =

−−−−−−→
Am−1Am.

Òîãäà ~a1 + ~a2 + . . .+ ~am =
−−−−→
A0Am (ñì. ðèñ. 1.10).

A0

A1

A2

Am−1

Am

~a1

~a2

~am

m
∑

k=1

~ak

�èñ. 1.10

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ñóììû

Çàìå÷àíèÿ.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ îäíîé è òîé æå ïðÿìîé, çàìêíóòî

îòíîñèòåëüíî ñóììû âåêòîðîâ.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîìïëàíàðíûõ îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè,

çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñóììû âåêòîðîâ.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî (1)

1.3. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà ÷èñëî t íàçûâàåòñÿ âåêòîð t~a òàêîé, ÷òî:

1 |t~a | = |t| · |~a |, â ÷àñòíîñòè, åñëè t = 0, òî 0 · ~a = ~0;

2 åñëè t > 0, òî t~a ⇈ ~a;

3 åñëè t < 0, òî t~a ↑↓ ~a.

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà ~a =
−→
AB íà ÷èñëî t

îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî è íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè ïðèëîæåíèÿ A.

Òåîðåìà 1.3 (àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî)

Åñëè ~a è

~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t è s � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òî:

1 t(~a+~b) = t~a+ t~b (äèñòðèáóòèâíîñòü îòí. ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2 (t+ s)~a = t~a+ s~a (äèñòðèáóòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);

3 t(s~a ) = (ts)~a (ñâîåãî ðîäà àññîöèàòèâíîñòü);

4 1 · ~a = ~a (îñîáàÿ ðîëü åäèíèöû).

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ñëó÷àé t = 0 î÷åâèäåí.

Ïóñòü òåïåðü t > 0. Âîçüìåì ~a =
−→
AB è

~b =
−−→
BC. Îòëîæèì îò òî÷êè A

âåêòîð t~a =
−−→
AB1, à îò òî÷êè B1 âåêòîð

−−−→
B1C1.

Òàê êàê △ABC ∼ △AB1C1, òî t(~a+~b) = t ·
−→
AC =

−−→
AC1 = t~a+ t~b

(ñì. ðèñ. 1.11).

A

B

C

B1

C1

~a

t~a

~b t~b

�èñ. 1.11

Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2, 3, 4. Î÷åâèäíî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà

÷èñëî.

Ñëåäñòâèå

Ïðîòèâîïîëîæíûé âåêòîðó ~a âåêòîð −~a ðàâåí (−1) · ~a.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Îðò âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ~a � íåíóëåâîé âåêòîð. Îðòîì âåêòîðà ~a íàçûâàåòñÿ âåêòîð äëèíû 1,

ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì ~a.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàéòè îðò äàííîãî

âåêòîðà. Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè óêàçàíî, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Óòâåðæäåíèå 1.6

Åñëè � íåíóëåâîé âåêòîð, òî âåêòîð

~a
|~a |

ÿâëÿåòñÿ îðòîì âåêòîðà ~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

1

|~a |
> 0, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðà íà ÷èñëî èìååì ~a ↑↑
~a

|~a |
è

∣

∣

∣

∣

~a

|~a |

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

|~a |

∣

∣

∣

∣

· |~a | =
1

|~a |
· |~a | = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð

~a

|~a |
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îðòîì âåêòîðà ~a.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

Óòâåðæäåíèå 1.7 (êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ)

Åñëè ~a è

~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, ïðè÷åì

~b 6= ~0, òî âåêòîðû ~a è

~b
êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a = t~b äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

Íåîáõîäèìîñòü. Äëÿ ~a = ~0 î÷åâèäíî (t = 0).

Äëÿ ~a 6= ~0 è ò. ê. |~b | 6= 0, òî ~a ‖ ~b âëå÷åò ëèáî ~a ⇈ ~b, ëèáî ~a ↑↓ ~b. Ïîëîæèì

t =







|~a |

|~b |
, åñëè ~a ⇈ ~b,

− |~a |

|~b |
, åñëè ~a ↑↓ ~b.

Åñëè ~a ⇈ ~b, òî t > 0, è ïîòîìó t~b ⇈ ~b, îòêóäà t~b ⇈ ~a. Åñëè æå ~a ↑↓ ~b, òî
t < 0, è ïîòîìó t~b ↑↓ ~b, îòêóäà âíîâü t~b ⇈ ~a. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì

ñëó÷àå âåêòîðû ~a è t~b ñîíàïðàâëåííû. Êðîìå òîãî,

|t~b | = |t| · |~b | =
|~a |

|~b |
· |~b | = |~a |.

Ñëåäîâàòåëüíî, ~a = t~b.
À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

1.4 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèÿ

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1, . . . ,~an ñ êîý��èöèåíòàìè t1, . . . , tn
íàçûâàåòñÿ âåêòîð

t1~a1 + . . .+ tn~an.

Âåêòîðû ~a1, . . . ,~an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò

òàêèå ÷èñëà t1, . . . , tn íå âñå ðàâíûå 0 òàêèå, ÷òî

t1~a1 + . . .+ tn~an = ~0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû ~a1, . . . ,~an íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî

íåçàâèñèìûìè.

Óòâåðæäåíèå 1.8

Åñëè âåêòîðû ~a1, . . . ,~an ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

t1~a1 + . . .+ tn~an = ~0 ⇒ t1 = . . . = tn = 0.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îò ïðîòèâíîãî, åñëè êàêîé-òî èç êîý��èöèåíòîâ

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòëè÷åí îò 0, òî ýòî áû îçíà÷àëî ëèíåéíóþ

çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ñèñòåìû.

Çäåñü è äàëåå òåðìèí ñèñòåìà âåêòîðîâ îçíà÷àåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 1.9 (ñâîéñòâà ëèíåéíî çàâèñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ñèñòåì)

1 Åñëè ñèñòåìà âåêòîðîâ ñîäåðæèò ëèíåéíî çàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó, òî

îíà ëèíåéíî çàâèñèìà.

2 Ñèñòåìà âåêòîðîâ, ñîäåðæàùàÿ

~0 ëèíåéíî çàâèñèìà.

3 Ëþáàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ëèíåéíî

íåçàâèñèìà.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

~b = t1~a1 + . . .+ tn~an, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð

~b
ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ~a1, . . . ,~an.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

Óòâåðæäåíèå 1.10 (êðèòåðèé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè)

Ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç

âåêòîðîâ ñèñòåìû ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ~a1, . . . ,~an ëèíåéíî çàâèñèìû.

Òîãäà ñóùåñòâóþò t1, . . . , tn íå âñå ðàâíûå 0 òàêèå, ÷òî

t1~a1 + . . .+ tn~an = ~0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü t1 6= 0. Ïîëó÷èì

~a1 = −
t2
t1
~a2 − . . .−

tn
t1
~an.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ~a1 = t2~a2 + . . .~an, òî

1 · ~a1 − t2~a2 − tn~an = ~0, òî åñòü ~a1, . . . ,~an ëèíåéíî çàâèñèìû.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (1)

Òåîðåìà 1.4

Äâà âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç êðèòåðèåâ êîëëèíåàðíîñòè (óòâåðæäåíèå

1.7) è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (óòâåðæäåíèå 1.10).

Òåîðåìà 1.5

Òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè

êîìïëàíàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè òðè âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû, òî

ïî êðèòåðèþ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (óòâåðæäåíèå 1.10) îäèí èç íèõ

ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå äâà, íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ

ëèíåéíûõ îïåðàöèé îí ëåæèò ñ íèìè â îäíîé ïëîñêîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ~a,~b,~c êîìïëàíàðíû. Åñëè ~a ‖ ~b, òî ïî òåîðåìå 1.4

îíè ëèíåéíî çàâèñèìû, è ïî óòâåðæäåíèþ 1.9, ñâîéñòâî 1, ~a,~b,~c ëèíåéíî
çàâèñèìû.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (2)

Åñëè ~a ∦ ~b, òî ðàññìîòðèì èçîáðàæåíèÿ ~a =
−→
OA, ~b =

−−→
OB, ~c =

−−→
OC.

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ (CA1) ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé (OB) è ïðÿìóþ (CB1)
ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé (OA) (ñì. ðèñ. 1.12).

AA1

B

B1

C

O ~a~a1

~b

~b1
~c

�èñ. 1.12

Èìååì ~a1 =
−−→
OA1 = t

−→
OA = t~a äëÿ íåêîòîðîãî t, ~b1 =

−−→
OB1 = s

−−→
OB = s~b äëÿ

íåêîòîðîãî s, ~c = ~a1 +~b1 = t~a+ s~b, òåì ñàìûì. ïî óòâåðæäåíèþ 1.10 ~a, ~b,
~c ëèíåéíî çàâèñèìû.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



�åîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (3)

Òåîðåìà 1.6

Ëþáûå ÷åòûðå âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~a, ~b, ~c è ~d � ïðîèçâîëüíûå ÷åòûðå âåêòîðà. Åñëè

~a, ~b, ~c êîìïëàíàðíû, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âñÿ ÷åòâåðêà

âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà ïî óòâåðæäåíèþ 1.9.

Åñëè ~a, ~b, ~c íåêîìïëàíàðíû, òî ïðîâåäåì ïîñòðîåíèå (ñì. ðèñ. 1.13),

àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèþ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.5.

A

B

C

C1 D

D1

O ~a

~b

~c

~c1 ~d

~d1

π

�èñ. 1.13

Ïðÿìàÿ (DD1) ïàðàëëåëüíà
ïðÿìîé (CO), ïëîñêîñòü

π îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

−→
OA

è

−−→
OB. Ïî òåîðåìå 1.5 ~d1 = t~a+ s~b

äëÿ íåêîòîðûõ t è s. Êðîìå
òîãî, ~c1 = r~c äëÿ íåêîòîðîãî r.
Äàëåå,

~d = ~d1 + ~c1 = t~a+ s~b+ r~c,
ò. å.

~d ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ~a, ~b, ~c, à çíà÷èò âñå
÷åòûðå âåêòîðà ëèíåéíî çàâèñèìû

ïî óòâåðæäåíèþ 1.10.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Áàçèñ

1.5. Áàçèñ è êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå

Óïîðÿäî÷åííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ áàçèñîì, åñëè îíà ëèíåéíî

íåçàâèñèìà è ëþáîé âåêòîð ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ýòîé

ñèñòåìû.

Â ñèëó òåîðåì 1.4�1.6 ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1.7

Íà ïðÿìîé áàçèñ îáðàçóåò ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð.

Íà ïëîñêîñòè áàçèñ îáðàçóþò ëþáûå äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà.

Â ïðîñòðàíñòâå áàçèñ îáðàçóþò ëþáûå òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèå

Åñëè (~a1, . . . ,~an) � áàçèñ, òî ëþáîé ~x ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû

áàçèñà, ò. å. ~x = t1~a1 + . . .+ tn~an. Òàêîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ

ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ~x ïî áàçèñó (~a1, . . . ,~an).

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êîîðäèíàòû (1)

Òåîðåìà 1.8 (î åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó)

Ïóñòü (~a1, . . . ,~an) � áàçèñ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~x ñóùåñòâóþò è

åäèíñòâåííûå t1, . . . , tn òàêèå, ÷òî

~x = t1~a1 + . . .+ tn~an.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå î÷åâèäíî ïî îïðåäåëåíèþ áàçèñà.

Äîêàæåì åäèñòâåííîñòü.

Ïóñòü ~x = t1~a1 + . . .+ tn~an è ~x = s1~a1 + . . .+ sn~an � äâà ðàçëîæåíèÿ.

Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì

~0 = (t1 − s1)~a1 + . . .+ (tn − sn)~an. Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè

âåêòîðîâ áàçèñà ïî óòâåðæäåíèþ 1.8 âñå ñêîáêè ðàâíû 0, ò. å.
t1 = s1, . . . , tn = sn.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (~a1, . . . ,~an) � áàçèñ è ~x = t1~a1 + . . .+ tn~an. Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð

÷èñåë (t1, . . . , tn) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~x â áàçèñå ~a1, . . . ,~an.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êîîðäèíàòû (2)

Îïðåäåëåíèå

Åñëè îáîçíà÷èòü áàçèñ êàê a = (~a1, . . . ,~an), òî òîò �àêò, ÷òî ~x èìååò â

ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû (t1, . . . , tn) áóäåì çàïèñûâàòü òàê:

~x = (t1, . . . , tn)a.

Ïîíÿòíî, ÷òî â ðàçíûõ áàçèñàõ îäèí è òîò æå âåêòîð áóäåò èìåòü ðàçíûå

êîîðäèíàòû. Îäíàêî, êîãäà èç êîíòåêñòà ïîíÿòíî, î êàêîì áàçèñå èäåò

ðå÷ü, èíäåêñ áàçèñà ìîæíî îïóñêàòü.

Òåîðåìà 1.9 (î êîîðäèíàòàõ ñóììû âåêòîðîâ)

Ïðè ñëîæåíèè âåêòîðîâ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ñêëàäûâàþòñÿ.

Ïóñòü â áàçèñå (~a1, . . . ,~an) èìååò ìåñòî ~x = (x1, . . . , xn) è ~y = (y1, . . . , yn).
Òîãäà ~x+ ~y = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ~x = x1~a1 + . . .+ xn~an è ~y = y1~a1 + . . .+ yn~an èìååì

~x+~y = x1~a1+. . .+xn~an+y1~a1+. . .+yn~an = (x1+y1)~a1+. . .+(xn+yn)~an.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Êîîðäèíàòû (3)

Òåîðåìà 1.10 (î êîîðäèíàòàõ âåêòîðà, óìíîæåííîãî íà ÷èñëî)

Ïðè óìíîæåíèè âåêòîðà íà ÷èñëî åãî êîîðäèíàòû óìíîæàþòñÿ íà ýòî

÷èñëî.

Ïóñòü â áàçèñå (~a1, . . . ,~an) èìååò ìåñòî ~x = (x1, . . . , xn). Òîãäà
t~x = (tx1, . . . , txn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ~x = x1~a1 + . . .+ xn~an ïîëó÷àåì

~x = t(x1~a1 + . . .+ xn~an) = (tx1)~a1 + . . .+ (txn)~an.

Èç ýòîé òåîðåìû è êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ (óòâåðæäåíèå 1.7)

íåìåäëåííî ñëåäóåò

Óòâåðæäåíèå 1.11 (êîîðäèíàòíûé êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ)

Âåêòîðû êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ êîîðäèíàòû

ïðîïîðöèîíàëüíû. Ïóñòü â áàçèñå (~a1, . . . ,~an) èìååò ìåñòî

~x = (x1, . . . , xn) è ~y = (y1, . . . , yn). Òîãäà ~x ‖ ~y ⇔
x1

y1
= . . . =

xn

yn
.

Â ýòîé çàïèñè ïðîïîðöèè äîïóñêàåòñÿ 0 â çíàìåíàòåëå, íî ýòî îçíà÷àåò,

÷òî è ÷èñëèòåëü òîæå ðàâåí 0, ò. å. yi = 0 ⇒ xi = 0.

À. È. Áåëîâ �1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè


