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Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà

0.1. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ìû áóäåì îïèðàòüñÿ íà ïîíÿòèå ìàòðèöû, êîòîðîå óæå èçâåñòíî èç êóðñà

àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû

A =

(

a11 a12

a21 a22

)

âòîðîãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî îïðåäåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ

÷èñëî

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

= a11a22 − a12a21.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ îïðåäåëèòåëÿ: |A| èëè detA.

Èíûìè ñëîâàìè,

îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ íà ïîáî÷íîé

äèàãîíàëè.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëèòåëè âîçíèêëè â òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

�àññìîòðèì ïðèìåíåíèå îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:

{

a11x1 + a12x2 = b1,

a21x1 + a22x2 = b2.
(1)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆ =

∣

∣

∣

∣

a11 a12

a21 a22

∣

∣

∣

∣

, ∆1 =

∣

∣

∣

∣

b1 a12

b2 a22

∣

∣

∣

∣

, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

a11 b1
a21 b2

∣

∣

∣

∣

.

Îïðåäåëèòåëü ∆i (ïðè i = 1, 2) ïîëó÷àåòñÿ èç ∆ çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà

∆ íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñèñòåì èç êóðñà

àëãåáðû.

Îïðåäåëåíèÿ

Ìàòðèöà A = (aij), ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (1),

íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû

(ò. å. îïðåäåëèòåëü ∆) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1).

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà (1)

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 0.1 (òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà)

Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì x1 = ∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì n

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè ïðè ëþáîì n ∈ N. Äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû Êðàìåðà â îáùåì ñëó÷àå äàåòñÿ â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû. Çäåñü

ìû äîêàæåì åå òîëüêî ÷òî ñ�îðìóëèðîâàííûé ÷àñòíûé ñëó÷àé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Äîêàæåì, ÷òî íàøà ñèñòåìà èìååò ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì

∆1

∆
âìåñòî x1 è

∆2

∆
âìåñòî x2 â

ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Ïîëó÷èì

a11 ·
∆1

∆
+ a12 ·

∆2

∆
=

a11(b1a22 − b2a12) + a12(a11b2 − a21b1)

∆
=

=
a11b1a22 − a11b2a12 + a12a11b2 − a12a21b1

∆
=

=
b1(a11a22 − a12a21)

∆
=

b1 ·∆

∆
= b1.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà (2)

Èòàê, ïàðà ÷èñåë (∆1

∆
, ∆2

∆
) � ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1).

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíà òàêæå è ðåøåíèå âòîðîãî. Ìû äîêàçàëè,

÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò. Îñòàëîñü äîêàçàòü åãî

åäèíñòâåííîñòü.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü (x0
1, x

0
2) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), ò. å. ñïðàâåäëèâû

ðàâåíñòâà

{

a11x
0
1 + a12x

0
2 = b1,

a21x
0
1 + a22x

0
2 = b2.

(2)

Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà a22, âòîðîå íà −a12, è ðàññìîòðèì

ñóììó ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ:

a11a22x
0
1 + a12a22x

0
2 − a21a12x

0
1 − a22a12x

0
2 = b1a22 − b2a12.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(a11a22 − a21a12)x
0
1 = b1a22 − b2a12,

ò. å. ∆ · x0
1 = ∆1. Ïîñêîëüêó ∆ 6= 0, èìååì x0

1 = ∆1

∆
. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì,

÷òî ∆ · x0
2 = ∆2, îòêóäà x0

2 = ∆2

∆
. Ìû âçÿëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (x0

1, x
0
2)

ñèñòåìû (1) è äîêàçàëè, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (∆1

∆
, ∆2

∆
). Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà (1)

0.2. Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå

Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû

A =





a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33





òðåòüåãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà)

íàçûâàåòñÿ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32−

−a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ: |A| èëè det A.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà (2)

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà âûãëÿäèò

âåñüìà ãðîìîçäêî.

Äàëåå ìû óêàæåì ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå åå çàïîìíèòü.

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü 3-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñóììîé

øåñòè ñëàãàåìûõ, èç êîòîðûõ òðè áåðóòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ, à òðè � ñî

çíàêîì ìèíóñ. Êàæäîå ñëàãàåìîå � ýòî ïðîèçâåäåíèå òðåõ ýëåìåíòîâ

ìàòðèöû.

Íà ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå èçîáðàæåíû äâà ýêçåìïëÿðà îïðåäåëèòåëÿ

êâàäðàòíîé ìàòðèöû 3-ãî ïîðÿäêà.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû èçîáðàæåíû òî÷êàìè.

Ëèíèè â îáîèõ îïðåäåëèòåëÿõ ñîåäèíÿþò òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïðè

âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ ïåðåìíîæàþòñÿ, ïðè ýòîì ñëåâà ñîåäèíåíû

ýëåìåíòû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ,

à ñïðàâà � ýëåìåíòû, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ñî çíàêîì

ìèíóñ.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ

s

s
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s
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Ñî çíàêîì ¾ïëþñ¿

Ñî çíàêîì ¾ìèíóñ¿

�èñ. 1. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ

Ìû âèäèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ

Ñî çíàêîì ïëþñ áåðåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ãëàâíóþ

äèàãîíàëü, à òàêæå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè

ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ãëàâíîé äèàãîíàëè; ñî çíàêîì ìèíóñ �

ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü, à òàêæå

ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè,

ïàðàëëåëüíûìè ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì

òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ïîäîáíî òîìó, êàê

îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äâóõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. �àññìîòðèì ñèñòåìó òðåõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:







a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

(3)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∆1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, ∆2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

∆3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



Òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì òðåòüåãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèÿ

Ìàòðèöà A = (aij), ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (3),

íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû

(ò. å. îïðåäåëèòåëü ∆) íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (3).

îïðåäåëèòåëü ∆i (ïðè i = 1, 2, 3) ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëèòåëÿ ∆
çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû íà ñòîëáåö

ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà àíàëîãè÷íà äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå 0.1.

Òåîðåìà 0.2 (òåîðåìà Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì òðåòüåãî ïîðÿäêà)

Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå

âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì x1 = ∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
, x3 = ∆3

∆
.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, ïîñêîëüêó îíà, êàê è òåîðåìà 0.1,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Êðàìåðà, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ â

êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó (1)

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà è 1 6 i, j 6 3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mij îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà,

ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè âû÷åðêèâàíèè èç ìàòðèöû A i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà,

è ïîëîæèì Aij = (−1)i+jMij . ×èñëî Aij íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì

äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij .

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé �àêò, êîòîðûé ñâîäèò âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ

òðåòüåãî ïîðÿäêà ê âû÷èñëåíèþ òðåõ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 0.1 (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ñòðîêå

èëè ñòîëáöó)

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâåí ñóììå

ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé åå ñòðîêè [ïðîèçâîëüíîãî åå

ñòîëáöà℄ íà èõ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ



�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó (2)

Â ÷àñòíîñòè,

|A| = a11A11 + a12A12 + a13A13.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî

ïåðâîé ñòðîêå. Äîêàæåì åãî. Îòòàëêèâàÿñü îò îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ

òðåòüåãî ïîðÿäêà, èìååì

|A| = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32 =

= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31) =

= a11M11 − a12M12 + a13M13 = a11A11 + a12A12 + a13A13,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî äâóì äðóãèì

ñòðîêàì è ïî âñåì ñòîëáöàì çàïèñûâàþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà, íàïèøåì �îðìóëó ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïî âòîðîìó ñòîëáöó:

|A| = a12A12 + a22A22 + a32A32.

À. È. Áåëîâ Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ
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