
� 11. Ïàðàáîëà

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû

Îïðåäåëåíèÿ

Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû

êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà

y
2 = 2px , (1)

ãäå p > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû.

×èñëî p íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì ïàðàáîëû.

Êàê è â ñëó÷àÿõ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ åå îáùèì óðàâíåíèåì â ñìûñëå ïîíÿòèÿ îáùåãî

óðàâíåíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè, ââåäåííîãî â íà÷àëå � 6.

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè äàåòñÿ äðóãîå îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû.

Ñâÿçü ìåæäó ¾øêîëüíîé¿ ïàðàáîëîé è òåì ïîíÿòèåì ïàðàáîëû,

êîòîðîå ââåäåíî òîëüêî ÷òî, áóäåò îáñóæäåíà â êîíöå äàííîãî

ïàðàãðà�à.
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Âåðøèíà, îñü, �îêóñ è äèðåêòðèñà ïàðàáîëû

Ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé, èãðàþùèõ âàæíóþ ðîëü â èçó÷åíèè ïàðàáîëû. Ïóñòü

ïàðàáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì (1).

Îïðåäåëåíèÿ

Òî÷êà O(0, 0) (íà÷àëî êîîðäèíàò) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû, ïðÿìàÿ

y = 0 (îñü àáñöèññ) � îñüþ ïàðàáîëû, à òî÷êà F ( p
2

, 0) � åå �îêóñîì.

Ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì x = − p

2

íàçûâàåòñÿ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû.

Ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíîâ ¾âåðøèíà ïàðàáîëû¿ è ¾îñü ïàðàáîëû¿ ñòàíåò

ÿñíî ïîçäíåå, ïîñëå òîãî, êàê ìû èçó÷èì �îðìó ïàðàáîëû.
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�àñïîëîæåíèå ïàðàáîëû íà ïëîñêîñòè

Èçó÷èì ¾âíåøíèé âèä¿ ïàðàáîëû. ßñíî, ãðà�èê ïàðàáîëû ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî îñè Ox è x = y2

2p
> 0, ò. å. âñÿ ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà â

ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî èçó÷èòü âèä ïàðàáîëû â

ïåðâîé ÷åòâåðòè. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1) âûòåêàåò, ÷òî

y =
√

2px . (2)

Âû÷èñëèâ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå ýòîé �óíêöèè, ïîëó÷èì:

y
′ =

√

p

2x
è y

′′ =
−√

p

(2x)3/2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, y ′ > 0, à y ′′ < 0 ïðè ëþáîì x . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé

÷åòâåðòè ïàðàáîëà âîçðàñòàåò è âûïóêëà. Êðîìå òîãî, èç (2) ñ

î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò îñè àáñöèññ è îðäèíàò â

åäèíñòâåííîé òî÷êå � íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè

îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, ïîëó÷àåì êðèâóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå (÷òîáû âûäåëèòü ïàðàáîëó ñðåäè âñïîìîãàòåëüíûõ

ëèíèé, îíà èçîáðàæåíà êðàñíûì öâåòîì).
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�àñïîëîæåíèå ïàðàáîëû íà ïëîñêîñòè (ðèñóíîê)

s s

ss s

F ( p
2

, 0)

M(x , y)

O

PQ

x

y

x
=

−
p 2

�èñ. 1. Ïàðàáîëà
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�àñïîëîæåíèå ïàðàáîëû íà ïëîñêîñòè (êîììåíòàðèé ê ðèñóíêó)

Âíåøíå ïàðàáîëà íàïîìèíàåò îäíó èç âåòâåé ãèïåðáîëû, íî åñòü î÷åíü

ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå: â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëû, ïàðàáîëà íå èìååò

àñèìïòîò. Êàê è â ñëó÷àÿõ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 1 â � 9 è 10),

äèðåêòðèñà ïàðàáîëû íå ïåðåñåêàþò êðèâóþ, à åå �îêóñ ðàñïîëîæåí

¾âíóòðè¿ êðèâîé. Íà òî÷êè M, P è Q, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íèõ ïðÿìóþ è

îòðåçîê FM, ïðèñóòñòâóþùèå íà ðèñ. 1, ìîæíî ïîêà âíèìàíèÿ íå

îáðàùàòü � îíè ïîÿâÿòñÿ â íàøåì èçëîæåíèè ïîçäíåå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Ïàðàáîëà



Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (1)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò õàðàêòåðèçàöèþ ïàðàáîëû, êîòîðóþ íåðåäêî

ïðèíèìàþò çà åå îïðåäåëåíèå.

Òåîðåìà 11.1 (äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû)

Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàññòîÿíèå îò

M äî �îêóñà ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò M äî äèðåêòðèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ � äèðåêòðèñà

ïàðàáîëû, à òî÷êà M(x , y) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå. Òîãäà

|FM| =
√

(

x − p

2

)

2

+ y2 =

√

x2 − px +
p2

4

+ 2px =

√

(

x +
p

2

)

2

=
∣

∣

∣
x +

p

2

∣

∣

∣
.

Ïîñêîëüêó x > 0, à p > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî x + p

2

> 0, è ïîòîìó |FM| = x + p

2

.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè îðäèíàò. Òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ îðäèíàò è ñ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû

îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1). ßñíî, ÷òî

d(M, ℓ) = |MP|+ |PQ| = x +
p

2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, |FM| = d(M, ℓ).
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Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (2)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x , y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè è

ðàññòîÿíèå îò M äî �îêóñà ïàðàáîëû ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò M äî åå

äèðåêòðèñû. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (15) èç � 6, ïîëó÷àåì

√

(

x − p

2

)

2

+ y2 =
∣

∣

∣x +
p

2

∣

∣

∣.

Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò, èìååì

x
2 − px +

p2

4

+ y
2 = x

2 + px +
p2

4

,

îòêóäà y2 = 2px . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå.
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Äèðåêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû: åäèíàÿ

�îðìóëèðîâêà

Äèðåêòîðèàëüíûå ñâîéñòâà ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû ãîâîðÿò, ïî

ñóòè, îá îäíîì è òîì æå: îòíîøåíèå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íà êðèâîé äî

�îêóñà ê ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî äèðåêòðèñû åñòü êîíñòàíòà, íå

çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà òî÷êè. Äëÿ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû ýòî îòíîøåíèå

ðàâíî ýêñöåíòèñèòåòó êðèâîé, à äëÿ ïàðàáîëû � åäèíèöå. Â ñâÿçè ñ ýòèì

÷èñëî 1 èíîãäà íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòîì ïàðàáîëû. Ýòî äàåò

âîçìîæíîñòü ñ�îðìóëèðîâàòü òåîðåìû 9.2, 10.2 è 11.1 â âèäå îäíîãî

óòâåðæäåíèÿ: åñëè µ � ýëëèïñ, íå ÿâëÿþùèéñÿ îêðóæíîñòüþ, ãèïåðáîëà

èëè ïàðàáîëà, òî òî÷êà ïëîñêîñòè ïðèíàäëåæèò êðèâîé µ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî �îêóñà êðèâîé ê

ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñû

1

ðàâíî ýêñöåíòðèñèòåòó êðèâîé.

1

Äëÿ óäîáñòâà �îðìóëèðîâêè ìû ïîëàãàåì çäåñü, ÷òî (åäèíñòâåííàÿ) äèðåêòðèñà

ïàðàáîëû ñîîòâåòñòâóåò åå (åäèíñòâåííîìó) �îêóñó.
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (1)

Ïðåäëîæåíèå 11.1 (îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû)

Ëó÷ ñâåòà, âûïóùåííûé èç �îêóñà ïàðàáîëû, ïîñëå îòðàæåíèÿ îò

ïàðàáîëû íàïðàâëåí ïàðàëëåëüíî åå îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2 (ñì.

ñëåäóþùèé ñëàéä). Ïóñòü ëó÷ ñâåòà, âûïóùåííûé èç �îêóñà, îòðàæàåòñÿ

îò ïàðàáîëû â òî÷êå M(x
0

, y
0

). ×åðåç ℓ îáîçíà÷èì êàñàòåëüíóþ ê ïàðàáîëå

â òî÷êå M, ÷åðåç A � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ ñ îñüþ àáñöèññ, à ÷åðåç

ℓ′ � ëó÷, ÿâëÿþùèéñÿ îòðàæåíèåì îò ïàðàáîëû ëó÷à, âûïóùåííîãî èç

�îêóñà. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ℓ′ ‖ Ox . Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáåðåì

íà ïðÿìîé ℓ è íà ëó÷å ℓ′ òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå ïðàâåå òî÷êè M, è

îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç B è C ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Ïîñêîëüêó óãîë

ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ∠BMC = ∠AMF .
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (2)

s s s

s

s

s

F ( p
2

, 0)

M(x
0

, y
0

)

A

B

C

O x

y ℓ

ℓ′

�èñ. 2. Ê äîêàçàòåëüñòâó îïòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ïàðàáîëû
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Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû (3)

Äîêàæåì, ÷òî |AF | = |FM|. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 11.1 âûòåêàåò, ÷òî

|FM| = x
0

+ p

2

. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè äëèíó îòðåçêà AF , íàéäåì

óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî x îáå ÷àñòè êàíîíè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû (ñ÷èòàÿ y �óíêöèåé îò x è èñïîëüçóÿ ïðè

äè��åðåíöèðîâàíèè ëåâîé ÷àñòè ïðàâèëî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

�óíêöèè). Ïîëó÷èì 2yy ′ = 2p, îòêóäà y ′ = p

y
. Ïîäñòàâèì íàéäåííîå

âûðàæåíèå äëÿ y ′
â îáùèé âèä óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé, ò. å. â óðàâíåíèå

y = y
0

+ y ′(x
0

)(x − x
0

). Ïîëó÷èì y = y
0

+ p

y
0

(x − x
0

). Èñïîëüçóÿ òîò �àêò,

÷òî òî÷êà M(x
0

, y
0

) ëåæèò íà ïàðàáîëå, èìååì

y
0

y = y
2

0

+ px − px
0

= 2px
0

+ px − px
0

= p(x + x
0

).

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìàÿ ℓ èìååò óðàâíåíèå p(x + x
0

)− y
0

y = 0. Ïîäñòàâèâ

â íåãî y = 0, ïîëó÷èì x = −x
0

. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà A èìååò

êîîðäèíàòû (−x
0

, 0), è ïîòîìó |AF | = x
0

+ p

2

= |FM|.

Èòàê, |AF | = |FM|. Ñëåäîâàòåëüíî, óãëû ∠MAF è ∠AMF ðàâíû, êàê óãëû

ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà △AMF . Òàêèì îáðàçîì,

∠MAF = ∠AMF = ∠BMC . Ïîñêîëüêó ∠MAF è ∠BMC � ñîîòâåòñòâåííûå

óãëû ïðè ïåðåñå÷åíèè ℓ′ è Ox ïðÿìîé ℓ, èç ðàâåíñòâà ýòèõ óãëîâ âûòåêàåò,

÷òî ℓ′ ‖ Ox .
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (1)

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãðà�èê �óíêöèè

y = ax2 + bx + c, ãäå a 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî ¾øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ

ïàðàáîëîé è â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííîãî â íà÷àëå äàííîãî

ïàðàãðà�à. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3 (ñì.

ñëåäóþùèé ñëàéä). Âûäåëèâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà y = ax2 + bx + c

ïîëíûé êâàäðàò ïî x , ïîëó÷èì y = a(x + b

2a
)2 − b2

4a
+ c. Ñäåëàâ çàìåíó

íåèçâåñòíûõ

{

x ′ = x + b

2a
,

y ′ = y + b2

4a
− c,

(3)

ïîëó÷èì óðàâíåíèå y ′ = a(x ′)2. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü çàìåíó íåèçâåñòíûõ

{

x ′′ = y ′,

y ′′ = x ′,
(4)

è ïîëàãàÿ p = 1

2a
(íàïîìíèì, ÷òî a 6= 0), ìû ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(y ′′)2 = 2px ′′
. Åñëè p > 0, ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ÷òîáû ïðèéòè ê òîìó æå ðåçóëüòàòó, íàäî åùå

ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ

{

x ′′′ = −x ′′,

y ′′′ = y ′′.
(5)
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (2)

r

r

O x

y

O ′

y ′ = x ′′

x ′ = y ′′

�èñ. 3. �ðà�èê �óíêöèè y = ax2 + bx + c ïðè a > 0
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¾Øêîëüíàÿ¿ ïàðàáîëà (3)

Îòìåòèì, ÷òî çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè (3),

(4) è (5), èìåþò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ïåðâîé èç íèõ

ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿùèé

íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (− b

2a
,− b2

4a
+ c), âòîðîé �

ïåðåèìåíîâàíèå îñåé êîîðäèíàò, à òðåòüåé � èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ

âäîëü îñè Ox .
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