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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îáùèå óðàâíåíèÿ êðèâîé

8.1. Îáùèå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå

Ýòîò ïàðàãðà� âî ìíîãîì ñõîæ ñ äâóìÿ ïðåäûäóùèìè, íî åñòü è

ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ. Êàê è â ñëó÷àÿõ êðèâîé íà ïëîñêîñòè è

ïîâåðõíîñòè, êðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü ëèáî îáùèìè, ëèáî

ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Îáùèå óðàâíåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå

âîçíèêàþò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî íàáëþäåíèÿ: ëþáóþ êðèâóþ â

ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà

êîîðäèíàò. Ïóñòü êðèâàÿ ℓ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé σ
1

è σ
2

,

ïîâåðõíîñòü σ
1

çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì F
1

(x , y , z) = 0, à ïîâåðõíîñòü σ
2

� îáùèì óðàâíåíèåì F
2

(x , y , z) = 0. Òîãäà óðàâíåíèÿ

{

F
1

(x , y , z) = 0,

F
2

(x , y , z) = 0

(1)

íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ.

Èç îïðåäåëåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, äàííîãî â � 7, âûòåêàåò,

÷òî òî÷êà ëåæèò íà êðèâîé ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòû ýòîé

òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (1).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 8. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå



Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé

Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿþòñÿ âïîëíå

àíàëîãè÷íî îäíîèìåííûì óðàâíåíèÿì êðèâîé íà ïëîñêîñòè, êîòîðûå

óïîìèíàëèñü â � 6.

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèÿ âèäà







x = f (t),
y = g(t),
z = h(t),

(2)

ãäå f (t), g(t) è h(t) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé,

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ, åñëè òî÷êà M ñ

êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

, z
0

) ëåæèò íà ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóåò ÷èñëî t
0

òàêîå, ÷òî x
0

= f (t
0

), y
0

= g(t
0

) è z
0

= h(t
0

).
Ïåðåìåííàÿ t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.
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Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé

8.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîé òåìå ýòîãî ïàðàãðà�à � èçó÷åíèþ ïðÿìûõ â

ïðîñòðàíñòâå.

Ïîíÿòèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà äëÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ââîäèòñÿ

òî÷íî òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â � 6 äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ åå

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð äëÿ äàííîé ïðÿìîé îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî:

ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã

äðóãó) íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ.

Îòìåòèì åùå, ÷òî äëÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî

âåêòîðà íå îïðåäåëåíî. Ôîðìàëüíî ìîæíî áûëî áû íàçâàòü íîðìàëüíûì

âåêòîðîì ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíûé îðòîãîíàëüíûé åé

íåíóëåâîé âåêòîð, íî íèêàêîé ïîëüçû äëÿ èçó÷åíèÿ ïðÿìîé ýòî ïîíÿòèå íå

äàåò, ïîñêîëüêó âåêòîðîâ ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ¾ñëèøêîì ìíîãî¿ � îíè

çàïîëíÿþò ñîáîé öåëóþ ïëîñêîñòü (ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê äàííîé ïðÿìîé).
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âèäîâ óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ìû

ðàññìîòðèì ÷åòûðå âèäà òàêèõ óðàâíåíèé: ïàðàìåòðè÷åñêèå,

êàíîíè÷åñêèå, ïî äâóì òî÷êàì è îáùèå. Ïî ñðàâíåíèþ ñ âèäàìè óðàâíåíèé

ïëîñêîñòè è ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (ñì. äâà ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�à), çäåñü

îòñóòñòâóþò àíàëîãè óðàâíåíèé ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì è â îòðåçêàõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå, òî÷êà M
0

(x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò
ïðÿìîé ℓ, à âåêòîð ~a = (q, r , s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

Äîñëîâíî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â � 6 ïðè âûâîäå

ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

M ∈ ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ðàâåíñòâà







x = x
0

+ qt,

y = y
0

+ rt,

z = z
0

+ st

(3)

äëÿ íåêîòîðîãî t. Óðàâíåíèÿ (3) íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ïîíÿòèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé êðèâîé â

ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.
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Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì

Âûðàæàÿ ïàðàìåòð t èç ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû

(3) è ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

x − x
0

q
=

y − y
0

r
=

z − z
0

s
, (4)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿìîé: M
0

(x
0

, y
0

, z
0

) è M
1

(x
1

, y
1

, z
1

). Òîãäà âåêòîð
−−−→
M

0

M
1

= (x
1

− x
0

, y
1

− y
0

, z
1

− z
0

) êîëëèíåàðåí ïðÿìîé è îòëè÷åí îò

íóëåâîãî âåêòîðà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî êîîðäèíàòû â êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â

ïðîñòðàíñòâå ïî äâóì òî÷êàì:

x − x
0

x
1

− x
0

=
y − y

0

y
1

− y
0

=
z − z

0

z
1

− z
0

. (5)
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Äâà çàìå÷àíèÿ

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 8.1

Åñëè ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (3) è (4), òî

âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (q, r , s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

Çàìå÷àíèå 8.2

Åñëè ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (3), (4) è (5) , òî

òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé.
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Îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (1)

Âñÿêóþ ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñå÷åíèå

äâóõ ïëîñêîñòåé. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòåé

σ
1

è σ
2

, à A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

= 0 è A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

= 0 � îáùèå

óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé σ
1

è σ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M(x , y , z) ëåæèò íà ℓ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

{

A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

= 0,

A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

= 0,
(6)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Èç

òîãî, ÷òî ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

ïåðåñåêàþòñÿ, âûòåêàåò, ÷òî ëèáî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

,

ëèáî

B
1

B
2

6= C
1

C
2

(ñì. òåîðåìó 7.2). Òåîðåìà ñî ñëåäóþùåãî ñëàéäà

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîíÿòèå îáùèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ îáùèõ óðàâíåíèé êðèâîé â

ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.
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Îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (2)

Òåîðåìà 8.1

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà

âñÿêàÿ ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèÿìè âèäà (6), â

êîòîðûõ ëèáî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

, ëèáî

B
1

B
2

6= C
1

C
2

. Îáðàòíî, ëþáûå óðàâíåíèÿ âèäà (6)

ñ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëà A
1

, A
2

, B
1

, B
2

, C
1

è C
2

îïðåäåëÿþò

ïðÿìóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî âûøå. Äîêàæåì

âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì ñèñòåìó (6). Êàæäîå èç äâóõ óðàâíåíèé,

âõîäÿùèõ â ýòó ñèñòåìó, çàäàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü. Ýòè äâå ïëîñêîñòè

ïåðåñåêàþòñÿ, ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèÿõ

ñèñòåìû (6) íå ïðîïîðöèîíàëüíû (ñì. òåîðåìó 7.2). ßñíî, ÷òî ïðÿìàÿ, ïî

êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ýòè ïëîñêîñòè, çàäàåòñÿ ñèñòåìîé (6).
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Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1)

Çàìå÷àíèå 6.3 óêàçûâàåò ïðîñòîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ íàïðàâëÿþùåãî

âåêòîðà ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì. �àññìîòðèì

àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà

îáùèìè óðàâíåíèÿìè (6). Òðåáóåòñÿ íàéòè êîîðäèíàòû åå íàïðàâëÿþùåãî

âåêòîðà. Ïî óñëîâèþ ëèáî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

, ëèáî

B
1

B
2

6= C
1

C
2

. Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

. Ïóñòü (x
0

, y
0

, z
0

) � êîîðäèíàòû

íåêîòîðîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé ℓ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

A
1

x
0

+B
1

y
0

+C
1

z
0

+D
1

= 0 è A
2

x
0

+B
2

y
0

+ C
2

z
0

+D
2

= 0. Âû÷òåì ïåðâîå

èç ýòèõ ðàâåíñòâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6), à âòîðîå � èç âòîðîãî

óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, êîòîðóþ ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

{

A
1

(x − x
0

) + B
1

(y − y
0

) = −C
1

(z − z
0

),
A
2

(x − x
0

) + B
2

(y − y
0

) = −C
2

(z − z
0

).
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Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (2)

Áóäåì ñìîòðåòü íà ýòó ñèñòåìó êàê íà ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

x − x
0

è y − y
0

. Ïîñêîëüêó

A
1

A
2

6= B
1

B
2

, îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí

îò íóëÿ. Ïî òåîðåìå Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà åå ðåøåíèå

ìîæíî íàéòè ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

x − x
0

=

∣

∣

∣

∣

−C
1

(z − z
0

) B
1

−C
2

(z − z
0

) B
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

, à y − y
0

=

∣

∣

∣

∣

A
1

−C
1

(z − z
0

)
A
2

−C
2

(z − z
0

)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

.

Èñïîëüçóÿ, ÷òî îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ñòîëáöà ìîæíî âûíîñèòü çà

çíàê îïðåäåëèòåëÿ, à ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ ñòîëáöîâ ìåñòàìè

îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (ñì. ñâîéñòâà 1) è 3)

îïðåäåëèòåëåé â � 0), ïîëó÷àåì, ÷òî

x − x
0

=

(z − z
0

) ·

∣

∣

∣

∣

B
1

C
1

B
2

C
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

, à y − y
0

=

−(z − z
0

) ·

∣

∣

∣

∣

A
1

C
1

A
2

C
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

.
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Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (3)

Ñëåäîâàòåëüíî,

x − x
0

∣

∣

∣

∣

B
1

C
1

B
2

C
2

∣

∣

∣

∣

=
z − z

0

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

è

y − y
0

−

∣

∣

∣

∣

A
1

C
1

A
2

C
2

∣

∣

∣

∣

=
z − z

0

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

,

îòêóäà

x − x
0

∣

∣

∣

∣

B
1

C
1

B
2

C
2

∣

∣

∣

∣

=
y − y

0

−

∣

∣

∣

∣

A
1

C
1

A
2

C
2

∣

∣

∣

∣

=
z − z

0

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

.

Ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè (6). Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 8.1 ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 8.2

Âåêòîð

~a =

(
∣

∣

∣

∣

B
1

C
1

B
2

C
2

∣

∣

∣

∣

,−

∣

∣

∣

∣

A
1

C
1

A
2

C
2

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

)

(7)

ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (6).
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Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (1)

Ìû âûâåëè çàìå÷àíèå 8.2 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò �

ïðîèçâîëüíàÿ. Ôîðìóëû ïîëó÷èëèñü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè è òðóäíûìè

äëÿ çàïîìèíàíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò �

ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, îíè èìåþò î÷åíü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ (è

íàìíîãî áîëåå ïðîñòîé âûâîä).

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé (6) â

ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ïëîñêîñòè,

çàäàâàåìûå ïåðâûì è âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (6), ÷åðåç σ
1

è σ
2

ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîðû
~n
1

= (A
1

,B
1

,C
1

) è ~n
2

= (A
2

,B
2

,C
2

) ÿâëÿþòñÿ
òåïåðü íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ïëîñêîñòåé σ

1

è σ
2

ñîîòâåòñòâåííî (ñì.

çàìå÷àíèå 7.5). Ïîëîæèì

~b = ~n
1

× ~n
2

. Òîãäà

~b ⊥ ~n
1

. Ïîñêîëüêó
~n
1

⊥ σ
1

,

ïîëó÷àåì, ÷òî

~b ‖ σ
1

. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

~b ‖ σ
2

. Íî òîãäà

~b

êîëëèíåàðåí ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

, ò. å.

ïðÿìîé ℓ. Äàëåå, èç òîãî, ÷òî ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

íå ïàðàëëåëüíû è íå

ñîâïàäàþò, âûòåêàåò, ÷òî
~n
1

∦ ~n
2

. Â ñèëó 2-ãî êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè

âåêòîðîâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 11.1),

~b = ~n
1

× ~n
2

6= ~
0. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð

~b ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.
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Íàõîæäåíèå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé, çàäàííîé îáùèìè

óðàâíåíèÿìè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (2)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
~n
1

è
~n
2

èìååò â

òî÷íîñòè òå êîîðäèíàòû, êîòîðûå óêàçàíû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7)

(ñì. �îðìóëó (3) â � 3). Èòàê, ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 8.3

Åñëè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿìàÿ çàäàíà êàê

ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé, òî â êà÷åñòâå åå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà

ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ

ïëîñêîñòåé.

Îòìåòèì åùå, ÷òî

íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (6), ìîæíî

íàéòè íå èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèé 8.2 è 8.3.

Â ñàìîì äåëå, íàéäåì êîîðäèíàòû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê M
1

è M
2

,

ïðèíàäëåæàùèõ ℓ (ò. å. äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ (x
1

, y
1

, z
1

) è (x
2

, y
2

, z
2

)

ñèñòåìû óðàâíåíèé (6)). Òîãäà âåêòîð

−−−→
M

1

M
2

= (x
2

− x
1

, y
2

− y
1

, z
2

− z
1

),
î÷åâèäíî, áóäåò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ. Ýòîò ñïîñîá

ïðèìåíèì â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ìû çàâåðøèëè ðàññìîòðåíèå âèäîâ óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè (1)

Ïåðåéäåì ê âîïðîñàì î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè è î

âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè äâóõ ïðÿìûõ.

8.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè

Òåîðåìà 8.2

Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà óðàâíåíèåì Ax +By + Cz +D = 0, à ïðÿìàÿ ℓ �

óðàâíåíèÿìè (3). Òîãäà:

1) ℓ è σ ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq + Br + Cs 6= 0;

2) ℓ è σ ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq + Br + Cs = 0 è

Ax
0

+ By
0

+ Cz
0

+D 6= 0;

3) ℓ ëåæèò â σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq + Br + Cs = 0 è

Ax
0

+ By
0

+ Cz
0

+D = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ÷åòûðåõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè x , y , z è t:














Ax + By + Cz + D = 0,

x = x
0

+ qt,

y = y
0

+ rt,

z = z
0

+ st.

(8)
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè (2)

Ïîäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè òðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû âìåñòî

x , y è z â ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

A(x
0

+ qt) + B(y
0

+ rt) + C(z
0

+ st) + D = 0,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(Aq + Br + Cs)t + (Ax
0

+ By
0

+ Cz
0

+ D) = 0. (9)

ßñíî, ÷òî åñëè Aq + Br + Cs 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå. Íî òîãäà ñèñòåìà (8) òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è

ïîòîìó ïðÿìàÿ ℓ è ïëîñêîñòü σ ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè Aq + Br + Cs = 0 è

Ax
0

+ By
0

+ Cz
0

+ D 6= 0, òî óðàâíåíèå (9) íå èìååò ðåøåíèé. Â ýòîì

ñëó÷àå ñèñòåìà (8) òàêæå íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó ℓ è σ ïàðàëëåëüíû.

Íàêîíåö, åñëè Aq + Br + Cs = 0 è Ax
0

+ By
0

+ Cz
0

+ D = 0, òî óðàâíåíèå

(9) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (8) òàêæå

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, è ïîòîìó ℓ ëåæèò â σ.

Ìû äîêàçàëè äîñòàòî÷íîñòü â êàæäîì èç óòâåðæäåíèé 1)�3). Ïîñëå ýòîãî

íåîáõîäèìîñòü â êàæäîì èç íèõ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê

áûëà äîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü â óòâåðæäåíèÿõ 1)�3) òåîðåìû 6.2.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (1)

8.4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ

Òåîðåìà 8.3

Ïóñòü ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

çàäàíû óðàâíåíèÿìè







x = x
1

+ q
1

t,

y = y
1

+ r
1

t,

z = z
1

+ s
1

t

è







x = x
2

+ q
2

t,

y = y
2

+ r
2

t,

z = z
2

+ s
2

t

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

y
2

− y
1

z
2

− z
1

q
1

r
1

s
1

q
2

r
2

s
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

1) ℓ
1

è ℓ
2

ñêðåùèâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ 6= 0;

2) ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆ = 0 è ëèáî

q
1

q
2

6= r
1

r
2

, ëèáî

r
1

r
2

6= s
1

s
2

;

3) ℓ
1

è ℓ
2

ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q
1

q
2

= r
1

r
2

= s
1

s
2

è ëèáî

x
2

−x
1

q
1

6= y
2

−y
1

r
1

, ëèáî

y
2

−y
1

r
1

6= z
2

−z
1

s
1

;

4) ℓ
1

è ℓ
2

ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

q
1

q
2

= r
1

r
2

= s
1

s
2

è

x
2

−x
1

q
1

= y
2

−y
1

r
1

= z
2

−z
1

s
1

.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
~a
1

= (q
1

, r
1

, s
1

) �
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ

1

;
~a
2

= (q
2

, r
2

, s
2

) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð

ïðÿìîé ℓ
2

; M
1

(x
1

, y
1

, z
1

) � òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé ℓ
1

; M
2

(x
2

, y
2

, z
2

)

� òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ïðÿìîé ℓ
2

;
~c =

−−−→
M

1

M
2

= (x
2

− x
1

, y
2

− y
1

, z
2

− z
1

).
ßñíî, ÷òî ïðÿìûå ℓ

1

è ℓ
2

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà âåêòîðû
~c, ~a

1

è
~a
2

êîìïëàíàðíû. Óòâåðæäåíèå 1) âûòåêàåò òåïåðü èç

çàìå÷àíèÿ 12.2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî ïðè

âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
~a
1

∦ ~a
2

. Âíîâü èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 12.2 è ó÷èòûâàÿ êðèòåðèé

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 2).

Ïóñòü, íàêîíåö,
~a
1

‖ ~a
2

. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ëèáî

ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò. ×òîáû ðàçäåëèòü äâà ýòèõ ñëó÷àÿ,

äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè òî÷êà M
2

íà ïðÿìîé ℓ
1

. Åñëè îòâåò

ïîëîæèòåëåí, òî ïðÿìûå ñîâïàäàþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïàðàëëåëüíû.

Âíîâü èñïîëüçóÿ êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ
1

èìåþò âèä

x−x
1

q
1

= y−y
1

r
1

= z−z
1

s
1

,

ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 3) è 4).
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (1)

8.5. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � âûâåñòè �îðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî

ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè

óðàâíåíèÿìè







x = x
0

+ qt,

y = y
0

+ rt,

z = z
0

+ st,

à M(x
1

, y
1

, z
1

) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè

(x
0

, y
0

, z
0

), ïðèíàäëåæàùóþ ïðÿìîé ℓ, îáîçíà÷èì ÷åðåç M
0

, à âåêòîð ñ

êîîðäèíàòàìè (q, r , s), ÿâëÿþùèéñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ, �

÷åðåç
~a. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì ~c =

−−−→
M

0

M = (x
1

− x
0

, y
1

− y
0

, z
1

− z
0

).
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1.

s

s

ℓM
0

M

d(M, ℓ)

~a

~c

�èñ. 1. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (2)

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé ℓ ÷åðåç d(M, ℓ). ßñíî, ÷òî
d(M, ℓ) � âûñîòà ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

~a è
~c .

Îáîçíà÷èì åãî ïëîùàäü ÷åðåç S . Òîãäà d(M, ℓ) = S
|~a |

. Âñïîìèíàÿ

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî

d(M, ℓ) =
| ~a× ~c |

| ~a |
.

Ïî ñóùåñòâó, ýòî è åñòü �îðìóëà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé â

ïðîñòðàíñòâå. Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, òî, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (5) èç � 3, ìîæíî â

ÿâíîì âèäå âûðàçèòü d(M, ℓ) ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê M
0

è M è âåêòîðà
~a:

d(M, ℓ) =

√

√

√

√

√

√

(

r(z
1

− z
0

)− s(y
1

− y
0

)
)

2

+
(

q(z
1

− z
0

)− s(x
1

− x
0

)
)

2

+

+
(

q(y
1

− y
0

)− r(x
1

− x
0

)
)

2

q2 + r2 + s2
.
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Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì (1)

8.6. Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì. �àññòîÿíèå

ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü � íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó

ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Ïðåæäå, ÷åì âûâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ

�îðìóëó, íàäî ñêàçàòü, ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä òàêèì ðàññòîÿíèåì. Äëÿ ýòîãî

íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ℓ
1

è ℓ
2

� ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå. Îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê

ïðÿìûì ℓ
1

è ℓ
2

íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê êàæäîé èç

ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

è ïåðåñåêàþùàÿ êàæäóþ èç íèõ.

Íè èç êàêèõ àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé íå âûòåêàåò, ÷òî îáùèé

ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì, ÷òî ýòî

òàê.

Òåîðåìà 8.4

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ñóùåñòâóåò îáùèé

ïåðïåíäèêóëÿð ê ýòèì ïðÿìûì.
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Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå. Ïóñòü
~s
1

è
~s
2

� íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî ýòè âåêòîðû íå êîëëèíåàðíû, òàê êàê â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

áûëè áû ïàðàëëåëüíûìè èëè ñîâïàäàëè

áû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ℓ
1

ïàðàëëåëüíî ℓ
2

, à

÷åðåç ℓ′
2

� îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ℓ
2

íà ïëîñêîñòü σ. Ïîñêîëüêó ~s
1

∦ ~s
2

,

ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ′
2

ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì òî÷êó èõ ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç M.

Ïîñêîëüêó M ∈ ℓ′
2

, èç ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîé ℓ′
2

âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà M

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü σ íåêîòîðîé òî÷êè

N ∈ ℓ
2

. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðÿìàÿ MN ïåðïåíäèêóëÿðíà êàæäîé èç ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

è ïåðåñåêàåò êàæäóþ èõ íèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ

îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ℓ
1

è ℓ
2

.
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Îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì (3)

s

s

M

N

ℓ
1

ℓ
2

ℓ′
2

~s
1

~s
2

σ

�èñ. 2. Ïîñòðîåíèå îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà
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�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè (1)

Îïðåäåëåíèå

�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, â êîòîðûõ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê

ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàåò ýòè ïðÿìûå, íàçûâàåòñÿ

ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ℓ
1

è ℓ
2

è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç d(ℓ
1

, ℓ
2

).

Òàêîå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó, êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, ðàññòîÿíèå ìåæäó

òî÷êàìè, â êîòîðûõ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿìûì ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàåò ýòè ïðÿìûå, ðàâíî ìèíèìóìó èç äëèí âñåõ îòðåçêîâ âèäà

A
1

A
2

, ãäå A
1

∈ ℓ
1

, à A
2

∈ ℓ
2

.
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�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè (2)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ

ïðÿìûìè, ïðîäîëæèì ïîñòðîåíèÿ, íà÷àòûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

8.4. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Ïóñòü ℓ
1

è ℓ
2

� ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå, ℓ � èõ îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð,
~s
1

è
~s
2

� íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ñîîòâåòñòâåííî, M � òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ℓ è ℓ
1

, à N � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ℓ è ℓ
2

.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A
1

∈ ℓ
1

è A
2

∈ ℓ
2

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B è C

êîíöû íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ïîëó÷àòñÿ, åñëè îòëîæèòü îò òî÷êè

A
1

âåêòîðû
~s
1

è
~s
2

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîèì ïàðàëëåëåïèïåä íà âåêòîðàõ

−−−→
A
1

A
2

,

−−→
A
1

B è

−−→
A
1

C . ßñíî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ℓ
1

è ℓ
2

(ò. å.

äëèíà îòðåçêà MN) ñîâïàäàåò ñ äëèíîé âûñîòû ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,

îïóùåííîé èç òî÷êè A
2

. Ïîëîæèì
~a =

−−−→
A
1

A
2

. Äëèíà âûñîòû

ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà ÷àñòíîìó îò äåëåíèÿ åãî îáúåìà íà ïëîùàäü

îñíîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ℓ
1

è

ℓ
2

, íàäî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~a, ~s

1

è
~s
2

,

ðàçäåëèòü íà ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~s
1

è
~s
2

.
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�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè (3)

s

s

s

s

s

s

s

ℓ

ℓ
1

ℓ
2

A
1

A
2

B

C

M

N

~a

~s
1

~s
2

d
(ℓ

1

,
ℓ 2

)

d
(ℓ

1

,
ℓ 2

)

�èñ. 3. �àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè
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�àññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè (4)

Âñïîìèíàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî è ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèé

âåêòîðîâ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

d(ℓ
1

, ℓ
2

) =
| ~a~s

1

~s
2

|

|~s
1

× ~s
2

|
.

Ïî ñóùåñòâó, ýòî è åñòü �îðìóëà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ

ïðÿìûìè.

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, òî, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (5) èç � 3 è �îðìóëó

(4) èç � 4, ìîæíî â ÿâíîì âèäå âûðàçèòü d(ℓ
1

, ℓ
2

) ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷åê

M
1

è M
2

è âåêòîðîâ
~s
1

è
~s
2

. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷åê M
1

è M
2

÷åðåç

(x
1

, y
1

, z
1

) è (x
2

, y
2

, z
2

) ñîîòâåòñòâåííî, à êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~s
1

è
~s
2

�

÷åðåç (a
1

, b
1

, c
1

) è (a
2

, b
2

, c
2

) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

d(ℓ
1

, ℓ
2

) =

mod

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
2

− x
1

y
2

− y
1

z
2

− z
1

a
1

b
1

c
1

a
2

b
2

c
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

√

(b
1

c
2

− c
1

b
2

)2 + (a
1

c
2

− c
1

a
2

)2 + (a
1

b
2

− b
1

a
2

)2

(ñèìâîëîì mod çäåñü, êàê è â �îðìóëå (6) èç � 3, îáîçíà÷åí ìîäóëü

îïðåäåëèòåëÿ).
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