
� 7. Ïëîñêîñòü

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ýòîò ïàðàãðà� ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ïëîñêîñòè. Îí ïîñòðîåí ïî òîìó æå

ïëàíó, ÷òî è ïðåäûäóùèé. Ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ ñõîæè êàê ïî

�îðìóëèðîâêàì, òàê è ïî äîêàçàòåëüñòâàì. Èíîãäà âñå îòëè÷èÿ â

äîêàçàòåëüñòâàõ ñâîäÿòñÿ ê ïîÿâëåíèþ ó òî÷åê è âåêòîðîâ òðåòüèõ

êîîðäèíàò. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî â ÿâíîì âèäå,

îãðàíè÷èâàÿñü óêàçàíèåì íà åãî ñõîäñòâî ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãè÷íîãî

óòâåðæäåíèÿ äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

7.1. Îáùåå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

Ïîäîáíî òîìó, êàê ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâîé, ïëîñêîñòü

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîâåðõíîñòè. Â êîíöå íàøåãî êóðñà (â � 13�16)

áóäóò èçó÷àòüñÿ ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòüþ. Ïîýòîìó â

íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðà�à ìû ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ïðîèçâîëüíûõ

ïîâåðõíîñòÿõ.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè

Êàê è êðèâûå íà ïëîñêîñòè, ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèé äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçàòü,

êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè (è

òîëüêî ýòèõ òî÷åê). Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèå âèäà F (x , y , z) = 0, ãäå F (x , y , z) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò

òðåõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè σ, åñëè
òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ëåæèò íà σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû

óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,

êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F (x , y , z) = 0, íàçûâàåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñ�åðó. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà,

ñ�åðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a, b, c) çàäàåòñÿ (â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) óðàâíåíèåì

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r
2,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî îáùåìó óðàâíåíèþ

(x − a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 − r
2 = 0.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè: îïðåäåëåíèå

Âòîðîé ñïîñîá çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè óðàâíåíèÿìè, êàê è â ñëó÷àå êðèâîé

íà ïëîñêîñòè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî óêàçûâàåòñÿ íå çàâèñèìîñòü ìåæäó

êîîðäèíàòàìè òî÷åê, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò äàííîé ïîâåðõíîñòè, à

çàâèñèìîñòü êàæäîé èç ýòèõ êîîðäèíàò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ (îòëè÷èå

îò êðèâûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè òðåáóåòñÿ íå îäèí

ïàðàìåòð, à äâà). Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèÿ âèäà







x = f (u, v),
y = g(u, v),
z = h(u, v),

ãäå f (u, v), g(u, v) è h(u, v) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ,

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè σ, åñëè òî÷êà M

ñ êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

, z
0

) ëåæèò íà σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñóùåñòâóþò ÷èñëà u
0

è v
0

òàêèå, ÷òî x
0

= f (u
0

, v
0

), y
0

= g(u
0

, v
0

) è
z
0

= h(u
0

, v
0

). Ïåðåìåííûå u è v íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðàìè.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè: ïðèìåð (1)

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñ�åðó ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà, à M ′
� åå

ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy . Îáîçíà÷èì ÷åðåç u óãîë ìåæäó

ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè M ′
, à

÷åðåç v � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Oz è

ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè M (ñì. ðèñ. 1).

s

s

s
M
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�èñ. 1. Ïàðàìåòðû äëÿ ñ�åðû
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè: ïðèìåð (2)

Ïóñòü σ � ñ�åðà ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Åå

ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä







x = r cos u sin v ,
y = r sin u sin v ,
z = r cos v .

(1)

Â ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (x , y , z), êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (1), òî

x
2 + y

2 + z
2 = r

2 sin2 v(cos2 u + sin2 u) + r
2 cos2 v =

= r
2(sin2 v + cos2 v) = r

2,

è ïîòîìó M ∈ σ.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè: ïðèìåð (3)

Îáðàòíî, ïóñòü òî÷êà M(x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò σ. Äàëüíåéøèå
ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′

è N ïðîåêöèè

òî÷êè M íà ïëîñêîñòü Oxy è îñü Oz ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç K è L �

ïðîåêöèè òî÷êè M ′
íà îñè Ox è Oy ñîîòâåòñòâåííî. Èç △OMN ÿñíî, ÷òî

z
0

= |ON| = r cos v è |OM ′| = |MN| = r sin v . À èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà è

△OKM ′
ïîëó÷àåì, ÷òî x

0

= |OK | = |OM ′| cos u = r cos u sin v , à
y
0

= |OL| = |KM ′| = |OM ′| sin u = r sin u sin v . Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû

òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (1).
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�èñ. 2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ñ�åðû
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Íàïðàâëÿþùèé è íîðìàëüíûé âåêòîðû ïëîñêîñòè

7.2. Âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòè

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîé òåìå ýòîãî ïàðàãðà�à � èçó÷åíèþ ïëîñêîñòè.

Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå äâà ïîíÿòèÿ, êîòîðûå

áóäóò èãðàòü èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ åå

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî

êàê íàïðàâëÿþùèé, òàê è íîðìàëüíûé âåêòîð äëÿ äàííîé ïëîñêîñòè

îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ïëîñêîñòü èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ è áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã

äðóãó) íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè (1)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âèäîâ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè. Ìû ðàññìîòðèì

ïÿòü âèäîâ òàêèõ óðàâíåíèé: ïàðàìåòðè÷åñêèå, êàíîíè÷åñêîå, ïî òðåì

òî÷êàì, îáùåå è â îòðåçêàõ. Ïî ñðàâíåíèþ ñ âèäàìè óðàâíåíèé ïðÿìîé íà

ïëîñêîñòè, óêàçàííûìè â � 6, çäåñü îòñóòñòâóåò ëèøü àíàëîã óðàâíåíèÿ

ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì.

Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäÿò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ

íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü σ � ïëîñêîñòü, òî÷êà M
0

(x
0

, y
0

, z
0

)
ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè σ, à âåêòîðû ~a

1

= (q
1

, r
1

, s
1

) è ~a
2

= (q
2

, r
2

, s
2

)
ÿâëÿþòñÿ åå íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè, íå êîëëèíåàðíûìè ìåæäó ñîáîé.

Ïóñòü M(x , y , z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì

ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M
0

÷åðåç
~r
0

, à ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M � ÷åðåç
~r .

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.

r

r

r

MM
0

O

~a
1

~a
2

~r~r
0

σ

�èñ. 3. Ê âûâîäó ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè (2)

ßñíî, ÷òî òî÷êà M ëåæèò â ïëîñêîñòè σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

âåêòîð

−−−→
M

0

M êîëëèíåàðåí σ. Âåêòîðû ~a
1

è
~a
2

îáðàçóþò áàçèñ ïëîñêîñòè σ.

Åñëè âåêòîð

−−−→
M

0

M è ïëîñêîñòü σ êîëëèíåàðíû, òî, â ñèëó òåîðåìû î

ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóþò ÷èñëà u è v

òàêèå, ÷òî

−−−→
M

0

M = u~a
1

+ v~a
2

. Îáðàòíî, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè−−−→
M

0

M = u~a
1

+ v~a
2

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë u è v , òî
−−−→
M

0

M ‖ σ. Òàêèì îáðàçîì,

M ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

−−−→
M

0

M = u~a
1

+ v~a
2

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë

u è v . Ïîñêîëüêó ~r = ~r
0

+
−−−→
M

0

M, ïîëó÷àåì, ÷òî M ∈ σ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
~r = ~r

0

+ u~a
1

+ v~a
2

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë u è v . Êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ
~r è ~r

0

ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè òî÷åê M è M
0

ñîîòâåòñòâåííî.

�àñïèñàâ ðàâåíñòâî
~r = ~r

0

+ u~a
1

+ v~a
2

â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ







x = x
0

+ q
1

u + q
2

v ,
y = y

0

+ r
1

u + r
2

v ,
z = z

0

+ s
1

u + s
2

v ,
(2)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïëîñêîñòè.

Ïîíÿòèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ïîíÿòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòè, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â

íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.
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Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, òî÷êà M(x , y , z) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè σ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû

−−−→
M

0

M = (x − x
0

, y − y
0

, z − z
0

), ~a
1

è
~a
2

êîìïëàíàðíû. Èç çàìå÷àíèÿ 12.2 âûòåêàåò, ÷òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî

âûïîëíåíèþ ðàâåíñòâà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − x
0

y − y
0

z − z
0

q
1

r
1

s
1

q
2

r
2

s
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, (3)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè àíàëîãè÷íî îäíîìó èç äâóõ

óêàçàííûõ â � 6 ñïîñîáîâ çàïèñè êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà

ïëîñêîñòè (ñì. óðàâíåíèå (5) â � 6).
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Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïî òðåì òî÷êàì

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû òðåõ òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè è íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, �

M
0

(x
0

, y
0

, z
0

), M
1

(x
1

, y
1

, z
1

) è M
2

(x
2

, y
2

, z
2

). Òîãäà âåêòîðû−−−→
M

0

M
1

= (x
1

− x
0

, y
1

− y
0

, z
1

− z
0

) è
−−−→
M

0

M
2

= (x
2

− x
0

, y
2

− y
0

, z
2

− z
0

)
êîëëèíåàðíû ïëîñêîñòè è íå êîëëèíåàðíû ìåæäó ñîáîé (ïîñëåäíåå

ãàðàíòèðîâàíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî òî÷êè M
0

, M
1

è M
2

íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé). Ïîäñòàâëÿÿ èõ êîîðäèíàòû â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ïî òðåì

òî÷êàì:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − x
0

y − y
0

z − z
0

x
1

− x
0

y
1

− y
0

z
1

− z
0

x
2

− x
0

y
2

− y
0

z
2

− z
0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (4)

Êàê è â ñëó÷àå ñ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî

ñ÷èòàòü àíàëîãè÷íûì óðàâíåíèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ïî äâóì

òî÷êàì (ñì. óðàâíåíèå (6) â � 6), ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∣

∣

∣

∣

x − x
0

y − y
0

x
1

− x
0

y
1

− y
0

∣

∣

∣

∣

= 0.
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Äâà çàìå÷àíèÿ

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àíèÿ.

Çàìå÷àíèå 7.1

Åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (2) è (3), òî âåêòîðû ñ

êîîðäèíàòàìè (q
1

, r
1

, s
1

) è (q
2

, r
2

, s
2

) ÿâëÿþòñÿ åå íàïðàâëÿþùèìè

âåêòîðàìè, íå êîëëèíåàðíûìè ìåæäó ñîáîé.

Çàìå÷àíèå 7.2

Åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (2), (3) è (4), òî òî÷êà ñ

êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

, z
0

) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (1)

�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü èç ðàâåíñòâà (3) ïî ïåðâîé ñòðîêå, èìååì

ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∣

∣

∣

∣

r
1

s
1

r
2

s
2

∣

∣

∣

∣

· (x − x
0

)−
∣

∣

∣

∣

q
1

s
1

q
2

s
2

∣

∣

∣

∣

· (y − y
0

) +

∣

∣

∣

∣

q
1

r
1

q
2

r
2

∣

∣

∣

∣

· (z − z
0

) = 0. (5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

A =

∣

∣

∣

∣

r
1

s
1

r
2

s
2

∣

∣

∣

∣

, B = −
∣

∣

∣

∣

q
1

s
1

q
2

s
2

∣

∣

∣

∣

, C =

∣

∣

∣

∣

q
1

r
1

q
2

r
2

∣

∣

∣

∣

.

Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

A(x − x
0

) + B(y − y
0

) + C(z − z
0

) = 0.

Ïîëîæèâ D = −Ax
0

− By
0

− Cz
0

, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

Ax + By + Cz + D = 0. (6)

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè A = B = C = 0, òî

q
1

q
2

= r
1

r
2

= s
1

s
2

. Â ñèëó êðèòåðèÿ

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû
~a
1

è
~a
2

êîëëèíåàðíû

âîïðåêè èõ âûáîðó. Óðàâíåíèå âèäà (6), â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

èç ÷èñåë A, B è C îòëè÷íî îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

ïëîñêîñòè. Òåîðåìà ñî ñëåäóþùåãî ñëàéäà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ïîíÿòèå

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè,

êîòîðîå áûëî ââåäåíî â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (2)

Òåîðåìà 7.1

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà

âñÿêàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà (6), â êîòîðîì ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A, B è C îòëè÷íî îò íóëÿ. Îáðàòíî, ëþáîå

óðàâíåíèå âèäà (6) ñ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëà A, B è C

îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû áûëî äîêàçàíî âûøå.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (6), ãäå A 6= 0, èëè

B 6= 0, èëè C 6= 0. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî A 6= 0. Âîçüìåì

ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (x
0

, y
0

, z
0

) óðàâíåíèÿ (6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
0

òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

, z
0

). Ïîëîæèì ~s
1

= (−B,A, 0) è
~s
2

= (−C , 0,A). Èç òîãî, ÷òî A 6= 0 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû
~s
1

è
~s
2

íåïðîïîðöèîíàëüíû, à çíà÷èò è íå êîëëèíåàðíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M

0

êîëëèíåàðíî âåêòîðàì
~s
1

è
~s
2

.

Äîêàæåì, ÷òî ïëîñêîñòü σ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (6).

Çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − x
0

y − y
0

z − z
0

−B A 0

−C 0 A

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (7)
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Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè (3)

�àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü èç ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî ïåðâîé ñòðîêå,

èìååì A2(x − x
0

) + AB(y − y
0

) + AC(z − z
0

) = 0. �àçäåëèâ ýòî óðàâíåíèå

íà A, ïîëó÷èì Ax + By + Cz − Ax
0

− By
0

− Cz
0

= 0. Ïîñêîëüêó (x
0

, y
0

, z
0

)
� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), −Ax

0

− By
0

− Cz
0

= D . Ñëåäîâàòåëüíî,

óðàâíåíèå (7) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (6).

Åñëè îòëè÷åí îò íóëÿ îäèí èç êîý��èöèåíòîâ B è C , äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàäî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà B 6= 0, ðàññìîòðåòü

âåêòîðû
~s
1

= (−B,A, 0) è ~s
2

= (0,−C ,B), à â ñëó÷àå, êîãäà C 6= 0, �

âåêòîðû
~s
1

= (−C , 0,A) è ~s
2

= (0,−C ,B).

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 7.1 ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùèé �àêò.

Çàìå÷àíèå 7.3

Ïóñòü ïëîñêîñòü çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì (6). Ïîëîæèì
~s
1

= (−B,A, 0),
~s
2

= (−C , 0,A) è ~s
3

= (0,−C ,B). Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå äâà èç âåêòîðîâ

~s
1

,
~s
2

è
~s
3

íå êîëëèíåàðíû è ÿâëÿþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè

ïëîñêîñòè (åñëè A 6= 0, òî ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò âåêòîðû
~s
1

è
~s
2

,

åñëè B 6= 0 � âåêòîðû
~s
1

è
~s
3

, à åñëè C 6= 0 � âåêòîðû
~s
2

è
~s
3

).
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�ëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ïëîñêîñòü π çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax +By + Cz +D = 0. Òîãäà

âåêòîð
~n = (A,B,C) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè π.

Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Â

ñàìîì äåëå, ÿñíî, ÷òî åñëè t � íåíóëåâîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèÿ

Ax + By + Cz + D = 0 è tAx + tBy + tCz + tD = 0 îïðåäåëÿþò îäíó è òó

æå ïëîñêîñòü, ãëàâíûìè âåêòîðàìè êîòîðîé áóäóò êàê (A,B,C), òàê è
(tA, tB, tC).

Çàìå÷àíèå 7.4

�ëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè íå êîëëèíåàðåí ýòîé ïëîñêîñòè.

Ìû îïóñêàåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà, ïîñêîëüêó îíî âïîëíå

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó çàìå÷àíèÿ 6.4.
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Åùå îäíî çàìå÷àíèå

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, òî

çàìå÷àíèå 7.4 ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (A,B,C) è (−B,A, 0) ðàâíî
−AB + BA = 0, ò. å. ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû (ñì. êðèòåðèé

îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ â � 2). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîñòü

âåêòîðà (A,B,C) êàæäîìó èç âåêòîðîâ (−C , 0,A) è (0,−C ,B). Â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 7.3 âåêòîð (A,B,C) îðòîãîíàëåí ê äâóì íåêîëëèíåàðíûì

âåêòîðàì, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ñ óðàâíåíèåì (6). Ñëåäîâàòåëüíî,

ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 7.5

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, òî ãëàâíûé

âåêòîð ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì. Äðóãèìè ñëîâàìè,

åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

óðàâíåíèåì (6), òî âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (A,B,C) ÿâëÿåòñÿ åå

íîðìàëüíûì âåêòîðîì.
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Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ (1)

Ïóñòü òåïåðü σ � ïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è íå

ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Òîãäà σ ïåðåñåêàåò âñå òðè îñè

êîîðäèíàò. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4. Îáîçíà÷èì

ïåðâóþ êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ σ ñ îñüþ àáñöèññ ÷åðåç a, âòîðóþ

êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ σ ñ îñüþ îðäèíàò � ÷åðåç b, à òðåòüþ

êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ σ ñ îñüþ àïïëèêàò � ÷åðåç c. Òîãäà

a, b, c 6= 0 è σ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0, 0), (0, b, 0) è
(0, 0, c).

s

s

ss

a

b

c

x

y

z

σ

�èñ. 4. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ
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Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ (2)

Íàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ ïî òî÷êàì (a, 0, 0), (0, b, 0) è (0, 0, c):

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − a y − 0 z − 0

0 − a b − 0 0 − 0

0 − a 0− 0 c − 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, ò. å.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x − a y z

−a b 0

−a 0 c

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Âû÷èñëèâ îïðåäåëèòåëü èç ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

bcx + acy + abz = abc. �àçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà abc

(âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî a, b, c 6= 0). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+

y

b
+

z

c
= 1, (8)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Ýòîò òåðìèí

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïàðàìåòðû a, b è c, �èãóðèðóþùèå â óðàâíåíèè (8),

ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, äëèíû îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ íà

îñÿõ êîîðäèíàò. Îòìåòèì î÷åâèäíóþ àíàëîãèþ ìåæäó óðàâíåíèåì (8) è

óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ (ñì. óðàâíåíèå (10) â � 6).

Ìû çàêîí÷èëè ðàññìîòðåíèå âèäîâ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé (1)

7.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âçàèìíîì ðàñïîëîæåíèè äâóõ ïëîñêîñòåé.

Òåîðåìà 7.2

Ïóñòü ïëîñêîñòü σ
1

çàäàíà óðàâíåíèåì A
1

x + B
1

y + C
1

z +D
1

= 0, à

ïëîñêîñòü σ
2

� óðàâíåíèåì A
2

x +B
2

y + C
2

z +D
2

= 0. Ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

:

1) ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

6= B
1

B
2

èëè

B
1

B
2

6= C
1

C
2

;

2) ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

= B
1

B
2

= C
1

C
2

6= D
1

D
2

;

3) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

= B
1

B
2

= C
1

C
2

= D
1

D
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü â óòâåðæäåíèè 1). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

èëè

B
1

B
2

6= C
1

C
2

. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ.

Òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ ïëîñêîñòåé σ
1

è σ
2

òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:

{

A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

= 0,
A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

= 0.
(9)
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé (2)

Ïðèäàäèì z ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå z = z
0

è çàïèøåì ñèñòåìó (9) â âèäå

{

A
1

x + B
1

y = −C
1

z
0

− D
1

,
A
2

x + B
2

y = −C
2

z
0

− D
2

.
(10)

Óñëîâèå

A
1

A
2

6= B
1

B
2

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

∣

∣

∣

∣

A
1

B
1

A
2

B
2

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Êðàìåðà äëÿ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñèñòåìà (10)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç (x
0

, y
0

). Òîãäà òðîéêà
÷èñåë (x

0

, y
0

, z
0

) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (9). Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòè

σ
1

è σ
2

èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó îáùóþ òî÷êó, ò. å. ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ,

ëèáî ñîâïàäàþò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ
3

ïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì z = z
0

. Ïåðåñå÷åíèå (ñîâïàäàþùèõ) ïëîñêîñòåé σ
1

è σ
2

ñ σ
3

ñîäåðæèò òî÷êó M
0

(x
0

, y
0

, z
0

), à çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò è
íåêîòîðóþ ïðÿìóþ. Ó âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé òðåòüÿ êîîðäèíàòà ðàâíà z

0

(òàê êàê ýòè òî÷êè ëåæàò â ïëîñêîñòè σ
3

). Ïóñòü M
1

(x
1

, y
1

, z
0

) � òî÷êà

ýòîé ïðÿìîé, îòëè÷íàÿ îò M
0

. Òîãäà ïàðà ÷èñåë (x
1

, y
1

) îòëè÷íà îò (x
0

, y
0

)
è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (10). Íî, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ýòà ñèñòåìà

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé (3)

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

ïåðåñåêàþòñÿ.

Ìû äîêàçàëè äîñòàòî÷íîñòü â óòâåðæäåíèè 1) äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.

Äîñòàòî÷íîñòü â óòâåðæäåíèÿõ 2) è 3) äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â òåõ æå ñëó÷àÿõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 6.2.

Ïîñëå òîãî, êàê äîñòàòî÷íîñòü âî âñåõ òðåõ óòâåðæäåíèÿõ äîêàçàíà, ëåãêî

ïîíÿòü, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ óòâåðæäåíèé âåðíà è íåîáõîäèìîñòü (ñì.

êîíåö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6.2).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 7.1

Ëþáûå äâà ãëàâíûõ âåêòîðà ïëîñêîñòè êîëëèíåàðíû.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà, ïîòîìó ÷òî îíî àáñîëþòíî

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 6.1.
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Ïó÷îê ïëîñêîñòåé (1)

7.4. Ïó÷îê ïëîñêîñòåé

Îïðåäåëåíèå

Ïó÷êîì ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ ïðÿìóþ.

ßñíî, ÷òî ëþáûå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè π
1

è π
2

îïðåäåëÿþò

íåêîòîðûé ïó÷îê ïëîñêîñòåé (ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè π
1

è π
2

). Òåîðåìà,

�îðìóëèðóåìàÿ íà ñëåäóþùåì ñëàéäå, ïîêàçûâàåò, êàê ïî óðàâíåíèÿì

ïëîñêîñòåé π
1

è π
2

ìîæíî íàéòè óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè èç

ïó÷êà ïëîñêîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 7. Ïëîñêîñòü



Ïó÷îê ïëîñêîñòåé (2)

Òåîðåìà 7.3

Ïóñòü π
1

è π
2

� ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà

óðàâíåíèåì A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

= 0, à âòîðàÿ � óðàâíåíèåì

A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

= 0. Ïëîñêîñòü π ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïëîñêîñòåé,

îïðåäåëÿåìîìó ïëîñêîñòÿìè π
1

è π
2

, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà π
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

α(A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

) + β(A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

) = 0, (11)

ãäå α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

èç êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

(11), ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α è β îòëè÷íî îò 0, çàäàåò ïëîñêîñòü. Â

ñèëó òåîðåìû 7.1 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç ÷èñåë αA
1

+ βA
2

, αB
1

+ βB
2

è αC
1

+ βC
2

îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî αA
1

+ βA
2

= αB
1

+ βB
2

= αC
1

+ βC
2

= 0.

Òîãäà

A
1

A
2

= B
1

B
2

= C
1

C
2

= − β

α
. Íî òîãäà èç òåîðåìû 7.2 âûòåêàåò, ÷òî

ïëîñêîñòè π
1

è π
2

ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ.
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Ïó÷îê ïëîñêîñòåé (3)

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (11), ïðîõîäèò

÷åðåç ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè π
1

è π
2

. Â ñàìîì äåëå,

îáîçíà÷èì ÷åðåç (x
0

, y
0

, z
0

) êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ëåæàùåé íà

ýòîé ïðÿìîé. Òîãäà A
1

x
0

+ B
1

y
0

+ C
1

z
0

+ D
1

= 0 è

A
2

x
0

+ B
2

y
0

+ C
2

z
0

+ D
2

= 0, îòêóäà

α(A
1

x
0

+ B
1

y
0

+ C
1

z
0

+ D
1

) + β(A
2

x
0

+ B
2

y
0

+ C
2

z
0

+ D
2

) = 0.

Íåîáõîäèìîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ ïðÿìóþ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ

ïëîñêîñòè π
1

è π
2

. Ïóñòü π � ïëîñêîñòü èç ïó÷êà ïëîñêîñòåé,

îïðåäåëÿåìîãî ïëîñêîñòÿìè π
1

è π
2

, à Ax + By + Cz + D = 0 � îáùåå

óðàâíåíèå ïëîñêîñòè π. Åñëè π = π
1

, òî π çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (11),

ãäå α = 1, à β = 0. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà π = π
2

. Áóäåì

òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîñêîñòü π îòëè÷íà îò ïëîñêîñòåé π
1

è π
2

. Â

÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü π ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç

ïëîñêîñòåé π
1

è π
2

, ïðè÷åì ÿñíî, ÷òî π ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé èç ýòèõ

ïëîñêîñòåé ïî ïðÿìîé ℓ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó,

ïðèíàäëåæàùóþ ïëîñêîñòè π è íå ëåæàùóþ íà ïðÿìîé ℓ, à ÷åðåç
(x ′, y ′, z ′) � êîîðäèíàòû òî÷êè M. ßñíî, ÷òî M /∈ π

1

, òàê êàê â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå òî÷êà M ïðèíàäëåæàëà áû ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ

ïëîñêîñòè π è π
1

, ò. å. ïðÿìîé ℓ. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî M /∈ π
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, A
1

x ′ +B
1

y ′ + C
1

z ′ +D
1

6= 0 è A
2

x ′ +B
2

y ′ + C
2

z ′ +D
2

6= 0.
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Ïó÷îê ïëîñêîñòåé (4)

Ïîëîæèì α
0

= −(A
2

x ′ + B
2

y ′ + C
2

z ′ +D
2

) è β
0

= A
1

x ′ +B
1

y ′ + C
1

z ′ +D
1

.

Òîãäà α
0

, β
0

6= 0.

Êàê ïðîâåðåíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè, âñÿêîå óðàâíåíèå âèäà

(11), ãäå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë α è β îòëè÷íî îò 0, çàäàåò íåêîòîðóþ

ïëîñêîñòü. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ñïðàâåäëèâî ïî îòíîøåíèþ ê óðàâíåíèþ

α
0

(A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

) + β
0

(A
2

x + B
2

y + C
2

z + D
2

) = 0.

Îáîçíà÷èì ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþ ýòèì óðàâíåíèåì, ÷åðåç σ è äîêàæåì,

÷òî σ = π. Íàïîìíèì, ÷òî ℓ ⊆ π è M ∈ π. Î÷åâèäíî, ÷òî ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåêîòîðóþ ïðÿìóþ è íå ëåæàùóþ íà ýòîé ïðÿìîé òî÷êó,

îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî σ ñîäåðæèò

ïðÿìóþ ℓ è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M. Ïåðâûé �àêò âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî,

êàê ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè, ℓ ëåæèò â ëþáîé
ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì âèäà (11). Âòîðîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî

α
0

(A
1

x
′+B

1

y
′+C

1

z
′+D

1

)+β
0

(A
2

x
′+B

2

y
′+C

2

z
′+D

2

) = α
0

β
0

−β
0

α
0

= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïëîñêîñòüþ (1)

7.5. Ïîëóïðîñòðàíñòâà

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê ïî óðàâíåíèþ

ïëîñêîñòè è êîîðäèíàòàì äâóõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè,

îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè îíè ïî îäíó ñòîðîíó èëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïëîñêîñòè. Ïóñòü σ � ïëîñêîñòü, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

Ax + By + Cz + D = 0. Âñå ïðîñòðàíñòâî äåëèòñÿ ýòîé ïëîñêîñòüþ íà òðè

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: ñàìó ïëîñêîñòü σ è äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà (â

êàæäîå èç ýòèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ âõîäÿò òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå

ðàñïîëîæåíû ïî êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó îò σ). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ
èëëþñòðèðóåò ðèñ. 5.

s

s

M
0

M
1

~n

σ

�èñ. 5. Ïîëóïðîñòðàíñòâà
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Ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïëîñêîñòüþ (2)

Îáîçíà÷èì ãëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè σ ÷åðåç
~n. Âîçüìåì íà σ

ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M
0

è îòëîæèì îò íåå âåêòîð
~n. Êîíåö ïîëó÷èâøåãîñÿ

íàïðàâëåííîãî îòðåçêà îáîçíà÷èì ÷åðåç M
1

. Èç çàìå÷àíèÿ 7.4 âûòåêàåò,

÷òî òî÷êà M
1

íå ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè σ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïîëóïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà M
1

, íàçûâàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíûì, à äðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî � îòðèöàòåëüíûì.

Åñëè óìíîæèòü îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè íà −1, òî ïëîñêîñòü íå
èçìåíèòñÿ, à åå ãëàâíûé âåêòîð ñìåíèò íàïðàâëåíèå íà

ïðîòèâîïîëîæíîå. ßñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëîæèòåëüíîå

ïîëóïðîñòðàíñòâî ñòàíåò îòðèöàòåëüíûì è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì,

ñâîéñòâî ïîëóïðîñòðàíñòâà áûòü ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì

çàâèñèò íå îò ñàìîé ïëîñêîñòè, à îò òîãî, êàêèì óðàâíåíèåì îíà

çàäàíà.
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Ïîëóïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìûå ïëîñêîñòüþ (3)

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíîâ

¾ïîëîæèòåëüíîå¿ è ¾îòðèöàòåëüíîå¿ ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 7.1

Ïóñòü M(x ′, y ′, z ′) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Åñëè M ëåæèò â

ïîëîæèòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òî Ax ′ +By ′ +C > 0, à åñëè M ëåæèò â

îòðèöàòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, òî Ax ′ + By ′ + Cz ′ + D < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ìû íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó îíî âïîëíå

àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 6.1.

Èç ïðåäëîæåíèÿ 7.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé îòâåò íà ñ�îðìóëèðîâàííûé

âûøå âîïðîñ.

Ñëåäñòâèå 7.2

Òî÷êè P(x
1

, y
1

, z
1

) è Q(x
2

, y
2

, z
2

) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò

ïëîñêîñòè Ax + By + Cz + D = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà

Ax
1

+ By
1

+ Cz
1

+ D è Ax
2

+ By
2

+ Cz
2

+ D èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, è ïî

ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ÷èñëà

èìåþò ðàçíûå çíàêè.
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè

7.6. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè. �àññòîÿíèå ìåæäó

ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîãî ïàðàãðà�à ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà

êîîðäèíàò, çàäàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå, � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà.

Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax + By + Cz + D = 0, à

M(x ′, y ′, z ′) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(M, σ)
ðàññòîÿíèå îò M äî σ. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

d(M, σ) =
|Ax ′ + By ′ + Cz ′ + D |√

A2 + B2 + C 2

. (12)

Ìû îïóñêàåì âûâîä ýòîé �îðìóëû, ïîñêîëüêó îí âïîëíå àíàëîãè÷åí

âûâîäó �îðìóëû (15) èç � 6.
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�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè

Ôîðìóëà (12) ïîçâîëÿåò âûâåñòè �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòè σ
1

è σ
2

ïàðàëëåëüíû, σ
1

èìååò óðàâíåíèå A
1

x + B
1

y + C
1

z + D
1

= 0, à σ
2

�

óðàâíåíèå A
2

x + B
2

y + C
2

z +D
2

= 0. �àññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå

ïðîâåäåííûì ïðè âûâîäå �îðìóëû (16) â � 6, ïîçâîëÿþò ñ÷èòàòü, ÷òî

A
1

= A
2

,B
1

= B
2

è C
1

= C
2

. (13)

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó σ
1

è σ
2

÷åðåç d(σ
1

, σ
2

). Òîãäà

d(σ
1

, σ
2

) =
|D

2

− D
1

|
√

A2

1

+ B2

1

+ C 2

1

.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòó �îðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (13). Ìû îïóñêàåì âûâîä ýòîé �îðìóëû, ïîñêîëüêó

îí âïîëíå àíàëîãè÷åí âûâîäó �îðìóëû (17) èç � 6.
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