
×àñòü I. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

� 1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïîíÿòèå íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

1.1. Íàïðàâëåííûå îòðåçêè è âåêòîðû

Ñîäåðæàíèå ýòîãî ïàðàãðà�à â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîâòîðÿåò

ñîîòâåòñòâóþùèå òåìû øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, íî èìåþòñÿ è

íåêîòîðûå îòëè÷èÿ. Îñíîâíîå èç íèõ ñîñòîèò â ñïîñîáå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ

âåêòîðà.

Îïðåäåëåíèÿ

Îòðåçîê AB íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè óêàçàíî, êàêàÿ èç òî÷åê A

èëè B ÿâëÿåòñÿ åãî íà÷àëîì, à êàêàÿ � êîíöîì. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê ñ

íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

−→
AB . Äëèíà

íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

−→
AB îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |

−→
AB |. Åñëè A = B, òî

îòðåçîê íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

~
0. Íàïðàâëåííûé

îòðåçîê

−→
BA íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê

−→
AB .

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè èìåííî íàïðàâëåííûå îòðåçêè

íàçûâàþò âåêòîðàìè, íî ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ýòè ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå âåêòîðà áóäåò äàíî ÷óòü ïîçæå.
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Êîëëèíåàðíûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íà

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè. Íóëåâîé

íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïî îïðåäåëåíèþ êîëëèíåàðåí ëþáîìó äðóãîìó. Òîò

�àêò, ÷òî íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−→
CD êîëëèíåàðíû, îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç

−→
AB ‖

−→
CD.

Òåðìèí ¾êîëëèíåàðíîñòü¿ ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêèõ ñëîâ ¾ommon

linear¿ ò. å. ¾îáùàÿ ëèíèÿ¿.
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Ñîíàïðàâëåííûå è àíòèíàïðàâëåííûå îòðåçêè

Îïðåäåëåíèÿ

Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−→
CD íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè

(èëè èìåþùèìè îäíî è òî æå íàïðàâëåíèå), åñëè âûïîëíåíî îäíî èç

ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

(i)

−→
AB è

−→
CD ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, è òî÷êè B è D

ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC ;

(ii)

−→
AB è

−→
CD ëåæàò íà îäíîé è òîé æå ïðÿìîé ℓ, è îòðåçîê

−→
AB

ñîíàïðàâëåí ñ îòðåçêîì

−−−→
C ′D ′

, êîòîðûé ëåæèò íà ïðÿìîé ℓ′,

ïàðàëëåëüíîé ℓ, è ïîëó÷åí ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì îòðåçêà

−→
CD.

Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè íàçûâàþòñÿ àíòèíàïðàâëåííûìè (èëè

èìåþùèìè ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ), åñëè îíè êîëëèíåàðíû è íå

ñîíàïðàâëåíû. Íóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïî îïðåäåëåíèþ

ñîíàïðàâëåí è àíòèíàïðàâëåí ëþáîìó äðóãîìó. Àíòèíàïðàâëåííûå îòðåçêè

íàçûâàþò òàêæå ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè. Òîò �àêò, ÷òî íàïðàâëåííûå

îòðåçêè

−→
AB è

−→
CD ñîíàïðàâëåíû [àíòèíàïðàâëåíû℄, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

−→
AB ⇈

−→
CD [ñîîòâåòñòâåííî,

−→
AB ↑↓

−→
CD℄.

Îïðåäåëåíèå ñîíàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1, íà êîòîðîì

ñëåâà èçîáðàæåí ñëó÷àé (i), à ñïðàâà � ñëó÷àé (ii).
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Ñîíàïðàâëåííûå îòðåçêè (ðèñóíîê)

s

s s

s

A B

C D

s s s

s

s

s

A B C

C ′

D

D ′

ℓ

ℓ′

�èñ. 1. Ñîíàïðàâëåííûå îòðåçêè
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Ïîíÿòèå âåêòîðà (1)

Îïðåäåëåíèÿ

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, èìåþùèõ

îäèíàêîâóþ äëèíó è îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê,

ïðèíàäëåæàùèé âåêòîðó, íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèåì âåêòîðà.

Âñå èçîáðàæåíèÿ äàííîãî âåêòîðà èìåþò îäíó è òó æå äëèíó. Ýòî äåëàåò

êîððåêòíûì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå

Äëèíîé (èëè ìîäóëåì) âåêòîðà íàçûâàåòñÿ äëèíà ëþáîãî åãî èçîáðàæåíèÿ.

Äâà âåêòîðà ðàâíû, åñëè îíè ðàâíû êàê ìíîæåñòâà, ò. å. ñîñòîÿò èç îäíèõ

è òåõ æå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ãîâîðÿò, ÷òî

äâà âåêòîðà ðàâíû, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è îäèíàêîâîå

íàïðàâëåíèå.

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
~a è äëÿ ëþáîé òî÷êè A ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé âåêòîðó
~a è

èìåþùèé íà÷àëî â òî÷êå A.

Ïîñòðîåíèå òàêîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà áóäåì íàçûâàòü îòêëàäûâàíèåì

âåêòîðà
~a îò òî÷êè A.
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Ïîíÿòèå âåêòîðà (2)

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è �àêòîð-ìíîæåñòâà,

ìîæíî äàòü íåñêîëüêî áîëåå �îðìàëèçîâàííîå îïðåäåëåíèå âåêòîðà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Ââåäåì íà

ìíîæåñòâå S áèíàðíîå îòíîøåíèå α ñëåäóùèì îáðàçîì:

−→
AB α

−→
CD òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AB è

−→
CD èìåþò îäèíàêîâóþ

äëèíó è îäèíàêîâîå íàïðàâëåíèå. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå α
ðå�ëåêñèâíî, ñèììåòðè÷íî è òðàíçèòèâíî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì

ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü �àêòîð-ìíîæåñòâî S/α.
Íàïîìíèì, ÷òî åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà íàïðàâëåííûõ

îòðåçêîâ, ïîïàäàþùèõ â îäèí α-êëàññ ñ íåêîòîðûì �èêñèðîâàííûì

íàïðàâëåííûì îòðåçêîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå

âåêòîðà ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó.

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò �àêòîð-ìíîæåñòâà S/α, ãäå
S � ìíîæåñòâî âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, à α � ââåäåííîå âûøå

áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S .
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Ïîíÿòèå âåêòîðà (3)

Îïðåäåëåíèÿ

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè (ñîíàïðàâëåííûìè,

àíòèíàïðàâëåííûìè), åñëè èõ èçîáðàæåíèÿ êîëëèíåàðíû (ñîíàïðàâëåííû,

àíòèíàïðàâëåííû). Àíòèíàïðàâëåííûå âåêòîðû íàçûâàþò òàêæå

ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè. Äëèíîé âåêòîðà íàçûâàåòñÿ äëèíà åãî

èçîáðàæåíèÿ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â îïðåäåëåíèè,

ïðèìåíÿþòñÿ òå æå ñèìâîëû, ÷òî è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîíÿòèé â ñëó÷àå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ.

Åñëè îòðåçîê

−→
AB ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì âåêòîðà

~a, òî âåêòîð,

èçîáðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê

−→
BA, íàçûâàåòñÿ

ïðîòèâîïîëîæíûì âåêòîðó
~a è îáîçíà÷àåòñÿ −~a. Âåêòîð, èçîáðàæåíèåì

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê, íàçûâàåòñÿ íóëåâûì

âåêòîðîì è îáîçíà÷àåòñÿ

~
0. Èç äàííûõ âûøå îïðåäåëåíèé âûòåêàåò, ÷òî

íóëåâîé âåêòîð êîëëèíåàðåí, ñîíàïðàâëåí è àíòèíàïðàâëåí ñ ëþáûì

äðóãèì âåêòîðîì.
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Ñóììà âåêòîðîâ (1)

1.2. Ñóììà âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü äàíû âåêòîðû
~a è

~b. Çà�èêñèðóåì òî÷êó O, îòëîæèì îò íåå âåêòîð

~a, îáîçíà÷èì êîíåö ïîëó÷åííîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ÷åðåç A. Îò òî÷êè

A îòëîæèì âåêòîð

~b, îáîçíà÷èì êîíåö ïîëó÷åííîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà

÷åðåç B. Òîãäà îòðåçîê

−→
OB èçîáðàæàåò âåêòîð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

ñóììîé âåêòîðîâ
~a è

~b (ñì. ðèñ. 2). Ñóììà âåêòîðîâ
~a è

~b îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç
~a + ~b.

s

s

s

A

BO

~a ~b

~a+ ~b

�èñ. 2. Ñóììà âåêòîðîâ
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Ñóììà âåêòîðîâ (2)

Çàìå÷àíèå 1.1

Ñóììà âåêòîðîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè O.

Áîëåå òî÷íî, åñëè ìû â êà÷åñòâå O âîçüìåì äðóãóþ òî÷êó P è ïðîäåëàåì

òî, ÷òî çàïèñàíî â îïðåäåëåíèè ñóììû, òî ïîëó÷èì íàïðàâëåííûé îòðåçîê

−→
PR , êîòîðûé ñîíàïðàâëåí îòðåçêó

−→
OB è èìååò ñ íèì îäèíàêîâóþ äëèíó

(ñì. ðèñ. 3). Ñëåäîâàòåëüíî,

−→
OB è

−→
PR � èçîáðàæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå

âåêòîðà.

s

s

s s

s

s

A

BO P

Q

R

~a ~a~b ~b

~a + ~b ~a + ~b

�èñ. 3. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ
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Ñóììà âåêòîðîâ (3)

Ñóììó âåêòîðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî-äðóãîìó. Îòëîæèì âåêòîðû
~a è

~b
îò îäíîé è òîé æå òî÷êè O. Êîíöû ïîëó÷åííûõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ

îáîçíà÷èì ÷åðåç A è B ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åòâåðòóþ âåðøèíó

ïàðàëëåëîãðàììà ñî ñòîðîíàìè OA è OB � ÷åðåç M. Òîãäà âåêòîð,

ñîîòâåòñòâóþùèé íàïðàâëåííîìó îòðåçêó

−−→
OM, áóäåò ðàâåí

~a + ~b (ñì. ðèñ.

4, íà êîòîðîì ñëåâà âåêòîð
~a + ~b ïîñòðîåí ïî îïðåäåëåíèþ, à ñïðàâà �

îïèñàííûì òîëüêî ÷òî ñïîñîáîì). Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòîò ñïîñîá

ïîñòðîåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ ïðèìåíèì òîëüêî ê íåêîëëèíåàðíûì

âåêòîðàì.

s s

s

s

s

s

s

A A

B B M

O O~a ~a

~b
~b~a +

~b
~a +

~b

�èñ. 4. Äâà ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ ñóììû âåêòîðîâ
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Ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ èçâåñòíû èç øêîëüíîãî êóðñà è

ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè, ïîýòîìó ìû èõ íå

äîêàçûâàåì.

Ñâîéñòâà ñóììû âåêòîðîâ

Åñëè
~a, ~b è

~c � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òî:

1)
~a + ~b = ~b + ~a (ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî);

2) (~a+ ~b) + ~c = ~a+ (~b + ~c) (ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî);

3)
~a +~

0 = ~a;

4)
~a + (−~a) = ~

0.

Ýòè ñâîéñòâà ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 1.2

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé

ãðóïïîé.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ âåêòîð

~
0, à ýëåìåíòîì,

îáðàòíûì (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñèììåòðè÷íûì) ê âåêòîðó
~a, � âåêòîð

−~a.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 1. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè



Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

1.3. Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà
~a íà ÷èñëî t íàçûâàåòñÿ âåêòîð t~a òàêîé, ÷òî:

1) |t~a | = |t| · |~a |;

2) åñëè t > 0, òî t~a ⇈ ~a;

3) åñëè t < 0, òî t~a ↑↓ ~a.

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî èçâåñòíû èç

øêîëüíîãî êóðñà, ïîýòîìó ìû èõ íå äîêàçûâàåì.

Ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî

Åñëè
~a è ~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t è s � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òî:

1) t(~a+ ~b) = t~a+ t~b (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

2) (t + s)~a = t~a + s~a (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);

3) t(s~a ) = (ts)~a;

4) 1 · ~a = ~a.
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Îðò âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü
~a � íåíóëåâîé âåêòîð. Îðòîì âåêòîðà

~a íàçûâàåòñÿ âåêòîð äëèíû 1,

ñîíàïðàâëåííûé ñ âåêòîðîì
~a.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàéòè îðò äàííîãî

âåêòîðà. Â ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè óêàçàíî, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Çàìå÷àíèå 1.3

Åñëè � íåíóëåâîé âåêòîð, òî âåêòîð

~a

|~a |
ÿâëÿåòñÿ îðòîì âåêòîðà

~a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

1

|~a |
> 0, èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà

íà ÷èñëî âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû
~a è

~a

|~a |
ñîíàïðàâëåíû. Âíîâü èñïîëüçóÿ

îïðåäåëåíèå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, èìååì

∣

∣

∣

∣

~a

|~a |

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1

|~a |

∣

∣

∣

∣

· |~a | =
1

|~a |
· |~a | = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð

~a

|~a |
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îðòîì âåêòîðà

~a.
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Êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.1 (êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ)

Åñëè
~a è ~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, ïðè÷åì

~b 6= ~
0, òî âåêòîðû

~a è ~b
êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

~a = t~b äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïî óñëîâèþ |~b | 6= 0. Ïîñêîëüêó
~a ‖ ~b, ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî

~a ⇈ ~b, ëèáî ~a ↑↓ ~b. Ïîëîæèì

t =







|~a |

|~b |
, åñëè

~a ⇈ ~b,

− |~a |

|~b |
, åñëè

~a ↑↓ ~b.

Åñëè
~a ⇈ ~b, òî t > 0, è ïîòîìó t~b ⇈ ~b, îòêóäà t~b ⇈ ~a. Åñëè æå

~a ↑↓ ~b, òî
t < 0, è ïîòîìó t~b ↑↓ ~b, îòêóäà âíîâü t~b ⇈ ~a. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì

ñëó÷àå âåêòîðû
~a è t~b ñîíàïðàâëåííû. Êðîìå òîãî,

|t~b | = |t| · |~b | =
|~a |

|~b |
· |~b | = |~a |.

Ñëåäîâàòåëüíî,
~a = t~b.
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Áàçèñ ïëîñêîñòè

1.4. Áàçèñ ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà. Êîîðäèíàòû âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñîì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà

íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè. Áàçèñ, ñîñòîÿùèé

èç âåêòîðîâ
~a è

~b, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (~a, ~b ).

Ïîñêîëüêó íóëåâîé âåêòîð ïî îïðåäåëåíèþ êîëëèíåàðåí ëþáîìó äðóãîìó,

ïîëó÷àåì ïðîñòîå, íî ïðèíöèïèàëüíî âàæíîå

Çàìå÷àíèå 1.4

Íóëåâîé âåêòîð íå ìîæåò âõîäèòü â áàçèñ ïëîñêîñòè.
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�àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì áàçèñà íà ïëîñêîñòè,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1.1 (òåîðåìà î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè)

Ïóñòü (~a, ~b ) � áàçèñ íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, à
~x � âåêòîð, ëåæàùèé â ýòîé

ïëîñêîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóþò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûå, ÷èñëà t
1

è t
2

òàêèå,

÷òî

~x = t
1

~a+ t
2

~b. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðèâåäåíî íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Îïðåäåëåíèÿ

�àâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà
~x ïî áàçèñó (~a, ~b ).

Êîý��èöèåíòû t
1

, t
2

ðàçëîæåíèÿ (1) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà
~x

â áàçèñå (~a, ~b ). Òîò �àêò, ÷òî âåêòîð
~x èìååò â áàçèñå (~a, ~b ) êîîðäèíàòû

t
1

, t
2

, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
~x = (t

1

, t
2

).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ñóùåñòâîâàíèå. Îòëîæèì âåêòîðû
~a, ~b è

~x
îò íåêîòîðîé òî÷êè O íàøåé ïëîñêîñòè è îáîçíà÷èì êîíöû ïîëó÷åííûõ

íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ ÷åðåç A, B è M ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 5 íà

ñëåäóþùåì ñëàéäå). Ñïðîåêòèðóåì òî÷êó M íà ïðÿìóþ OA ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé OB è íà ïðÿìóþ OB ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé OA. Îáîçíà÷èì

ïîëó÷åííûå òî÷êè ÷åðåç A′
è B ′

ñîîòâåòñòâåííî è ïîëîæèì
~a ′ =

−−→
OA′

è

~b′ =
−−→
OB ′

. ßñíî, ÷òî
~a ′ ‖ ~a è

~b′ ‖ ~b. Ïîñêîëüêó ~a, ~b 6= ~
0 (ñì. çàìå÷àíèå 1.4),

èç êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî
~a ′ = t

1

~a è

~b′ = t
2

~b
äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t

1

è t
2

. Òîãäà
~x = ~a ′ + ~b′ = t

1

~a + t
2

~b.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
~x = s

1

~a + s
2

~b äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë s
1

è s
2

. Âû÷èòàÿ ýòî ðàâåíñòâî èç óæå äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà (1), èìååì

(t
1

− s
1

)~a+ (t
2

− s
2

)~b = ~
0. Åñëè t

1

− s
1

6= 0, òî
~a = − t

2

−s
2

t
1

−s
1

· ~b. Íî òîãäà

âåêòîðû
~a è

~b êîëëèíåàðíû ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà

÷èñëî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, t
1

− s
1

= 0, ò. å. t
1

= s
1

.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî t
2

= s
2

.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè

(ðèñóíîê)

s

s

s

s

s s

AA′

B

B ′
M

O ~a~a ′

~b

~b′
~x

�èñ. 5. �àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó

íà ïëîñêîñòè
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Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðû
~a, ~b, ~c íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò

èçîáðàæåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè.

Òåðìèí ¾êîìïëàíàðíîñòü¿ ïðîèñõîäèò îò àíãëèéñêèõ ñëîâ ¾ommon

plane¿ ò. å. ¾îáùàÿ ïëîñêîñòü¿.

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà

íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ. Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ
~a, ~b è

~c , áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç (~a, ~b, ~c ).

ßñíî, ÷òî åñëè îäèí èç âåêòîðîâ
~a, ~b, ~c � íóëåâîé, òî ýòè âåêòîðû

êîìïëàíàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå,

àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèþ 1.4.

Çàìå÷àíèå 1.5

Íóëåâîé âåêòîð íå ìîæåò âõîäèòü â áàçèñ ïðîñòðàíñòâà.
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�àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå

Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì, ñâÿçàííûì ñ ïîíÿòèåì áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå,

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 1.1.

Òåîðåìà 1.2 (òåîðåìà î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå)

Ïóñòü (~a, ~b, ~c ) � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, à
~x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Òîãäà

ñóùåñòâóþò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûå, ÷èñëà t
1

, t
2

è t
3

òàêèå, ÷òî

~x = t
1

~a + t
2

~b + t
3

~c. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðèâåäåíî íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Îïðåäåëåíèÿ

�àâåíñòâî (2) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà
~x ïî áàçèñó (~a, ~b, ~c ).

Êîý��èöèåíòû t
1

, t
2

, t
3

ðàçëîæåíèÿ (2) íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè

âåêòîðà
~x â áàçèñå (~a, ~b, ~c ). Òîò �àêò, ÷òî âåêòîð

~x èìååò â áàçèñå (~a, ~b, ~c )
êîîðäèíàòû t

1

, t
2

, t
3

, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
~x = (t

1

, t
2

, t
3

).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó â

ïðîñòðàíñòâå (1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Ñóùåñòâîâàíèå. Îòëîæèì âåêòîðû
~a, ~b, ~c è

~x îò íåêîòîðîé òî÷êè O è îáîçíà÷èì êîíöû ïîëó÷åííûõ íàïðàâëåííûõ

îòðåçêîâ ÷åðåç A, B, C è M ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 6 íà ñëåäóþùåì

ñëàéäå). Ïîñêîëüêó âåêòîðû
~a è

~b íåêîëëèíåàðíû (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

âåêòîðû
~a, ~b, ~c áûëè áû êîìïëàíàðíûìè è íå îáðàçîâûâàëè áû áàçèñà

ïðîñòðàíñòâà), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü π, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

òî÷êè O, A è B. Ñïðîåêòèðóåì òî÷êó M íà ïëîñêîñòü π ïàðàëëåëüíî

ïðÿìîé OC è íà ïðÿìóþ OC ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè π. Îáîçíà÷èì

ïîëó÷åííûå òî÷êè ÷åðåç M ′
è C ′

ñîîòâåòñòâåííî è ïîëîæèì
~x ′ =

−−→
OM ′

è

~c ′ =
−−→
OC ′

. Ïî òåîðåìå 1.1
~x ′ = t

1

~a+ t
2

~b äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t
1

è t
2

.

Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
~c ′ ‖ ~c. Ïîñêîëüêó ~c 6= ~

0 (ñì. çàìå÷àíèå 1.5), èç êðèòåðèÿ

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî
~c ′ = t

3

~c äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t
3

.

Òîãäà
~x = ~x ′ + ~c ′ = t

1

~a+ t
2

~b + t
3

~c .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó â

ïðîñòðàíñòâå (2)

s

s

s

s

s

s

s

s

A

B

C

C ′ M

M ′

O ~a

~b

~c

~c ′ ~x

~x ′

π

�èñ. 6. �àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå

Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
~x = s

1

~a + s
2

~b + s
3

~c äëÿ íåêîòîðûõ

÷èñåë s
1

, s
2

è s
3

. Âû÷èòàÿ ýòî ðàâåíñòâî èç óæå äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà (2),

èìååì (t
1

− s
1

)~a + (t
2

− s
2

)~b + (t
3

− s
3

)~c = ~
0. Åñëè t

1

− s
1

6= 0, òî

~a = − t
2

−s
2

t
1

−s
1

· ~b − t
3

−s
3

t
1

−s
1

· ~c . Íî òîãäà âåêòîðû
~a, ~b è

~c êîìïëàíàðíû, ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, t
1

− s
1

= 0, ò. å. t
1

= s
1

.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî t
2

= s
2

è t
3

= s
3

.
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Êîîðäèíàòû ñóììû âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî

Çàìå÷àíèå 1.6

Åñëè âåêòîðû
~x è

~y èìåþò â îäíîì è òîì æå áàçèñå (~a, ~b, ~c ) êîîðäèíàòû
(x

1

, x
2

, x
3

) è (y
1

, y
3

, y
3

) ñîîòâåòñòâåííî, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî

âåêòîð
~x + ~y èìååò â òîì æå áàçèñå êîîðäèíàòû (x

1

+ y
1

, x
2

+ y
2

, x
3

+ y
3

), à
âåêòîð t~x � êîîðäèíàòû (tx

1

, tx
2

, tx
3

). Àíàëîãè÷íûé �àêò ñïðàâåäëèâ äëÿ

âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàò âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà
~x = x

1

~a + x
2

~b + x
3

~c è
~y = y

1

~a + y
2

~b + y
3

~c .
Ñëåäîâàòåëüíî,

~x + ~y = (x
1

~a+ x
2

~b + x
3

~c) + (y
1

~a + y
2

~b + y
3

~c) =

= (x
1

+ y
1

)~a + (x
2

+ y
2

)~b + (x
3

+ y
3

)~c

è t~x = t(x
1

~a + x
2

~b + x
3

~c) = (tx
1

)~a+ (tx
2

)~b + (tx
3

)~c.

Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå. Â

ñëó÷àå ïëîñêîñòè äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.
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