
� 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà

ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ (1)

29.1. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ �îðìà ìàòðèöû

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ëèíåéíîé àëãåáðû âàæíî íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì

ìàòðèöà äàííîãî îïåðàòîðà âûãëÿäèò êàê ìîæíî áîëåå ïðîñòî. Îäíîé èç

ïðè÷èí, ïðèâîäÿùèõ ê ýòîé çàäà÷å, ÿâëÿåòñÿ ÷àñòî âîçíèêàþùàÿ

íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü êâàäðàòíîé ìàòðèöû,

ÿâëÿþùåéñÿ ìàòðèöåé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Â îáùåì ñëó÷àå

ýòî î÷åíü òðóäîåìêàÿ çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â èñõîäíîì áàçèñå

F íàø îïåðàòîð èìååò ìàòðèöó A, à â íåêîòîðîì äðóãîì áàçèñå G �

ìàòðèöó B. Òîãäà A = T−1BT , ãäå T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà G ê

áàçèñó F , êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 26.2

Ak = T−1BkT . Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà B óñòðîåíà ïðîñòî,

òî åå ñòåïåíè òîæå âû÷èñëÿþòñÿ ïðîñòî. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû íàéäåì

áàçèñ, â êîòîðîì îïåðàòîð áóäåò èìåòü ïðîñòî óñòðîåííóþ ìàòðèöó B, òî

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû Ak
íàäî áóäåò âû÷èñëèòü ìàòðèöó Bk

(÷òî

ñäåëàòü ëåãêî) è çàòåì óìíîæèòü åå íà T−1

ñëåâà è íà T ñïðàâà.
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Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ (2)

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî.

Â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíè äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö âû÷èñëÿþòñÿ î÷åíü ëåãêî:
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Íî, êàê ìû âèäåëè â êîíöå � 28, äàëåêî íå äëÿ âñÿêîãî îïåðàòîðà ìîæíî

ïîäîáðàòü áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.

Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäóò ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå äîñòàòî÷íî ïðîñòî

óñòðîåííûå ìàòðèöû, íàçûâàåìûå æîðäàíîâûìè. Â èõ ÷èñëî âõîäÿò, â

÷àñòíîñòè, âñå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû. Ïðè ýòîì äëÿ âñÿêîãî ëèíåéíîãî

îïåðàòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðîìó íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíîìó

äîïîëíèòåëüíîìó îãðàíè÷åíèþ, ñóùåñòâóåò áàçèñ (íàçûâàåìûé

æîðäàíîâûì áàçèñîì äëÿ äàííîãî îïåðàòîðà), â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî

îïåðàòîðà æîðäàíîâà. À â íåêîòîðûõ âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð,

â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä ïîëåì C) òàêîé áàçèñ ñóùåñòâóåò äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.
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Êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé, åñëè

ñóùåñòâóþò êâàäðàòíûå ìàòðèöû A
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, A
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, . . . , Am òàêèå, ÷òî
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Ìàòðèöû A
1

, A
2

, . . . , Am íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëüíûìè êëåòêàìè èëè

ïðîñòî êëåòêàìè ìàòðèöû A.

Ïîðÿäêè êëåòîê A
1

, A
2

, . . . , Am ìîãóò áûòü ëþáûìè.

Âñÿêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé, â êîòîðîé âñå êëåòêè èìåþò ïîðÿäîê 1.

Âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé ñ îäíîé êëåòêîé A
1

= A. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òå

êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ ÷èñëî êëåòîê êàê ìîæíî

áîëüøå è/èëè ñàìè êëåòêè óñòðîåíû êàê ìîæíî ïðîùå.

Âñÿêàÿ êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áîëåå ÷åì îäíîé

äèàãîíàëüíîé êëåòêîé ÿâëÿåòñÿ ïîëóðàñïàâøåéñÿ.
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Êëåòêè Æîðäàíà. Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ �îðìà ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ êëåòêîé Æîðäàíà, åñëè îíà

èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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ãäå λ ∈ F . �îâîðÿò, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A èìååò æîðäàíîâó

íîðìàëüíóþ �îðìó, åñëè A � êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé

âñå äèàãîíàëüíûå êëåòêè ÿâëÿþòñÿ êëåòêàìè Æîðäàíà. Ìàòðèöó,

èìåþùóþ æîðäàíîâó íîðìàëüíóþ �îðìó, áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü

æîðäàíîâîé.

Âñÿêàÿ êëåòêà Æîðäàíà è âñÿêàÿ æîðäàíîâà ìàòðèöà ÿâëÿþòñÿ

íèæíåòðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè.

Âñÿêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà æîðäàíîâà (âñå åå êëåòêè Æîðäàíà

èìåþò ïîðÿäîê 1).
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Îïðåäåëåíèå èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

29.2. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ââåäåì îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå, êîòîðîå íåîäíîêðàòíî áóäåò

âîçíèêàòü â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .

Ïîäïðîñòðàíñòâî W ïðîñòðàíñòâà V íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A, åñëè A(x) ∈ W äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ W .

ßñíî, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî W èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî A, òî
îãðàíè÷åíèå A íà W ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð â W .
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Ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïðèâåäåì ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðèìåð 1. ßñíî, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî V è åãî íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî

{0} èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.

Ïðèìåð 2. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F , W � åãî

ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à t ∈ F , òî W èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ â t ðàç (òàê êàê åñëè x ∈ W , òî è tx ∈ W ).

Ïðèìåð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ðàçëàãàåòñÿ â

ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ M
1

è M
2

, à P � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ

íà ïîäïðîñòðàíñòâî M
1

ïàðàëëåëüíî M
2

. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâî M
1

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî P (òàê êàê åñëè x ∈ M
1

, òî P(x) = x ∈ M
1

).

Ïðèìåð 4. Ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä F

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó åñëè deg f 6 n, òî

deg f ′ 6 n − 1 < n.
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Ïðåäëîæåíèå î ïðÿìîé ñóììå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (1)

Åñëè V = V
1

⊕ V
2

⊕ · · · ⊕ Vk , òî, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 21.6, îáúåäèíåíèå

áàçèñîâ ïîäïðîñòðàíñòâ V
1

,V
2

, . . . ,Vk ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì V .

Ïðåäëîæåíèå 29.1

Ïóñòü B � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è

V = V
1

⊕ V
2

⊕ · · · ⊕ Vk , ãäå V
1

,V
2

, . . . ,Vk � íåíóëåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà â

V , èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî B. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì

÷åðåç Bi îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà B íà ïîäïðîñòðàíñòâî Vi , ÷åðåç Pi �

íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Vi , à ÷åðåç Bi � ìàòðèöó îïåðàòîðà Bi â

áàçèñå Pi . Òîãäà ìàòðèöà îïåðàòîðà B â áàçèñå P = P
1

∪ P
2

∪ · · · ∪ Pk

ïðîñòðàíñòâà V èìååò âèä

B =
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Ïðåäëîæåíèå î ïðÿìîé ñóììå èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì ri = dimVi . Ïî

óñëîâèþ r
1

, r
2

, . . . , rk 6= 0. Åñëè p � âåêòîð èç áàçèñà Pi , òî B(p) ∈ Vi (òàê

êàê Vi èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî B). Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð B(p) èìååò â
áàçèñå P êîîðäèíàòû âèäà (0, . . . , 0, p

1

, . . . , pri , 0, . . . , 0), ãäå ÷èñëî
íà÷àëüíûõ íóëåé ðàâíî r

1

+ · · ·+ ri−1

, ÷èñëî êîíå÷íûõ íóëåé �

ri+1 + · · ·+ rk , à (p
1

, . . . , pri ) � êîîðäèíàòû âåêòîðà Bi (p) â áàçèñå Pi .

Äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû

ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â áàçèñå.
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Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû

29.3. Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû

Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàåò ñëåäóþùèé òèï ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ëèíåéíûé îïåðàòîð N â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàçûâàåòñÿ

íèëüïîòåíòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî

Nm = O. Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ

ñòóïåíüþ íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà N .

Íàïðèìåð, îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Fn[x]
íèëüïîòåíòåí, ïîñêîëüêó åñëè f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 6 n íàä ïîëåì F , òî

f (n+1) = 0. Ïðè ýòîì, êàê âèäíî èç çàìå÷àíèÿ 17.4, åñëè charF = 0, òî

ñòóïåíü íèëüïîòåíòíîñòè ýòîãî îïåðàòîðà ðàâíà n + 1.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà î íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðàõ

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì î íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 29.1

Ïóñòü N � íèëüïîòåíòíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

V . Òîãäà:

1) ñóùåñòâóåò áàçèñ P ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî

îïåðàòîðà æîðäàíîâà;

2) âî âñåõ äèàãîíàëüíûõ êëåòêàõ ìàòðèöû îïåðàòîðà N â áàçèñå P íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîèò 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïðèäåòñÿ ïðîäåëàòü áîëüøóþ

ïðåäâàðèòåëüíóþ ðàáîòó.
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Íèëüñëîè

Íà ïðîòÿæåíè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 29.1 îáîçíà÷åíèÿ N è V

èìåþò òîò æå ñìûñë, ÷òî â �îðìóëèðîâêå ýòîé òåîðåìû, ÷åðåç F

îáîçíà÷àåòñÿ ïîëå ñêàëÿðîâ ïðîñòðàíñòâà V , à ÷åðåç m � ñòóïåíü

íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà N .

Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 29.1 èãðàåò ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåêòîðîâ (v
0

, v
1

, . . . , vk) íàçûâàåòñÿ íèëüñëîåì

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà N , åñëè N (vi) = vi+1 äëÿ âñÿêîãî

i = 0, 1, . . . , k − 1, vk 6= 0 è N (vk ) = 0. Äëèíîé íèëüñëîÿ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

âåêòîðîâ â íåì.

Íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà v, ìîæíî ïîñòðîèòü

íèëüñëîé, ïîëàãàÿ v

0

= v, v

1

= N (v
0

), . . . , vi = N (vi−1

) = N i (v), . . . � äî

ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ íóëåâîãî âåêòîðà. Ïîñêîëüêó Nm(v) = 0 äëÿ ëþáîãî

v ∈ V , íóëåâîé âåêòîð ïðè ýòîì îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ. Ýòîò ïðîöåññ

ïîñòðîåíèÿ íèëüñëîÿ ìû áóäåì èíîãäà íàçûâàòü âûòÿãèâàíèåì íèëüñëîÿ

èç äàííîãî âåêòîðà.

Èç ðàâåíñòâà Nm(v) = 0 âûòåêàåò, ÷òî

äëèíà ëþáîãî íèëüñëîÿ íå ïðåâîñõîäèò m.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû î íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðàõ

(1)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29.1 îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ òðåõ

óòâåðæäåíèÿõ.

Ëåììà 29.1

Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ïîðîæäåííîå íåêîòîðûì íèëüñëîåì,

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî N .

Ëåììà 29.2

Åñëè W � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , ïîðîæäåííîå íåêîòîðûì

íèëüñëîåì, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà W , â êîòîðîì ìàòðèöà

îãðàíè÷åíèÿ îïåðàòîðà N íà W ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé ñ 0 íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Ëåììà 29.3

Ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñâîèõ

ïîäïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ïîðîæäåíî íåêîòîðûì íèëüñëîåì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû î íèëüïîòåíòíûõ îïåðàòîðàõ

(2)

Ïîêàæåì, êàê èç ýòèõ òðåõ ëåìì âûòåêàåò òåîðåìà 29.1. Â ñèëó ëåììû

29.3 ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ, êàæäîå èç

êîòîðûõ ïîðîæäåíî íåêîòîðûì íèëüñëîåì. Ñîãëàñíî ëåììå 29.2, êàæäîå

èç ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ èìååò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îãðàíè÷åíèÿ

îïåðàòîðà N íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé ñ 0 íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò òåïåðü èç

ïðåäëîæåíèÿ 29.1 è ëåììû 29.1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.1

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.1. Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

V , ïîðîæäåííîå íèëüñëîåì v

0

, v
1

, . . . , vk , è x ∈ W . Òîãäà

x = t
0

v

0

+ t
1

v

1

+ · · ·+ tk−1

vk−1

+ tkvk äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ

t
0

, t
1

, . . . , tk−1

, tk . Ñëåäîâàòåëüíî,

N (x) = N (t
0

v

0

+ t
1

v

1

+ · · ·+ tk−1

vk−1

+ tkvk) =

= t
0

N (v
0

) + t
1

N (v
1

) + · · ·+ tk−1

N (vk−1

) + tkN (vk) =

= t
0

v

1

+ t
1

v

2

+ · · ·+ tk−1

vk + tk · 0 ∈ W .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî W èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî N .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íèëüñëîÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 29.2 íàì ïðèãîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 29.4

Âñÿêèé íèëüñëîé ëèíåéíî íåçàâèñèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v

0

, v
1

, . . . , vk � íèëüñëîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t
0

v

0

+ t
1

v

1

+ · · ·+ tkvk = 0 äëÿ íåêîòîðûõ t
0

, t
1

, . . . , tk ∈ F , ïðè÷åì ti 6= 0

äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 i 6 k . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i � íàèìåíüøèé èíäåêñ ñ

òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

tivi + ti+1vi+1 + · · ·+ tkvk = 0. Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà

îïåðàòîðîì N k−i
. Ïîñêîëüêó N k−i(vi ) = vk , à åñëè j > i , òî

N k−i (vj ) = N j−i
(

N k−j (vj )
)

= N j−i(vk) = N j−i−1

(

N (vk)
)

= N j−i−1(0) = 0,

ìû ïîëó÷èì tivk = 0. Íî ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó ti 6= 0 è vk 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû v

0

, v
1

, . . . , vk ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.2

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.2. Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

V , ïîðîæäåííîå íèëüñëîåì v

0

, v
1

, . . . , vk . Â ñèëó ëåììû 29.4 ýòîò íèëüñëîé

ëèíåéíî íåçàâèñèì. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð âåêòîðîâ v

0

, v
1

, . . . , vk ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ, ò. å. áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà

W . Ïîñêîëüêó N (vi ) = vi+1 äëÿ âñåõ i = 0, 1, . . . , k − 1 è N (vk) = 0, ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîð N|
W
èìååò â áàçèñå v

0

, v
1

, . . . , vk ìàòðèöó













0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1 0













.

Ëåììà 29.2 äîêàçàíà.

Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 29.2, áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà

îïåðàòîðà N|
W
ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé êëåòêîé, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê

íèëüñëîé, ïîðîæäàþùèé ïîäïðîñòðàíñòâî W .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Æîðäàíîâû ñèñòåìû è òàáëèöû (îïðåäåëåíèå)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 29.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ðÿä íîâûõ ïîíÿòèé è

ðåçóëüòàòîâ.

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî

îïåðàòîðà N , åñëè îíà ñîñòîèò èç íèëüñëîåâ, ñëåäóþùèõ îäèí çà äðóãèì.

Æîðäàíîâîé òàáëèöåé îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà N íàçûâàåòñÿ òàêàÿ

çàïèñü æîðäàíîâîé ñèñòåìû, â êîòîðîé íèëüñëîè çàïèñàíû äðóã ïîä

äðóãîì è âûðîâíåíû ïî ïðàâîìó êðàþ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ æîðäàíîâîé òàáëèöû (îïðåäåëåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè æîðäàíîâîé òàáëèöû íàçûâàþòñÿ

ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

1) ïðèáàâëåíèå (¾ïîâåêòîðíîå¿) êî âñåì âåêòîðàì îäíîé ñòðîêè

ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ äðóãîé, íå ìåíåå äëèííîé, ñòðîêè;

2) óìíîæåíèå âñåõ âåêòîðîâ îäíîé ñòðîêè íà íåíóëåâîé ýëåìåíò èç F ;

3) ïåðåñòàíîâêà ñòðîê.

Ïðè ýòîì, åñëè â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ 1) â íåêîòîðîé

ñòðîêå ïîÿâëÿþòñÿ íóëåâûå âåêòîðû, òî îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ

ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

åñëè ïîÿâëÿåòñÿ ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåâûõ âåêòîðîâ, òî îíà

âû÷åðêèâàåòñÿ èç òàáëèöû;

åñëè ïîÿâëÿåòñÿ ñòðîêà, â êîòîðîé åñòü êàê íåíóëåâûå, òàê è íóëåâûå

âåêòîðû, òî èç íåå âû÷åðêèâàþòñÿ âñå íóëåâûå âåêòîðû, ñòîÿùèå

ïîñëå ïîñëåäíåãî íåíóëåâîãî âåêòîðà, ïîñëå ÷åãî ñòðîêà

âûðàâíèâàåòñÿ ñ äðóãèìè ïî ïðàâîìó êðàþ, ò. å. ñäâèãàåòñÿ âïðàâî

òàê, ÷òîáû åå ïîñëåäíèé âåêòîð îêàçàëñÿ â ïîñëåäíåì ñòîëáöå

òàáëèöû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ æîðäàíîâîé òàáëèöû (ñâîéñòâî)

Åñëè â ðåçóëüòàòå íàøèõ äåéñòâèé â ñòðîêå ïîÿâèòñÿ íóëåâîé âåêòîð, òî è

âñå èäóùèå çà íèì â ýòîé ñòðîêå âåêòîðû áóäóò íóëåâûìè. Â ñàìîì äåëå,

â èñõîäíîé æîðäàíîâîé òàáëèöå â êàæäîé ñòðîêå êàæäûé ñëåäóþùèé

âåêòîð ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà N ê ïðåäûäóùåìó.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òàáëèöû ñîõðàíÿþò ýòî ñâîéñòâî. Îñòàåòñÿ

ó÷åñòü, ÷òî N (0) = 0. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1) (ñ

óêàçàííûìè íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå äîïîëíèòåëüíûìè äåéñòâèÿìè) âñåãäà

ïðèâîäèò ê óäàëåíèþ èç òàáëèöû âñåõ íóëåâûõ âåêòîðîâ, åñëè îíè

âîçíèêàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 29.1

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê æîðäàíîâîé òàáëèöå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

ïîëó÷àåòñÿ ñíîâà æîðäàíîâà òàáëèöà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Êðèòåðèé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè æîðäàíîâîé ñèñòåìû (1)

Ëåììà 29.5

Æîðäàíîâà ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ëèíåéíî íåçàâèñèìà ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîðîâ ïîñëåäíåãî

ñòîëáöà ñîîòâåòñòâóþùåé æîðäàíîâîé òàáëèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü âûòåêàåò èç ëåììû 19.4.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü æîðäàíîâà ñèñòåìà ñîñòîèò èç íèëüñëîåâ

(v
11

, v
12

, . . . , v
1s
1

), (v
21

, v
22

, . . . , v
2s
2

), . . . , (vℓ1, vℓ2, . . . , vℓsℓ ) è ëèíåéíî

çàâèñèìà. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà v

1s
1

, v
2s
2

, . . . , vℓsℓ òàêæå

ëèíåéíî çàâèñèìà. Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïåðåîáîçíà÷èì

âåêòîðû, âõîäÿùèå â æîðäàíîâó ñèñòåìó: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

{v
11

, v
12

, . . . , v
1s
1

, v
21

, v
22

, . . . , v
2s
2

, . . . , vℓ1, vℓ2, . . . , vℓsℓ} = {y
1

, y
2

, . . . , ym}.

Ïî óñëîâèþ

t
1

y

1

+ t
2

y

2

+ · · ·+ tmym = 0, (1)

ãäå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ t
1

, t
2

, . . . , tm îòëè÷åí îò íóëÿ.

Çàïèøåì âåêòîðû, âõîäÿùèå â íàøó æîðäàíîâó ñèñòåìó, â âèäå

æîðäàíîâîé òàáëèöû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Êðèòåðèé ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè æîðäàíîâîé ñèñòåìû (2)

Âûáåðåì â ýòîé òàáëèöå ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïî

êðàéíåé ìåðå îäèí èç âåêòîðîâ ñòîëáöà âõîäèò â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

(1) ñ íåíóëåâûì êîý��èöèåíòîì. Îáîçíà÷èì íîìåð ýòîãî ñòîëáöà ÷åðåç j ,

à ÷èñëî ñòîëáöîâ â íàøåé æîðäàíîâîé òàáëèöå � ÷åðåç r . Äëÿ óäîáñòâà

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî j-é ñòîëáåö ñîñòîèò èç âåêòîðîâ y

1

, y

2

, . . . , yq äëÿ

íåêîòîðîãî q 6 m (åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì íóæíûì îáðàçîì

ïåðåíóìåðîâàòü âåêòîðû y

1

, y

2

, . . . , ym). Òàêèì îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí èç êîý��èöèåíòîâ t
1

, t
2

, . . . , tq îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîäåéñòâóåì íà îáå

÷àñòè ðàâåíñòâà (1) îïåðàòîðîì N r−j
. Âåêòîðû, âõîäÿùèå â ñòîëáöû

òàáëèöû ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè j , ïåðåéäóò â 0, âåêòîðû èç j-ãî ñòîëáöà

ïåðåéäóò â âåêòîðû èç r-ãî ñòîëáöà, à âåêòîðû, âõîäÿùèå â ñòîëáöû ñ

íîìåðàìè, ìåíüøèìè j , âõîäÿò â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ (1) ñ

êîý��èöèåíòîì 0. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî âèäà

t
1

z

1

+ t
2

z

2

+ · · ·+ tqzq = 0,

ãäå zi = N r−j (yi) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , q. Âåêòîðû z

1

, z
2

, . . . , zq âõîäÿò â

ïîñëåäíèé ñòîëáåö íàøåé æîðäàíîâîé òàáëèöû. Ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé

ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ t
1

, t
2

, . . . , tq îòëè÷åí îò íóëÿ, â ïîñëåäíåì

ñòîëáöå æîðäàíîâîé òàáëèöû íàøëàñü ëèíåéíî çàâèñèìàÿ ïîäñèñòåìà.

Ñëåäîâàòåëüíî, è âåñü ïîñëåäíèé ñòîëáåö íàøåé òàáëèöû ëèíåéíî

çàâèñèì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé (1)

Ïðåäëîæåíèå 29.2

Â ïðîñòðàíñòâå V ñóùåñòâóåò áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà V . Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n âûòÿíåì èç âåêòîðà pi

íèëüñëîé pi1 = pi , pi2 = N (pi1), . . . , pisi = N (pisi−1

). Ïî îïðåäåëåíèþ

íèëüñëîÿ pisi
6= 0, íî N (pisi ) = 0. Æîðäàíîâà ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ

ïîëó÷åííûõ íèëüñëîåâ, ïîðîæäàåò V , òàê êàê ñîäåðæèò â êà÷åñòâå

ïîäñèñòåìû áàçèñ P. Åñëè ýòà æîðäàíîâà ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî

îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàïèøåì åå â âèäå æîðäàíîâîé

òàáëèöû. Â ñèëó ëåììû 29.5 ïîñëåäíèé ñòîëáåö ýòîé æîðäàíîâîé òàáëèöû

ëèíåéíî çàâèñèì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé (2)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îäèí èç âåêòîðîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ åãî âåêòîðîâ. Ñðåäè âñåõ ñòðîê æîðäàíîâîé

òàáëèöû, ïîñëåäíèé ýëåìåíò êîòîðûõ îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì, âûáåðåì

ñàìóþ êîðîòêóþ ñòðîêó è îáîçíà÷èì åå íîìåð ÷åðåç k . Òîãäà

pksk
=

n
∑

i=1
i 6=k

µipisi
äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ µi . ßñíî, ÷òî åñëè µi 6= 0 äëÿ

íåêîòîðîãî i , òî ïîñëåäíèé ýëåìåíò i-é ñòðîêè òàáëèöû òàêæå ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîñëåäíèå ýëåìåíòû îñòàëüíûõ ñòðîê, è ïîòîìó i-ÿ

ñòðîêà íå êîðî÷å k-é. Äëÿ âñÿêîãî i òàêîãî, ÷òî i 6= k è µi 6= 0, ïðèáàâèì ê

k-é ñòðîêå æîðäàíîâîé òàáëèöû âñå ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû i-é ñòðîêè,

óìíîæåííûå íà −µi . Ïîñëåäíèé âåêòîð k-é ñòðîêè îáðàòèòñÿ â 0. Ñäâèíåì

ýòó ñòðîêó âïðàâî, óäàëèâ èç íåå âñå íóëåâûå âåêòîðû (à åñëè îíà âñÿ

ñòàíåò íóëåâîé, âû÷åðêíåì åå). Ïîëó÷èì æîðäàíîâó òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ

ìåíüøå âåêòîðîâ, ÷åì èñõîäíàÿ.

Èñõîäíàÿ æîðäàíîâà ñèñòåìà áûëà ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ äëÿ

ïðîñòðàíñòâà V . Ïîëó÷åíèå íóëåâîãî âåêòîðà â ðåçóëüòàòå îïèñàííûõ

âûøå äåéñòâèé îçíà÷àåò, ÷òî òîò âåêòîð, êîòîðûé ðàíåå ñòîÿë íà ìåñòå

ïîëó÷åííîãî íóëåâîãî âåêòîðà, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ

âåêòîðîâ æîðäàíîâîé ñèñòåìû, êîòîðûå ðàñïîëàãàëèñü â äðóãèõ ñòðîêàõ

æîðäàíîâîé òàáëèöû, è ïîòîìó íå áûëè èç íåå âû÷åðêíóòû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé (3)

ßñíî, ÷òî åñëè èç ñèñòåìû îáðàçóþùèõ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

âû÷åðêíóòü âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îñòàâøèõñÿ â

ýòîé ñèñòåìå âåêòîðîâ, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà âíîâü áóäåò ñèñòåìîé

îáðàçóþùèõ íàøåãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, æîðäàíîâà ñèñòåìà,

ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèé, îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåì àáçàöå,

ïî-ïðåæíåìó áóäåò ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V .

Åñëè ïîëó÷åííàÿ íàìè ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìà, òî îíà

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â V . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîâòîðèì îïèñàííûå âûøå

äåéñòâèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íîâîé æîðäàíîâîé òàáëèöå. Ïîñêîëüêó ÷èñëî

âåêòîðîâ â èñõîäíîé òàáëèöå êîíå÷íî, ðàíî èëè ïîçäíî ýòîò ïðîöåññ

îáîðâåòñÿ è ìû íàéäåì æîðäàíîâó ñèñòåìó, ÿâëÿþùóþñÿ áàçèñîì â V .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.3 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.3. Ïóñòü P � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ,

ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé (îí ñóùåñòâóåò â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

29.2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç íèëüñëîåâ âèäà

(pi1, pi2, . . . , pisi ), ãäå i = 1, 2, . . . , k . Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì

Vi = 〈pi1, pi2, . . . , pisi 〉. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî:

1) åñëè x ∈ V , òî x = x

1

+ x

2

+ · · ·+ xk äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ x1 ∈ V
1

,

x

2

∈ V
2

, . . . , xk ∈ Vk ;

2) Vi ∩ Vj = {0} äëÿ ëþáûõ i , j ∈ {1, 2, . . . , k}, i 6= j .

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ V . �àçëîæèì âåêòîð x ïî áàçèñó P:

x = t
11

p

11

+ t
12

p

12

+ · · ·+ t
1s
1

p

1s
1

+ t
21

p

21

+ t
22

p

22

+ · · ·+ t
2s
2

p

2s
2

+

+ · · ·+ tk1pk1 + tk2pk2 + · · ·+ tkskpksk .

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k ïîëîæèì xi = ti1pi1 + ti2pi2 + · · ·+ tisipisi . Òîãäà

x

1

∈ V
1

, x

2

∈ V
2

, . . . , xk ∈ Vk è x = x

1

+ x

2

+ · · ·+ xk . Óòâåðæäåíèå 1)

äîêàçàíî.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 29.3 (2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x ∈ Vi ∩ Vj äëÿ íåêîòîðûõ i , j ∈ {1, 2, . . . , k},
i 6= j . Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, x = ti1pi1 + ti2pi2 + · · ·+ tisipisi äëÿ

íåêîòîðûõ ti1, ti2, . . . , tisi , à ñ äðóãîé � x = tj1pj1 + tj2pj2 + · · ·+ tjsj pjsj äëÿ

íåêîòîðûõ tj1, tj2, . . . , tjsj . Ñëåäîâàòåëüíî,

ti1pi1 + ti2pi2 + · · ·+ tisi pisi − tj1pj1 − tj2pj2 − · · · − tjsj pjsj = 0.

Íî âåêòîðû pi1, pi2, . . . , pisi
, pj1, pj2, . . . , pjsj

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê

âõîäÿò â áàçèñ P. Ñëåäîâàòåëüíî, ti1 = ti2 = · · · = tisi = 0, îòêóäà x = 0.

Óòâåðæäåíèå 2) òàêæå äîêàçàíî. Èç óòâåðæäåíèé 1) è 2) âûòåêàåò, ÷òî

V =
k

⊕
i=1

Vi .

Òåì ñàìûì ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29.1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà

Ïðåäëîæåíèå 29.3

Ëèíåéíûé îïåðàòîð N â n-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íèëüïîòåíòåí

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χN (x) = (−1)nxn
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Èç òåîðåìû 29.1 âèäíî, ÷òî äëÿ

íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà N ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì åãî ìàòðèöà N

íèæíåòðåóãîëüíà è âñå ýëåìåíòû íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 0. Òîãäà

N − xE � íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, âñå ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè

êîòîðîé ðàâíû −x . Ñëåäîâàòåëüíî, χN (x) = |N − xE | = (−x)n = (−1)nxn
.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè χN (x) = (−1)nxn
, òî, â ñèëó òåîðåìû

�àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, (−1)nN n = O, à çíà÷èò è
N n = O.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà ê

æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå (1)

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 29.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì

ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé

�îðìå.

Àëãîðèòì 29.1, íà÷àëî

Äàíà ìàòðèöà A, ÿâëÿþùàÿñÿ ìàòðèöåé íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà â

íåêîòîðîì áàçèñå. Òðåáóåòñÿ íàéòè æîðäàíîâ áàçèñ îòíîñèòåëüíî ýòîãî

îïåðàòîðà è ìàòðèöó îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå. Çàïèñûâàåì ìàòðèöó

(E | A⊤) è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì åå ê âèäó

(B
1,1 | B

1,2), ãäå B
1,2 � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Åñëè B

1,2A
⊤ 6= O,

çàïèñûâàåì ìàòðèöó (B
1,1 | B

1,2 | B
1,2A

⊤) è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèì åå ê âèäó (B
2,1 | B

2,2 | B
2,3), ãäå B

2,3 �

ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà. Ïðîäîëæàåì îïèñàííûé ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà

ïðè êàêîì-òî k íå ñòàíåò âåðíûì ðàâåíñòâî Bk,k+1A
⊤ = O. Ñòðîêè

ïîëó÷åííîé ìàòðèöû âèäà (Bk,1 | Bk,2 | · · · | Bk,k+1) ñîñòîÿò èç áëîêîâ,
íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ìàòðèö Bk,1,Bk,2, . . . ,Bk,k+1. Â êàæäîé ñòðîêå

âû÷åðêèâàåì áëîêè, ñîñòîÿùèå èç íóëåé, è âûðàâíèâàåì ïîëó÷åííûå

ñòðîêè ïî ïðàâîìó êðàþ. Ïîëó÷èëàñü æîðäàíîâà òàáëèöà.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà ê

æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå (2)

Àëãîðèòì 29.1, îêîí÷àíèå

¾Ñæèìàåì¿ ýòó æîðäàíîâó òàáëèöó äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàâøèåñÿ â íåé

âåêòîðû íå ñòàíóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè (ñïîñîá ¾ñæàòèÿ¿ óêàçàí â

äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 29.2). Âåêòîðû ïîëó÷åííîé æîðäàíîâîé

òàáëèöû îáðàçóþò èñêîìûé áàçèñ. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå

ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé. ×èñëî êëåòîê Æîðäàíà â ýòîé ìàòðèöå ðàâíî ÷èñëó

ñòðîê â ïîëó÷åííîé æîðäàíîâîé òàáëèöå, ïîðÿäêè êëåòîê ðàâíû äëèíàì

ýòèõ ñòðîê, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âñåõ êëåòîê ñòîèò ÷èñëî 0.

Ýòîò àëãîðèòì, êàê è àëãîðèòì 27.2, íàéäåí Â. À. ×óðêèíûì â 1991 ã.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 29.1

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 29.1. Ñòðîêè åäèíè÷íîé ìàòðèöû, ñòîÿùåé â

ëåâîé ÷àñòè èñõîäíîé ìàòðèöû, � ýòî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èñõîäíîãî

áàçèñà (â íåì ñàìîì). Ê íèì íà ïåðâîì øàãå ïðèïèñûâàþòñÿ (ïî ñòðîêàì)

êîîðäèíàòû èõ îáðàçîâ ïðè äàííîì îïåðàòîðå (ìàòðèöà A⊤
). Äàëåå

íàõîäèòñÿ áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA (íåíóëåâûå ñòðîêè â B
1,2) � ñì.

àëãîðèòì ×óðêèíà). Ïîñëå ýòîãî ïðèïèñûâàþòñÿ (îïÿòü ïî ñòðîêàì)

êîîðäèíàòû îáðàçîâ âåêòîðîâ ýòîãî íàéäåííîãî áàçèñà ïðè äåéñòâèè

îïåðàòîðà A (ìàòðèöà B
1,2A

⊤
) � ñì. �îðìóëó (3) â � 6. Çàòåì íàõîäèòñÿ

áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA2

(íåíóëåâûå ñòðîêè â B
2,3). Ïðîäîëæàÿ ýòîò

ïðîöåññ, ìû âûòÿãèâàåì íèëüñëîè èç âåêòîðîâ èñõîäíîãî áàçèñà. Ýòîò

ïðîöåññ îáîðâåòñÿ, òàê êàê â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà ImAk = {0}
äëÿ íåêîòîðîãî k . Èòàê, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà, ïîëó÷àåòñÿ

æîðäàíîâà òàáëèöà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ

âèäà As(pi ), i = 1, 2, . . . , n, ãäå P = {p
1

, p
2

, . . . , pn} � èñõîäíûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå ýòà æîðäàíîâà òàáëèöà ïåðåñòðàèâàåòñÿ â áàçèñ,

ÿâëÿþùèéñÿ æîðäàíîâîé ñèñòåìîé, òàê, êàê ýòî îïèñàíî â äîêàçàòåëüñòâå

ïðåäëîæåíèÿ 29.2. Òîò �àêò, ÷òî ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå

æîðäàíîâà, à êëåòêè Æîðäàíà â íåé âûãëÿäÿò òàê, êàê óêàçàíî â êîíöå

àëãîðèòìà, âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 29.1.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Ïðèâåäåíèå ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå îïåðàòîðà ñ îäíèì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

Íèëüïîòåíòíûå îïåðàòîðû � ýòî îïåðàòîðû, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí êîòîðûõ èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, ðàâíûé 0. Èçëîæåííûé

âûøå àëãîðèòì ëåãêî ïîçâîëÿåò ïðèâîäèòü ê íîðìàëüíîé æîðäàíîâîé

�îðìå ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êîòîðûõ

èìååò ðîâíî îäèí êîðåíü, ëåæàùèé â îñíîâíîì ïîëå (íå îáÿçàòåëüíî

ðàâíûé 0). Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò

ðîâíî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå t
0

, ïðè÷åì êðàòíîñòü ýòîãî ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ êàê êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îïåðàòîðà A ðàâíà

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Èíûìè ñëîâàìè, χA(x) = (−1)n(x − t
0

)n, ãäå n

� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïîëîæèì A
1

= A− t
0

E . Òîãäà, ïî òåîðåìå
�àìèëüòîíà�Êýëè äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, An

1

= O, ò. å. îïåðàòîð A
1

íèëüïîòåíòåí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F æîðäàíîâ áàçèñ äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà,

÷åðåç A
1

ìàòðèöó îïåðàòîðà A
1

â áàçèñå F , à ÷åðåç A ìàòðèöó îïåðàòîðà

A â ýòîì áàçèñå. Íàéäÿ ïî èçëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó áàçèñ F è

ìàòðèöó A
1

, ìû ëåãêî íàéäåì è ìàòðèöó A, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâà

A = A
1

+ t
0

E âûòåêàåò, ÷òî A = A
1

+ t
0

E . ßñíî, ÷òî ìàòðèöà A áóäåò

æîðäàíîâîé. Çàìåòèì, ÷òî A îòëè÷àåòñÿ îò A
1

òîëüêî òåì, ÷òî â ìàòðèöå

A âñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íå 0, à t
0

.
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Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

29.4. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V ïðèâîäèì ê

æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå, åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , â

êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà æîðäàíîâà. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì

äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 29.2

Ëèíåéíûé îïåðàòîð A â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì F ïðèâîäèì

ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà A ðàçëîæèì â ïîëå F íà

ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Èç ýòîé òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ 16.4 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 29.1

Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì C, òî ëþáîé ëèíåéíûé

îïåðàòîð â V ïðèâîäèì ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé �îðìå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 29. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà ê æîðäàíîâîé �îðìå



Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 29.2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A � ëèíåéíûé

îïåðàòîð, ìàòðèöà êîòîðîãî â íåêîòîðîì áàçèñå æîðäàíîâà. Îáîçíà÷èì

ýòó ìàòðèöó ÷åðåç A. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà A íèæíåòðåóãîëüíà.

Îáîçíà÷èì ñêàëÿðû, ñòîÿùèå íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ÷åðåç λ
1

, λ
2

, . . . ,

λn (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò ñîâïàäàòü). Òîãäà

χA(x) = |A− xE | =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ
1

− x 0 0 · · · 0

a
21

λ
2

− x 0 · · · 0

a
31

a
32

λ
3

− x · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 an3 · · · λn − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (λ
1

− x)(λ
2

− x) · · · (λn − x) =

= (−1)n(x − λ
1

)(x − λ
2

) · · · (x − λn).

Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí χA(x) ðàçëîæèì íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè.

Äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 29.2 äîêàçûâàåòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå. Ìû íå

áóäåì ïðèâîäèòü ýòî äîêàçàòåëüñòâî â ïîëíîì îáúåìå, à îãðàíè÷èìñÿ òåì,

÷òî ñ�îðìóëèðóåì áåç äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå, èãðàþùåå

êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 29.2, è ïîêàæåì, êàê

äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 29.2 âûòåêàåò èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.
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Íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ

Ñ ýòîãî ìåñòà è äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 29.2 ÷åðåç A
îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàä ïîëåì

F òàêîé, ÷òî ìíîãî÷ëåí χA(x) ðàçëîæèì â ïîëå F íà ëèíåéíûå

ìíîæèòåëè, ÷åðåç λ
1

, λ
2

, . . . , λm � âñå åãî ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ, à ÷åðåç n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V .

Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m ïîëîæèì Ai = A− λiE . Çàìåòèì, ÷òî
KerAi 6= {0} äëÿ âñÿêîãî i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Â ñàìîì äåëå, åñëè x �

ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèéñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

λi , òî x 6= 0 è

Ai (x) = (A− λiE)(x) = A(x)− λiE(x) = λix− λix = 0.

Ìû âèäèì, ÷òî x ∈ KerAi , è ïîòîìó KerAi 6= {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,
{0} ⊂ KerAi .
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Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî k âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

KerAk
i ⊆ KerAk+1

i , è ïîòîìó dimKerAk
i 6 dimKerAk+1

i 6 n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå si òàêîå, ÷òî

{0} ⊂ KerAi ⊂ KerA2

i ⊂ · · · ⊂ KerAsi
i = KerAsi+1

i .

Ïîëîæèì Ni = KerAsi
i . Îãðàíè÷åíèå îïåðàòîðà Ai íà ïîäïðîñòðàíñòâî Ni

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ni .

Îïðåäåëåíèå

Ïîäïðîñòðàíñòâî Ni íàçûâàåòñÿ êîðíåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà

V , ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi .
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Ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâà Ni è îïåðàòîðà Ni

Çàìå÷àíèå 29.2

Ïîäïðîñòðàíñòâî Ni èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Ai .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò äîáàâëåíî ïîçæå.

Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 29.2 Ni ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå Ni .

Çàìå÷àíèå 29.3

Îïåðàòîð Ni íèëüïîòåíòåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåò äîáàâëåíî ïîçæå.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìû ïðèâîäèòü

íå áóäåì.

Òåîðåìà 29.3

V = N
1

⊕ N
2

⊕ · · · ⊕ Nm.
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