
� 27. �àíã ìàòðèöû

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 27. �àíã ìàòðèöû



�àíãè ìàòðèöû ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì

27.1. Òåîðåìà î ðàíãå

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà m × n íàä ïîëåì F .

Âåêòîðû, êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ñòðîê ìàòðèöû A,

ò. å. âåêòîðû âèäà ai = (ai1, ai2, . . . , ain), ãäå i = 1, 2, . . . ,m, íàçûâàþòñÿ

âåêòîðàìè-ñòðîêàìè ìàòðèöû A. Àíàëîãè÷íî, âåêòîðû, êîìïîíåíòàìè

êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ò. å. âåêòîðû âèäà

a

j = (a
1j , a2j , . . . , amj), ãäå j = 1, 2, . . . , n, íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè

ìàòðèöû A.

Âåêòîðû a

1

, a
2

, . . . , am ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Fn, à âåêòîðû

a

1, a2, . . . , an � ïðîñòðàíñòâó Fm.

Îïðåäåëåíèå

�àíãîì ìàòðèöû ïî ñòðîêàì [ïî ñòîëáöàì℄ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü

ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòðîêàìè

[âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè℄ ýòîé ìàòðèöû. �àíã ìàòðèöû A ïî ñòðîêàì [ïî

ñòîëáöàì℄ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rs(A) [ñîîòâåòñòâåííî, rc(A)℄.
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Ìèíîð ìàòðèöû (îïðåäåëåíèå)

Îïðåäåëåíèå

Ìèíîðîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû,

ñòîÿùåé íà ïåðåñå÷åíèè íåêîòîðûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû.

Ïîðÿäêîì ìèíîðà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê òîé ìàòðèöû, îïðåäåëèòåëåì

êîòîðîé ýòîò ìèíîð ÿâëÿåòñÿ.

Åñëè A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n, òî âñÿêèé åå ìèíîð åñòü

îïðåäåëèòåëü âèäà
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aik j1 aik j2 . . . aik jk

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

,

ãäå k 6 min{m, n}, 1 6 i
1

< i
2

< · · · < ik 6 m è 1 6 j
1

< j
2

< · · · < jk 6 n.

Ïîðÿäîê óêàçàííîãî ìèíîðà ðàâåí k .
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Ìèíîð ìàòðèöû (êîììåíòàðèè). �àíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì

Îäíà è òà æå ìàòðèöà ìîæåò èìåòü ìíîãî ðàçëè÷íûõ ìèíîðîâ îäíîãî

è òîãî æå ïîðÿäêà.

Âñÿêèé ýëåìåíò ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ åå ìèíîðîì 1-ãî

ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A 6= O, òî â A åñòü íåíóëåâûå ìèíîðû.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ åå

(åäèíñòâåííûì) ìèíîðîì n-ãî ïîðÿäêà.

Ââåäåííîå â � 7 ïîíÿòèå ìèíîðà ýëåìåíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ââåäåííîãî íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå

ïîíÿòèÿ ìèíîðà ìàòðèöû: åñëè A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà n, à 1 6 i , j 6 n, òî ìèíîð Mij ýëåìåíòà aij ìàòðèöû A

ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Åñëè A 6= O, òî ðàíãîì ìàòðèöû A ïî

ìèíîðàì íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé èç ïîðÿäêîâ íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ýòîé

ìàòðèöû. �àíã íóëåâîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí 0.

�àíã ìàòðèöû A ïî ìèíîðàì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç rm(A).
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Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû

Áî́ëüøàÿ ÷àñòü äàííîãî ïàðàãðà�à áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó

ñëåäóþùåãî �óíäàìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòà.

Òåîðåìà 27.1 (òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû)

Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì. �àíã ìàòðèöû A ïî ñòðîêàì

ðàâåí åå ðàíãó ïî ñòîëáöàì è ðàâåí åå ðàíãó ïî ìèíîðàì.

Ýòà òåîðåìà ëåãêî âûòåêàåò èç ñ�îðìóëèðîâàííûõ íà ñëåäóþùåì ñëàéäå

÷åòûðåõ ëåìì, äîêàçàòåëüñòâà êîòîðûõ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Âî âñåõ

ýòèõ ëåììàõ ìû, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî â ÿâíîì âèäå, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ðå÷ü èäåò î ìàòðèöàõ íàä ïîëåì. ×òîáû ñäåëàòü �îðìóëèðîâêè ëåìì

ìåíåå ãðîìîçäêèìè, ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Óìíîæåíèå ñòðîêè

ìàòðèöû íà íåíóëåâîé ñêàëÿð, ïðèáàâëåíèå îäíîé ñòðîêè ê äðóãîé è

ïåðåñòàíîâêó ñòðîê áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû.
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×åòûðå ëåììû

Ëåììà 27.1

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íå ìåíÿþò åå ðàíãà ïî

ñòðîêàì.

Ëåììà 27.2

�àíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ðàâåí ÷èñëó åå íåíóëåâûõ ñòðîê.

Ëåììà 27.3

Îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íå ìåíÿþò åå ðàíãà ïî

ìèíîðàì.

Ëåììà 27.4

�àíã ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ïî ìèíîðàì ðàâåí ÷èñëó åå íåíóëåâûõ ñòðîê.
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Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû: ðåäóêöèÿ ê ëåììàì 27.1�27.4

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ýòè ëåììû, ïîêàæåì, êàê èç íèõ âûâîäèòñÿ

òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 6.2 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòóïåí÷àòàÿ

ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Îáîçíà÷èì ýòó ìàòðèöó ÷åðåç B, à ÷èñëî åå íåíóëåâûõ

ñòðîê � ÷åðåç k . Òîãäà:

rs(A) = rs(B) â ñèëó ëåììû 27.1

= k â ñèëó ëåììû 27.2

= rm(B) â ñèëó ëåììû 27.4

= rm(A) â ñèëó ëåììû 27.3.

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ïî ñòðîêàì ðàâåí åå ðàíãó ïî

ìèíîðàì. Äàëåå,

rc(A) = rs(A
⊤) ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî

= rm(A
⊤) â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå

= rm(A) â ñèëó 1-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

Òàêèì îáðàçîì, ðàíã A ïî ñòîëáöàì ðàâåí ðàíãó A ïî ìèíîðàì (à çíà÷èò,

è ðàíãó A ïî ñòðîêàì).
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.1 (1)

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâàì ñ�îðìóëèðîâàííûõ âûøå ëåìì.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.1. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà, à B �

ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç òðåõ îñíîâíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îáîçíà÷èì âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû A

÷åðåç a

1

, a
2

, . . . , am, à âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû B � ÷åðåç b

1

, b
2

, . . . , bm.

Ïîëîæèì VA = 〈a
1

, a
2

, . . . , am〉 è VB = 〈b
1

, b
2

, . . . , bm〉. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,

÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî dimVA = dimVB . Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå

âåðíî äàæå áîëåå ñèëüíîå ðàâåíñòâî VA = VB . �àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1: B ïîëó÷åíà èç A óìíîæåíèåì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà

íåíóëåâîé ñêàëÿð t. Â ýòîì ñëó÷àå bj = aj äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . ,m, j 6= i è

bi = tai . ßñíî, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ b

1

, b
2

, . . . , bm ëåæèò â VA, è

ïîòîìó VB ⊆ VA. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäûé èç âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am
ëåæèò â VB (äëÿ âñåõ âåêòîðîâ, êðîìå ai , ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ ai âûòåêàåò

èç òîãî, ÷òî ai =
1

t
· bi ). Ñëåäîâàòåëüíî, VA ⊆ VB , è ïîòîìó VA = VB .
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.1 (2)

Ñëó÷àé 2: B ïîëó÷åíà èç A ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ìàòðèöû A ê åå i-é

ñòðîêå. Â ýòîì ñëó÷àå bk = ak äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . ,m, k 6= i è bi = ai + aj .

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ÿñíî, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ b

1

, b
2

, . . . , bm
ëåæèò â VA, è ïîòîìó VB ⊆ VA. Îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è îáðàòíîå

óòâåðæäåíèå: êàæäûé èç âåêòîðîâ a

1

, a
2

, . . . , am ëåæèò â VB (äëÿ âñåõ

âåêòîðîâ, êðîìå ai , ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ ai âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

ai = bi − bj). Ñëåäîâàòåëüíî, VA ⊆ VB , è ïîòîìó VA = VB .

Ñëó÷àé 3: B ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå

ïðîñòðàíñòâà VA è VB ïîðîæäàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå âåêòîðàìè, è

ïîòîìó ñîâïàäàþò.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.2 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.2. Ïóñòü A = (aij) � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà,

÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê êîòîðîé ðàâíî k . Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé íàáîð èç

áîëåå ÷åì k âåêòîðîâ-ñòðîê ìàòðèöû A (åñëè îí ñóùåñòâóåò, ò. å. åñëè A

ñîäåðæèò áîëåå k ñòðîê) ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð è ïîòîìó ëèíåéíî

çàâèñèì. Ñëåäîâàòåëüíî, rs(A) 6 k . Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïåðâûå k âåêòîðîâ-ñòðîê ìàòðèöû A ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Ìàòðèöà A èìååò âèä

A =





















0 . . . 0 a
1i
1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a
1n

0 . . . . . . . . . . . 0 a
2i
2

. . . . . . . . . . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 akik . . . akn
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0





















, (1)

ãäå a
1i
1

, a
2i
2

, . . . , akik 6= 0. Îáîçíà÷èì ïåðâûå k âåêòîðîâ-ñòðîê ìàòðèöû A

÷åðåç a

1

, a
2

, . . . , ak . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

t
1

a

1

+ t
2

a

2

+ · · ·+ tkak = 0 (2)

äëÿ íåêîòîðûõ ñêàëÿðîâ t
1

, t
2

, . . . , tk .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 27. �àíã ìàòðèöû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.2 (2)

Ïðèðàâíèâàÿ â ýòîì âåêòîðíîì ðàâåíñòâå êîìïîíåíòû ñ íîìåðàìè i
1

, i
2

,

. . . , ik , ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ êðàìåðîâñêóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:























a
1i
1

t
1

= 0,

a
1i
2

t
1

+ a
2i
2

t
2

= 0,

a
1i
3

t
1

+ a
2i
3

t
2

+ a
3i
3

t
3

= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1i
1

t
1

+ a
2ik t2 + a

3ik t3 + · · · + akik tk = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âûòåêàåò, ÷òî t
1

= 0. Îòñþäà è èç

âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî t
2

= 0. Ïðîäîëæàÿ ïîäñòàâëÿòü

óæå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ â ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû,

íàõîäèì, ÷òî t
3

= 0, t
4

= 0, . . . , tk = 0. Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (2)

âûòåêàåò, ÷òî t
1

= t
2

= · · · = tk = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a

1

, a

2

, . . . , ak

ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 27.2 âûòåêàåò

Çàìå÷àíèå 27.1

Íåíóëåâûå âåêòîðû-ñòðîêè ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.3 (1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.3. Âíîâü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöà, à B � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç A ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç òðåõ

îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ìèíîð

ìàòðèöû A. Ìàòðèöó, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð M, áóäåì

îáîçíà÷àòü ÷åðåç AM . Åñëè ìàòðèöà AM ðàñïîëîæåíà â ñòðîêàõ ñ

íîìåðàìè i
1

, i
2

, . . . , ik è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè j
1

, j
2

, . . . , jk ìàòðèöû A, òî

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ìàòðèöû B ñ

òåìè æå íîìåðàìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′
. ßñíî, ÷òî M ′

� ìèíîð ìàòðèöû

B, è ïîðÿäêè ìèíîðîâ M è M ′
ñîâïàäàþò. �àññìîòðèì òå æå òðè ñëó÷àÿ,

÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 27.1.

Ñëó÷àé 1: B ïîëó÷åíà èç A óìíîæåíèåì i-é ñòðîêè ìàòðèöû A íà

íåíóëåâîé ñêàëÿð t. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíûé ìèíîð ìàòðèöû A. Åñëè

ìàòðèöà AM íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî M ′ = M. Â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå 2-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé âëå÷åò, ÷òî M ′ = tM.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî M = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

M ′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè íåíóëåâûõ ìèíîðîâ â

ìàòðèöàõ A è B ñîâïàäàþò, è ïîòîìó rm(A) = rm(B).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 27. �àíã ìàòðèöû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.3 (2)

Ñëó÷àé 2: B ïîëó÷åíà èç A ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ìàòðèöû A ê åå i-é

ñòðîêå. Ïóñòü M � íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Ïîêàæåì,

÷òî â ìàòðèöå B òîæå åñòü íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà. Åñëè ìàòðèöà

AM íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî M ′ = M 6= 0. Åñëè

AM ñîäåðæèò ýëåìåíòû êàê i-é, òàê è j-é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî, â ñèëó

7-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, âíîâü ïîëó÷àåì, ÷òî M ′ = M 6= 0.

Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî AM ñîäåðæèò ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû A,

íî íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ åå j-é ñòðîêè. Åñëè M ′ 6= 0, òî íóæíûé íàì

�àêò óñòàíîâëåí. Ïóñòü òåïåðü M ′ = 0. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàòü,

÷òî ìàòðèöà AM ðàñïîëîæåíà â ïåðâûõ k ñòðîêàõ è ïåðâûõ k ñòîëáöàõ

ìàòðèöû A, i = 1 è j = k + 1 (â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå

àíàëîãè÷íî).
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Èñïîëüçóÿ 6-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

M
′ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

+ ak+1 1 a
12

+ ak+1 2 . . . a
1k + ak+1 k

a
21

a
22

. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

a
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. . . a
1k

a
21

a
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. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ak+1 1 ak+1 2 . . . ak+1 k

a
21

a
22

. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= M +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ak+1 1 ak+1 2 . . . ak+1 k

a
21

a
22

. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Îáîçíà÷èì ïîñëåäíèé èç îïðåäåëèòåëåé, âîçíèêøèõ â ýòîé öåïî÷êå

ðàâåíñòâ, ÷åðåç D . Ïîñêîëüêó M +D = M ′ = 0, èìååì

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ak+1 1 ak+1 2 . . . ak+1 k

a
21

a
22

. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −M 6= 0. (3)
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Â ìàòðèöå, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç D , ïîìåíÿåì

ìåñòàìè ñíà÷àëà ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè, çàòåì âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè,

. . . , íàêîíåö, (k − 1)-þ è k-þ ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå, ñäåëàâ k − 1

ïåðåñòàíîâêó ñòðîê, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îïðåäåëèòåëü:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
21

a
22

. . . a
2k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak1 ak2 . . . akk
ak+1 1 ak+1 2 . . . ak+1 k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ýòîò îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû B (ìàòðèöà,

îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ, ðàñïîëîæåíà â ïåðâûõ k ñòîëáöàõ è â

ñòðîêàõ ñî âòîðîé ïî (k + 1)-þ ìàòðèöû B). Îáîçíà÷èì ýòîò ìèíîð ÷åðåç

D ′
. �àâåíñòâî (3) è 4-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé âëåêóò, ÷òî

D ′ = (−1)k−1D = (−1)kM 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B ñîäåðæèò

íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà k .
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Èòàê, åñëè ìàòðèöà A ñîäåðæèò íåíóëåâîé ìèíîð k-ãî ïîðÿäêà, òî òåì æå

ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ìàòðèöà B. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê

íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû B íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì ìàêñèìàëüíûé

ïîðÿäîê íåíóëåâîãî ìèíîðà ìàòðèöû A. Èíûìè ñëîâàìè, rm(A) 6 rm(B).
×òîáû äîêàçàòü ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî, çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû B ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì òðåõ

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé: óìíîæåíèåì j-é ñòðîêè ìàòðèöû B íà −1,
ïðèáàâëåíèåì j-é ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ê åå i-é ñòðîêå è ïîâòîðíûì

óìíîæåíèåì j-é ñòðîêè ïîëó÷åííîé ïîñëå ýòîãî ìàòðèöû íà −1. Ïåðâàÿ è

òðåòüÿ èç ýòèõ îïåðàöèé, êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè ðàçáîðå ñëó÷àÿ 1), íå

ìåíÿþò ðàíãà ìàòðèöû ïî ìèíîðàì, à âòîðàÿ, êàê ìû òîëüêî ÷òî

óáåäèëèñü, ìîæåò ðàçâå ëèøü óâåëè÷èòü åãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

rm(B) 6 rm(A) è ïîòîìó rm(A) = rm(B).

Ñëó÷àé 3: B ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Â ñèëó 4-ãî ñâîéñòâà

îïðåäåëèòåëåé âñÿêèé ìèíîð ìàòðèöû B ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåí

íåêîòîðîìó ìèíîðó ìàòðèöû A. Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî

ìàêñèìàëüíûå ïîðÿäêè íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ó ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 27. �àíã ìàòðèöû



Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.4

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 27.4. Âíîâü ïðåäïîëîæèì, ÷òî A = (aij) �
ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê êîòîðîé ðàâíî k . Î÷åâèäíî,

÷òî ëþáîé ìèíîð áîëåå ÷åì k-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A (åñëè îí ñóùåñòâóåò,

ò. å. åñëè A ñîäåðæèò áîëåå k ñòðîê è áîëåå k ñòîëáöîâ) ÿâëÿåòñÿ

îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, è ïîòîìó

ðàâåí 0 ïî 3-ìó ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, rm(A) 6 k . Äëÿ

çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ìàòðèöà A èìååò

íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà k . Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò âèä (1), ãäå

a
1i
1

, a
2i
2

, . . . , akik 6= 0. Ìàòðèöà, ðàñïîëîæåííàÿ â ïåðâûõ k ñòðîêàõ

ìàòðèöû A è ñòîëáöàõ ýòîé ìàòðèöû ñ íîìåðàìè i
1

, i
2

, . . . , ik ÿâëÿåòñÿ

âåðõíåòðåóãîëüíîé, è âñå ýëåìåíòû íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè îòëè÷íû îò 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû, ÿâëÿþùèéñÿ ìèíîðîì k-ãî

ïîðÿäêà ìàòðèöû A, îòëè÷åí îò 0.

Ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû.
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Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû

Òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå

�àíãîì ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ëþáîìó èç òðåõ åå

âûøåîïðåäåëåííûõ ðàíãîâ. �àíã ìàòðèöû A ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

r(A).

Èç ëåìì 27.1 è 27.2 âûòåêàåò ñëåäóþùèé

Àëãîðèòì 27.1

Ïðèâåäåì äàííóþ ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. ×èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â

ïîëó÷åííîé ìàòðèöå ðàâíî ðàíãó èñõîäíîé ìàòðèöû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 27. �àíã ìàòðèöû



Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 22.2

Â � 22 áûë ïðèâåäåí áåç îáîñíîâàíèÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ

ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ (ñì. òàì

àëãîðèòì 22.2): çàïèøåì â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ

â íåêîòîðîì áàçèñå è íà÷íåì ïðèâîäèòü åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè â

ïðîöåññå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêíåò íóëåâàÿ ñòðîêà,

ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Îáîñíóåì ýòîò àëãîðèòì. Ïðè ïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó

ìû çàìåíÿåì êàæäóþ ñòðîêó ìàòðèöû íà íåòðèâèàëüíóþ ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ åå ñòðîê. Ïîýòîìó âîçíèêíîâåíèå íóëåâîé ñòðîêè îçíà÷àåò,

÷òî âåêòîðû-ñòðîêè èñõîäíîé ìàòðèöû ëèíåéíî çàâèñèìû. Åñëè æå

íóëåâûõ ñòðîê íå âîçíèêëî, òî â ñèëó ëåìì 27.1 è 27.2 ðàçìåðíîñòü

ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòðîêàìè èñõîäíîé ìàòðèöû ðàâíà

÷èñëó ýòèõ ñòðîê, à çíà÷èò ýòè âåêòîðû-ñòðîêè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 23.1

Â � 23 áûë ïðèâåäåí áåç îáîñíîâàíèÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è

ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî äàííûì íàáîðîì âåêòîðîâ

(ñì. òàì àëãîðèòì 23.1). Íàïîìíèì, â ÷åì îí ñîñòîèò. Çàïèøåì â ìàòðèöó

ïî ñòðîêàì êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ â íåêîòîðîì áàçèñå. Îáîçíà÷èì

ýòó ìàòðèöó ÷åðåç A è ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.

Íåíóëåâûå ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäóò áàçèñîì íàøåãî

ïîäïðîñòðàíñòâà, à ÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî åãî ðàçìåðíîñòè. Òåïåðü ìû â

ñîñòîÿíèè îáîñíîâàòü ýòîò àëãîðèòì. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó àëãîðèòìà 27.1

÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ðàâíî ðàíãó

ìàòðèöû A ïî ñòðîêàì, ò. å. ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî åå

âåêòîðàìè-ñòðîêàìè. Äàëåå, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 27.1 íåíóëåâûå

âåêòîðû-ñòðîêè ïîëó÷åííîé íàìè ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû ëèíåéíî

íåçàâèñèìû, à â ñèëó ëåììû 27.2 ÷èñëî ýòèõ íåíóëåâûõ ñòðîê ðàâíî

ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âñåìè âåêòîðàìè-ñòðîêàìè

ìàòðèöû A. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 22.7 ýòè íåíóëåâûå âåêòîðû-ñòðîêè

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âñåìè âåêòîðàìè-ñòðîêàìè

ìàòðèöû A.
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�àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (1)

27.2. �àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî

óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 27.2

�àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà êàæäîãî èç

ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà k × ℓ, à B = (bij) �
ìàòðèöà ðàçìåðà ℓ×m. Ïîëîæèì C = AB. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö, ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû C èìååò âèä
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�àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî

ïîëó÷èòü è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñòîëáöà ìàòðèöû C . Èòàê, âñå ñòîëáöû

ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè

ìàòðèöû C , ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì

âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A. �àçìåðíîñòü ïåðâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà

íå ïðåâîñõîäèò ïîýòîìó ðàçìåðíîñòè âòîðîãî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ïî

ñòîëáöàì ìàòðèöû C íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A, ò. å.

r(C) 6 r(A).

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû C

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû B. Îòñþäà âûòåêàåò

íåðàâåíñòâî r(C) 6 r(B).
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�àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (÷àñòíûé ñëó÷àé)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

ðàíãó îäíîãî èç ñîìíîæèòåëåé. Óêàæåì îäèí èç òàêèõ ñëó÷àåâ.

Ñëåäñòâèå 27.1

Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à B � ïðîèçâîëüíàÿ

ìàòðèöà. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå AB, òî r(AB) = r(B). Åñëè
ñóùåñòâóåò ïðîèçâåäåíèå BA, òî r(BA) = r(B).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. Ïîëîæèì

C = AB. Ïî òåîðåìå 27.2 r(C) 6 r(B). Â ñèëó êðèòåðèÿ îáðàòèìîñòè

ìàòðèöû ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A−1

. �àâåíñòâî C = AB óìíîæèì ñëåâà íà

A−1

. Ïîëó÷èì

A
−1

C = A
−1(AB) = (A−1

A)B = EB = B,

ò. å. B = A−1C . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 27.2 ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî r(B) 6 r(C). Ñëåäîâàòåëüíî, r(B) = r(C). Âòîðîå
óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ ïðîâåðÿòñÿ àíàëîãè÷íî, íàäî òîëüêî ïðîèçâåäåíèå

BA óìíîæèòü íà A−1

ñïðàâà.
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè (1)

27.3. Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå,

ïîêàçûâàþùåå, êàê ïîíÿòèå ðàíãà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà

ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 27.3 (òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè èëè êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé)

Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã

åå îñíîâíîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
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Îáîçíà÷èì åå îñíîâíóþ ìàòðèöó ÷åðåç A, à ðàñøèðåííóþ � ÷åðåç B.

Âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç a

1, a2, . . . , an, à

ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � ÷åðåç b. Ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå

âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A, óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü ÷åðåç VA, à

ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû B, � ÷åðåç VB .
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè (2)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (4) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå âåêòîðíîãî

ðàâåíñòâà x
1

a

1 + x
2

a

2 + · · ·+ xna
n = b. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (4)

ñîâìåñòíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé

êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ò. å. êîãäà b ∈ VA.

Ïóñòü ñèñòåìà (4) ñîâìåñòíà. Òîãäà âåêòîð b ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

VA. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû B ïðèíàäëåæàò VA, è

ïîýòîìó VB ⊆ VA. Íî ñòîëáöû ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû

B. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî VA ⊆ VB . Ñëåäîâàòåëüíî, VA = VB . Íî òîãäà è

dimVA = dimVB , ò. å. ðàíã ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ïî

ñòîëáöàì ìàòðèöû B. Â ñèëó òåîðåìû î ðàíãå ìàòðèöû, ðàíãè ìàòðèö A è

B ðàâíû.
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè (3)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ðàíãè ìàòðèö A è B ðàâíû. Ïîëîæèì

r = r(A) = r(B). Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà VA ñîñòîèò èç r âåêòîðîâ. Äëÿ

óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî îí ñîñòîèò èç ïåðâûõ r

âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ò. å. èç âåêòîðîâ a

1, a2, . . . , ar . Ýòè âåêòîðû

ïðèíàäëåæàò è ïðîñòðàíñòâó VB . �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà VB ðàâíà r .

Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû a

1, a2, . . . , ar îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà VB .

Âåêòîð b ïðèíàäëåæèò VB è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Èòàê, âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

âåêòîðîâ a

1, a2, . . . , ar , à çíà÷èò è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âñåé ñèñòåìû

âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (4) ñîâìåñòíà.
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, êîììåíòàðèè (1)

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè ëåãêî âûâåñòè óæå èç ìåòîäà

�àóññà. Â ñàìîì äåëå, êàê ìû âèäåëè â � 6, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ïðèâåäåíèè åå ðàñøèðåííîé

ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó íå âîçíèêàåò ñòðîêè, â êîòîðîé âñå

ýëåìåíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò îòëè÷åí îò 0.

Ýòî, î÷åâèäíî, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ïðè ïðèâåäåíèè ê ñòóïåí÷àòîìó

âèäó îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé ìàòðèö ñèñòåìû ïîëó÷àòñÿ ìàòðèöû ñ

îäèíàêîâûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ñòðîê. Ñ ó÷åòîì àëãîðèòìà 27.1, ýòî, â

ñâîþ î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðàíãè îñíîâíîé è ðàñøèðåííîé

ìàòðèö ñèñòåìû ðàâíû.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè íå äàåò íè÷åãî íîâîãî ïî

ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì �àóññà äëÿ àíàëèçà òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé

ñèñòåìû. Íî îíà ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíà ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê

êàê èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ áîëüøîãî ÷èñëà âàæíûõ óòâåðæäåíèé,

ïðè÷åì íå òîëüêî â àëãåáðå, íî è â äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè.
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Òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, êîììåíòàðèè (2)

Òåîðåìà 27.3 ìíîãîêðàòíî ïåðåîòêðûâàëàñü ðàçíûìè àâòîðàìè è, êàê

ñëåäñòâèå, èçâåñòíà ïîä ðàçíûìè íàçâàíèÿìè: â Àâñòðèè, �åðìàíèè,

Ïîëüøå è �îññèè � êàê òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, â Èòàëèè è

àíãëîÿçû÷íûõ ñòðàíàõ � êàê òåîðåìà �óøå�Êàïåëëè, âî Ôðàíöèè � êàê

òåîðåìà �óøå�Ôîíòåíå, â Èñïàíèè è ñòðàíàõ Ëàòèíñêîé Àìåðèêè � êàê

òåîðåìà �óøå�Ôðîáåíèóñà, â ×åõèè è Ñëîâàêèè � êàê òåîðåìà

Ôðîáåíèóñà. Íî ïåðâûì åå îïóáëèêîâàë â 1867 ã. àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê

×àðëüç Äîäæñîí, áîëåå èçâåñòíûé ïîä ïñåâäîíèìîì Ëüþèñ Êýððîëë êàê

àâòîð ¾Àëèñû â Ñòðàíå ×óäåñ¿ è ¾Àëèñû â Çàçåðêàëüå¿.
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