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Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû

Á.Ì.Âåðíèêîâ
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Âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Â � 3 áûëè ââåäåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö, â � 5 �

îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ñêàëÿð, à â � 7 � îïåðàöèÿ

òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû. Â òåõ æå ïàðàãðà�àõ óêàçàí ðÿä ñâîéñòâ ýòèõ

îïåðàöèé. Çäåñü ìû ïðèâîäèì íåêîòîðûå áîëåå ãëóáîêèå ñâîéñòâà

óêàçàííûõ îïåðàöèé, à â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì îäíó íîâóþ

îïåðàöèþ (îáðàùåíèå ìàòðèöû).
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (1)

25.1. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Òåîðåìà 25.1

Åñëè A = (aij) è B = (bij) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå

ïîðÿäêà, òî |AB| = |A| · |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèö A è B ÷åðåç n, à ìàòðèöó AB

� ÷åðåç C . Ïóñòü C = (cij ). �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîëóðàñïàâøóþñÿ

ìàòðèöó ñ äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè A è B:
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Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 7.12

|D | = |A| · |B|. (1)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (2)

Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n ïðèáàâèì ê (n + j)-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû D åå

ïåðâûé ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà b
1j , âòîðîé, óìíîæåííûé íà b

2j , . . . , è,

íàêîíåö, n-é, óìíîæåííûé íà bnj . Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç

D ′
. ßñíî, ÷òî ïåðâûå n ñòîëáöîâ ìàòðèöû D ′

ñîâïàäàþò ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîëáöàìè ìàòðèöû D . Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n

ýëåìåíò, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è (n + j)-ì ñòîëáöå ìàòðèöû D ′
, ðàâåí

ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj = cij , åñëè 1 6 i 6 n, è −bij + bij = 0, åñëè

n + 1 6 i 6 2n. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà D ′
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

D
′ =
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Ñ ó÷åòîì 7-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèïà ðàâíîïðàâèÿ ñòðîê è

ñòîëáöîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî

|D ′| = |D |. (2)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (3)

Ïîìåíÿåì â ìàòðèöå D ′
ìåñòàìè ñíà÷àëà (n + 1)-é ñòîëáåö ñ ïåðâûì,

çàòåì (n+ 2)-é ñòîëáåö � ñî âòîðûì, . . . , íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñòîëáåö � ñ

n-ì. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó
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Ïåðåõîäÿ îò ìàòðèöû D ′
ê ìàòðèöå D ′′

, ìû ñäåëàëè n ïåðåñòàíîâîê

ñòîëáöîâ. Ïðèìåíÿÿ 4-å ñâîéñòâî îïðåäåëèòåëåé è ïðèíöèï ðàâíîïðàâèÿ

ñòðîê è ñòîëáöîâ, èìååì

|D ′′| = (−1)n · |D ′|. (3)
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Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (4)

Ìàòðèöà D ′′
ÿâëÿåòñÿ ïîëóðàñïàâøåéñÿ ìàòðèöåé ñ äèàãîíàëüíûìè

áëîêàìè C è −E . Ïðåäëîæåíèÿ 7.11 è 7.12 ïîêàçûâàþò, ÷òî

|D ′′| = |C | · (−1)n. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (−1)n, èìååì
(−1)n · |D ′′| = (−1)2n · |C | = |C |, ò. å.

|C | = (−1)n · |D ′′|. (4)

Îáúåäèíÿÿ ñêàçàííîå âûøå, èìååì:

|C | = (−1)n · |D ′′| â ñèëó (4)

= (−1)2n · |D ′| â ñèëó (3)

= |D ′|

= |D | â ñèëó (2)

= |A| · |B|. â ñèëó (1)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îòñóòñòâèå çàêîíà ñîêðàùåíèÿ â êîëüöå ìàòðèö

25.2. Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â � 10, â ëþáîì ïîëå F âûïîëíåíî ñëåäóþùåå

ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå çàêîíîì ñîêðàùåíèÿ: åñëè x , y , z ∈ F , xz = yz è

z 6= 0, òî x = y . Â êîëüöå ìàòðèö ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ñàìîì

äåëå, ïóñòü A è B � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n, ãäå n > 1, à X � ìàòðèöà

ðàçìåðà n × 1, ò. å. ñòîëáåö äëèíû n, â êîòîðîì ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí 1, à

îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Òîãäà AX � ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû A, à

BX � ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû B. Åñëè ìàòðèöû A è B ðàçëè÷íû, íî èõ

ïåðâûå ñòîëáöû ñîâïàäàþò, òî AX = BX è X 6= O, íî A 6= B. Àíàëîãè÷íî

ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû A, B è X òàêèå, ÷òî XA = XB è

X 6= O, íî A 6= B (â êà÷åñòâå A è B ìîæíî âçÿòü ðàçëè÷íûå ìàòðèöû

ðàçìåðà m × n, ãäå m > 1, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïåðâûå ñòðîêè, à â

êà÷åñòâå X � ìàòðèöó ðàçìåðà 1×m, ò. å. ñòðîêó äëèíû m, â êîòîðîé

ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ

Íî ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé àíàëîã óêàçàííîãî âûøå ñâîéñòâà.

Ïðåäëîæåíèå 25.1 (îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ìàòðèö)

Ïóñòü A è B � ìàòðèöû ðàçìåðà m × n íàä ïîëåì F . Åñëè äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû X ðàçìåðà n × 1 íàä F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî AX = BX , òî

A = B. Àíàëîãè÷íîå çàêëþ÷åíèå âåðíî, åñëè äëÿ ëþáîé ìàòðèöû Y

ðàçìåðà 1 ×m íàä F âûïîëíåíî ðàâåíñòâî YA = YB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A = (aij ) è B = (bij).
Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai è Bi i-å ñòîëáöû ìàòðèö A è

B ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç Xi � ìàòðèöó ðàçìåðà n× 1, ò. å. ñòîëáåö äëèíû

n, â êîòîðîì i-é ýëåìåíò ðàâåí 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. ßñíî,

÷òî AXi = Ai è BXi = Bi . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AXi = BXi , ïîëó÷àåì, ÷òî i-å

ñòîëáöû ìàòðèö A è B ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó ýòî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

i = 1, 2, . . . , n, ïîëó÷àåì, ÷òî A = B. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî (íàäî òîëüêî ðàññìàòðèâàòü íå ñòîëáöû, à ñòðîêè ìàòðèö A è

B, à â êà÷åñòâå Xi áðàòü ìàòðèöó ðàçìåðà 1×m, ò. å. ñòðîêó äëèíû m, â

êîòîðîé i-é ýëåìåíò ðàâåí 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0).

Îòìåòèì, ÷òî ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñî ñâîéñòâîì òàêîãî òèïà ïðè

èçó÷åíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ (ñì. ïðåäëîæåíèå 10.2).
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí êâàäðàòíîé ìàòðèöû

25.3. Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè

Ñëåäóþùåå ïîíÿòèå áóäåò èãðàòü èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â

äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F . Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A− xE , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå

ïîðÿäêà, ÷òî è A, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî x .

Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç χ
A
(x).

Åñëè A = (aij), à ïîðÿäîê A ðàâåí n, òî

χ
A
(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a
11

− x a
12

. . . a
1n

a
21

a
22

− x . . . a
2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

ßñíî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îïðåäåëèòåëÿ, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî

ðàâåíñòâà, ïîÿâèòñÿ ëèøü îäíî ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå xn
, èìåííî, �

(a
11

− x)(a
22

− x) · · · (ann − x). Ïîýòîìó ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà χ
A
(x)

èìååò âèä (−1)nxn
. Â ÷àñòíîñòè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà χ

A
(x) ðàâíà ïîðÿäêó

ìàòðèöû A.
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Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò êâàäðàòíîé ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä ïîëåì F . Äëÿ âñÿêîãî öåëîãî n > 0

îïðåäåëèì ïî èíäóêöèè ìàòðèöó An
ñëåäóþùèì îáðàçîì: A0 = E , ãäå E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A, à åñëè n > 0, òî

An = An−1 · A.

ßñíî, ÷òî ìàòðèöà An
ïðè ëþáîì n îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé

ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , à A �

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä F . Çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f îò ìàòðèöû A

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà f (A) = anA
n + an−1

An−1 + · · ·+ a
0

E .

ßñíî, ÷òî f (A) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàä F òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü F � ïîëå, A ∈ F n×n
è f ∈ F [x]. �îâîðÿò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f àííóëèðóåò

ìàòðèöó A, åñëè f (A) = O.
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Ïðèñîåäèíåííàÿ ìàòðèöà

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà > 1 íàä ïîëåì F . Ìàòðèöà

(Aij ), ò. å. ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê

ýëåìåíòàì ìàòðèöû A, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé, ïðèñîåäèíåííîé ê A, è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A∨
.

Çàìå÷àíèå 25.1

Åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî

A · (A∨)⊤ = (A∨)⊤ · A = |A| · E .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X = A · (A∨)⊤. Ïîëîæèì X = (xij ). ßñíî, ÷òî
xij = ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû A. Â ñèëó 8-ãî

è 9-ãî ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé ïîëó÷àåì, ÷òî

xij =

{

|A|, åñëè i = j ,

0, åñëè i 6= j .

Ñëåäîâàòåëüíî, A · (A∨)⊤ = |A| · E . �àâåíñòâî (A∨)⊤ · A = |A| · E
ïðîâåðÿåòñÿ òî÷íî òàê æå.
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (1)

Òåîðåìà 25.2 (òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A íàä

ïîëåì F àííóëèðóåò ýòó ìàòðèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü χ
A
(x) = anx

n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

. Ïîëîæèì

B(x) =
(

(A− xE)∨
)⊤

. Ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B(x) ÿâëÿþòñÿ
àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàòðèöû A− xE , ò. å., ñ

òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ìèíîðû (n − 1)-ãî ïîðÿäêà ýòîé ìàòðèöû. ßñíî, ÷òî

ýòè ìèíîðû ñóòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 6 n − 1 íàä ïîëåì F . Îáîçíà÷èì

ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå ìàòðèöû B(x) ÷åðåç bij(x)
(äëÿ ëþáûõ i , j = 1, 2, . . . , n). Äëÿ âñÿêîãî k = 0, 1, . . . , n − 1 îáîçíà÷èì

÷åðåç Bk êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n íàä ïîëåì F , â i-é ñòðîêå è j-ì

ñòîëáöå êîòîðîé (äëÿ ëþáûõ i , j = 1, 2, . . . , n) ñòîèò êîý��èöèåíò ïðè xk
â

ìíîãî÷ëåíå bij(x). ßñíî, ÷òî B(x) = Bn−1

xn−1 + · · ·+ B
1

x + B
0

.

Èç çàìå÷àíèÿ 25.1 âûòåêàåò, ÷òî (A− xE)B(x) = |A− xE | · E = χ
A
(x) · E .

Ñëåäîâàòåëüíî,

(A− xE)(Bn−1

x
n−1 + · · ·+ B

1

x + B
0

) = anx
n
E + an−1

x
n−1

E + · · ·+ a
0

E .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (2)

�àñêðûâàÿ ñêîáêè â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå,

èìååì

−Bn−1

x
n + (ABn−1

− Bn−2

)xn−1 + · · ·+ (AB
1

− B
0

)x + AB
0

=

= anx
n
E + an−1

x
n−1

E + · · ·+ a
0

E .

Ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, èìååì

anE = −Bn−1

, an−1

E = ABn−1

− Bn−2

, . . . , a
1

E = AB
1

− B
0

, a
0

E = AB
0

.

Óìíîæàÿ ñëåâà ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà An
, âòîðîå � íà An−1

, . . . ,

ïðåäïîñëåäíåå � íà A, ïîñëåäíåå � íà E , ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð

ðàâåíñòâ:

anA
n = −AnBn−1

,

an−1

An−1 = AnBn−1

− An−1Bn−2

,

an−2

An−2 = An−1Bn−2

− An−2Bn−3

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a
1

A = A2B
1

− AB
0

,

a
0

E = AB
0

.
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Òåîðåìà �àìèëüòîíà�Êýëè (3)

Ñêëàäûâàÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ, èìååì

anA
n + an−1

A
n−1 + · · ·+ a

1

A+ a
0

E = O,

ò. å. χ
A
(A) = O.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (1)

25.4. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñòíûì

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà. Çäåñü ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

âèäà

AX = B, (5)

ãäå A è B � èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî, ÷òî ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó

ñòðîê â ìàòðèöå A. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöàõ A è B

ðàçëè÷íî, òî óðàâíåíèå (5) ðåøåíèé íå èìååò. Ïîýòîìó âñþäó â

äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýòîì óðàâíåíèè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû A

è B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî òàêæå, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ â

ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â ìàòðèöå X . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè X �

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), òî ìàòðèöû X è B ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî

ñòîëáöîâ. Êàê ìû âèäåëè â � 5, åñëè ìàòðèöû X è B ñîäåðæàò îäèí

ñòîëáåö, òî óðàâíåíèå (5) åñòü ïðîñòî äðóãîé ñïîñîá çàïèñè ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöàõ X è

B. Äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X ÷åðåç Xi ,

à i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B � ÷åðåç Bi . Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ

ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî i-é ñòîëáåö ìàòðèöû AX ðàâåí AXi .

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (2)

Ïîýòîìó

!! â îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (5) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè k ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà

AX
1

= B
1

,AX
2

= B
2

, . . . ,AXk = Bk . (6)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü êàæäóþ èç ýòèõ ñèñòåì ìåòîäîì �àóññà, íàäî

çàïèñàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè ïðè ýòîì

îêàæåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñèñòåì íåñîâìåñòíà, òî è èñõîäíîå

ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Åñëè æå âñå ñèñòåìû ñîâìåñòíû,

òî, ðåøèâ êàæäóþ èç íèõ, ìû íàéäåì âñå ñòîëáöû ìàòðèöû X , à çíà÷èò è

ñàìó ýòó ìàòðèöó. Íî ó âñåõ ðåøàåìûõ ñèñòåì îñíîâíàÿ ìàòðèöà îäíà è òà

æå � ìàòðèöà A. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòü âñå ñèñòåìû îäíîâðåìåííî,

äåéñòâóÿ ïî àëãîðèòìó, êîòîðûé ïðèâåäåí íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B (3)

Àëãîðèòì 25.1

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (5), â êîòîðîì A � ìàòðèöà ðàçìåðà n ×m, à B �

ìàòðèöà ðàçìåðà n × k . Çàïèøåì ìàòðèöó (A | B), ò. å. ìàòðèöó ðàçìåðà
n × (m + k), â êîòîðîé â ïåðâûõ m ñòîëáöàõ ñòîèò ìàòðèöà A, à â

ïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ � ìàòðèöà B. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåðâûå

m ñòîëáöîâ) ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîñëå ýòîãî äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k

ìîæíî íàéòè i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X , ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

âèäà A′Xi = B ′

i , ãäå A′
� ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû, à B ′

i � i-é

ñòîëáåö ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî

õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ ñèñòåì íåñîâìåñòíà, òî óðàâíåíèå AX = B ðåøåíèé

íå èìååò.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà AX = B â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé

êâàäðàòíîé ìàòðèöû A

Îñîáûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàëüíåéøåãî ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå (5),

â êîòîðîì ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé è íåâûðîæäåííîé. Â ýòîì

ñëó÷àå êàæäàÿ èç ñèñòåì (6) ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé. Â ñèëó òåîðåìû

Êðàìåðà âñå ýòè ñèñòåìû èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, è

óðàâíåíèå (5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü

äëÿ åãî ðåøåíèÿ ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà. Îáúåäèíÿÿ àëãîðèòìû 6.1 è

25.1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí â

äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà âàæíûõ çàäà÷.

Àëãîðèòì 25.2

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (5), â êîòîðîì A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ

ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à B � ìàòðèöà ðàçìåðà n × k . Çàïèøåì ìàòðèöó

(A | B) ðàçìåðà n × (n + k) è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåðâûå n ñòîëáöîâ) ê

åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïðàâîé ÷àñòè (ò. å. â ïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ)

ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò çàïèñàíà ìàòðèöà X , ÿâëÿþùàÿñÿ

åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû



Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà XA = B è AXB = C

�àññìîòðèì òåïåðü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå âèäà XA = B, ãäå A è B �

èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ. Òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè

ðàâåíñòâà XA = B è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (XA)⊤ = A⊤X⊤
, ïîëó÷àåì

óðàâíåíèå A⊤X⊤ = B⊤
, ò. å. óðàâíåíèå âèäà (5). �åøèâ åãî îäíèì èç äâóõ

îïèñàííûõ âûøå ñïîñîáîâ, ìû íàéäåì ìàòðèöó X⊤
(åñòåñòâåííî, âòîðîé

ñïîñîá ìîæíî ïðèìåíÿòü ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà A � íåâûðîæäåííàÿ

êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà). Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (X⊤)⊤ = X , òðàíñïîíèðóåì

ìàòðèöó X⊤
è íàéäåì èñêîìóþ ìàòðèöó X .

�àññìîòðèì, íàêîíåö, óðàâíåíèå AXB = C , ãäå ìàòðèöû A, B è C

èçâåñòíû, à ìàòðèöà X íåèçâåñòíà. Ïîëîæèì Y = XB. Òîãäà íàøå

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä AY = C . Åãî ìîæíî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ

àëãîðèòì 25.1. Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç D . Îñòàåòñÿ

ðåøèòü óðàâíåíèå XB = D , ÷òî ìîæíî ñäåëàòü ñïîñîáîì, óêàçàííûì â

ïðåäûäóùåì àáçàöå.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 25. Óìíîæåíèå ìàòðèö. Ìàòðèöû è ìíîãî÷ëåíû


