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Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû (îïðåäåëåíèå)

19.1. Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì

Â àðè�ìåòèêå íåìàëîâàæíóþ ðîëü èãðàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî

ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, ìîæíî ðàçëîæèòü íà

ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ò. å. ïðåäñòàâèòü, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â

âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Àíàëîã ýòîãî �àêòà èìååò ìåñòî è â

òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòî íàõîäèò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ êàê â

àëãåáðå, òàê è çà åå ïðåäåëàìè (â ÷àñòíîñòè, â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå).

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí f íàä îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè R íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì íàä

R , åñëè deg f > 0 è f íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ èç R[x], ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå ñòåïåíè f .

Â ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíû íàä

ïîëÿìè è êîëüöîì Z. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ïðèâåäåííîãî

îïðåäåëåíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ âñåãäà áóäåò êîððåêòíî.

Êàê ìû óâèäèì íèæå, íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ

àíàëîãîì ïðîñòûõ ÷èñåë.
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Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû (çàìå÷àíèå)

Â äàëüíåéøåì ìû ìíîãîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, íå óïîìèíàÿ åãî â ÿâíîì âèäå.

Çàìå÷àíèå 19.1

Åñëè íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F ðàçëîæèì â ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî îäèí èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðèíàäëåæèò F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ F [x], f íåïðèâîäèì íàä F è f = gh äëÿ

íåêîòîðûõ g , h ∈ F [x]. ßñíî, ÷òî deg g , deg h 6 deg f . Ñëó÷àé, êîãäà
deg g , deg h < deg f , íåâîçìîæåí, ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñòåïåíü îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ðàâíà ñòåïåíè f . Ïîñêîëüêó

deg f = deg g + deg h, ñòåïåíü äðóãîãî èç íèõ ðàâíà 0. Íî òîãäà ýòîò
äðóãîé ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò F .
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Íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû (ñâîéñòâî)

Ïðåäëîæåíèå 19.1

Åñëè f � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F è f äåëèò ïðîèçâåäåíèå

íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g è h íàä F , òî f äåëèò îäèí èç ýòèõ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ f è g . Òîãäà f = dq äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q. Â ñèëó

íåïðèâîäèìîñòè f , îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ d è q ïðèíàäëåæèò F . Åñëè

d ∈ F , òî d àññîöèèðîâàí ñ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 1 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì

îáùèì äåëèòåëåì f è g , ò. å. ýòè äâà ìíîãî÷ëåíà âçàèìíî ïðîñòû. Ïî

óñëîâèþ f | (gh). Â ñèëó ï. 2) ïðåäëîæåíèÿ 17.1 ïîëó÷àåì, ÷òî f | h.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî q ∈ F . ßñíî, ÷òî q 6= o (èíà÷å f = dq = o), è

ïîòîìó d = q−1f . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà d âûòåêàåò, ÷òî g = ds äëÿ

íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà s. Ñëåäîâàòåëüíî, g = q−1sf , è ïîòîìó f | g .
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Äâà çàìå÷àíèÿ

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû

Áåçó.

Çàìå÷àíèå 19.2

Åñëè f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F , deg f > 1 è f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå

îäèí êîðåíü â ïîëå F , òî f ïðèâîäèì íàä F .

Ïîñìîòðèì, ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíàõ ìàëûõ

ñòåïåíåé. Ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 1 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Ñëåäóþùåå

çàìå÷àíèå î÷åâèäíî.

Çàìå÷àíèå 19.3

Ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí íàä ëþáûì ïîëåì íåïðèâîäèì.
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Ñâÿçü íåïðèâîäèìîñòè ñ îòñóòñòâèåì êîðíåé

ó ìíîãî÷ëåíîâ ìàëûõ ñòåïåíåé (1)

Ïðåäëîæåíèå 19.2

Ìíîãî÷ëåí f (x) ñòåïåíè 2 èëè 3 íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì F íåïðèâîäèì

íàä F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå èìååò êîðíåé â F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 1,

êîòîðûé èìååò êîðåíü, ïðèâîäèì â ñèëó çàìå÷àíèÿ 19.2.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 2 6 deg f 6 3 è f ïðèâîäèì íàä F .

Òîãäà f = gh äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ g è h íàä F òàêèõ, ÷òî

deg g , deg h < deg f . Åñëè ñòåïåíü îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ðàâíà 0, òî

ñòåïåíü äðóãîãî èç íèõ ðàâíà ñòåïåíè f . Ñëåäîâàòåëüíî, deg g , deg h > 0.

Åñëè deg g , deg h > 1, òî deg f = deg g + deg h > 4. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ áû

îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ëèíååí. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî deg g = 1. Ïîëîæèì α = ℓc(g). Òîãäà g = α(x − a) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ F . Ñëåäîâàòåëüíî, f = α(x − a)h, è ïîòîìó a ÿâëÿåòñÿ

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà f , ëåæàùèì â F .
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Ñâÿçü íåïðèâîäèìîñòè ñ îòñóòñòâèåì êîðíåé

ó ìíîãî÷ëåíîâ ìàëûõ ñòåïåíåé (2)

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 19.2 äëÿ

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè > 3 ìåñòà íå èìååò.

Ïðèìåð 19.1

Ìíîãî÷ëåí x4 + 2x2 + 1 = (x2 + 1)2 ïðèâîäèì íàä ïîëÿìè R è Q, íî íå

èìååò äåéñòâèòåëüíûõ (è, â ÷àñòíîñòè, ðàöèîíàëüíûõ) êîðíåé.
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Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (1)

Ïåðåéäåì ê óòâåðæäåíèþ, óïîìèíàâøåìóñÿ â íà÷àëå ïàðàãðà�à.

Òåîðåìà 19.1

Âñÿêèé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F ïðåäñòàâèì â âèäå

f = αg
1

g
2

· · · gn, (1)

ãäå α ∈ F , à g
1

, g
2

, . . . , gn � íåïðèâîäèìûå íàä F óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû.

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ

ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü f ∈ F [x] è f 6= o. Äîêàæåì, ÷òî f

ïðåäñòàâèì â âèäå (1). Åñëè deg f = 0, òî f èìååò âèä (1), ãäå α = f , à

n = 0. Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî deg f > 0. Åñëè f íåïðèâîäèì íàä F , òî

îí òàêæå ïðåäñòàâèì â âèäå (1), ãäå, íà ýòîò ðàç, α = ℓc(f ), n = 1 è

g
1

= α−1f . Ïóñòü, íàêîíåö, f ïðèâîäèì, ò. å. f = gh, ãäå

deg g , deg h < deg f . Â ÷àñòíîñòè, deg f = deg g + deg h. Åñëè ñòåïåíü

îäíîãî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ðàâíà 0, òî ñòåïåíü äðóãîãî èç ýòèõ

ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà deg f âîïðåêè ñêàçàííîìó âûøå. Ñëåäîâàòåëüíî,

deg g , deg h > 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì, òî åãî

ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ g è h, òàêèõ, ÷òî

0 < deg g , deg h < deg f .
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Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (2)

Åñëè êàêîé-òî èç ìíîãî÷ëåíîâ g è h ïðèâîäèì, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíè êîòîðûõ > 0 è ìåíüøå ñòåïåíè ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà. Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà ñðåäè

ïîëó÷àåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäóò âñòðå÷àòüñÿ ïðèâîäèìûå. Ïîñêîëüêó íà

êàæäîì øàãå ñòåïåíè íîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ óìåíüøàþòñÿ, ÷åðåç êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ ýòîò ïðîöåññ îáîðâåòñÿ, è ìû ïðåäñòàâèì ìíîãî÷ëåí f êàê

ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ h
1

, h
2

, . . . , hn. Äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , n ïîëîæèì ℓc(hi) = αi è gi = α−1

i hi . Ïóñòü α = α
1

α
2

· · ·αn.

Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1), ïðè÷åì g
1

, g
2

, . . . , gn � íåïðèâîäèìûå íàä

F óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû.

Åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f = αg
1

· · · gn = βh
1

· · · hm, ãäå α, β ∈ F , à

g
1

, . . . , gn, h1, . . . , hm � íåïðèâîäèìûå íàä F óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû. ßñíî,

÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ℓc(f ) = ℓc(αg
1

· · · gn) = α, à ñ äðóãîé �

ℓc(f ) = ℓc(βh
1

· · · hm) = β. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî α = β, è ïîòîìó

αg
1

· · · gn = αh
1

· · · hm. �àçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà α,
ïîëó÷èì g

1

· · · gn = h
1

· · · hm. Òîãäà g
1

| (h
1

· · · hm). Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ

19.1 g
1

| hi äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 m. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåñòàâèòü ñîìíîæèòåëè â

ïðîèçâåäåíèè h
1

· · · hm). Èòàê, h1 = wg
1

äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà w .

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí g
1

íåïðèâîäèì, deg g
1

> 0, è ïîòîìó g
1

/∈ F .
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Òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, w ∈ F . Ïîñêîëüêó ℓc(h
1

) = w · ℓc(g
1

) = w · 1 = w ,

ïîëó÷àåì, ÷òî w = 1, è ïîòîìó h
1

= g
1

. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî n 6 m. Åñëè n = m = 1, òî âñå äîêàçàíî. Ñëó÷àé, êîãäà n = 1,

à m > 1, íåâîçìîæåí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå deg h
1

· · · hm > deg h
1

= deg g
1

âîïðåêè ðàâåíñòâó g
1

= h
1

· · · hm. Ïóñòü òåïåðü n > 1. Òîãäà

g
1

g
2

· · · gn = g
1

h
2

· · · hm, îòêóäà g
1

(g
2

· · · gn − h
2

· · · hm) = o. Åñëè

g
2

· · · gn − h
2

· · · hm 6= o, òî deg
(

g
1

(g
2

· · · gn − h
2

· · · hm)
)

> deg g
1

> 0

âîïðåêè ðàâåíñòâó g
1

(g
2

· · · gn − h
2

· · · hm) = o. Ñëåäîâàòåëüíî,

g
2

· · · gn = h
2

· · · hm.
�àññóæäàÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî g

2

= h
2

. Åñëè

m = n = 2, òî âñå äîêàçàíî. Ñëó÷àé, êîãäà n = 2, à m > 2, íåâîçìîæåí,

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå deg h
2

· · · hm > deg h
2

= deg g
2

âîïðåêè ðàâåíñòâó

g
2

= h
2

· · · hm. Ïóñòü òåïåðü n > 2. Òîãäà g
2

g
3

· · · gn = g
2

h
3

· · · hm, îòêóäà
g
2

(g
3

· · · gn − h
3

· · · hm) = o. Êàê è â ïðåäûäóùåì àáçàöå, îòñþäà

âûâîäèòñÿ, ÷òî g
3

· · · gn = h
3

· · · hm. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû â êîíöå

êîíöîâ ïîëó÷èì, ÷òî gi = hi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Åñëè n = m, òî âñå

äîêàçàíî. Åñëè æå n < m, òî g
1

· · · gn = g
1

· · · gnhn+1 · · · hm. Íî ýòî
íåâîçìîæíî, òàê êàê deg(g

1

· · · gnhn+1 · · · hm) > deg(g
1

· · · gn).
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Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ

Â ñèëó òåîðåìû 19.1 ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f íàä ïîëåì F

åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ

ñîìíîæèòåëåé) ïðåäñòàâèì â âèäå

f = αpk
1

1

p
k
2

2

· · · pkm
m , (2)

ãäå α ∈ F , à p
1

, p
2

, . . . , pm � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì

F óíèòàðíûå ìíîãî÷ëåíû.

Îïðåäåëåíèÿ

�àâåíñòâî (2) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà f íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè, à ìíîãî÷ëåíû p
1

, p
2

, . . . , pm íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè

ìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f . ×èñëî ki íàçûâàåòñÿ êðàòíîñòüþ

íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ pi . Íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü pi íàçûâàåòñÿ

êðàòíûì, åñëè ki > 1, è ïðîñòûì, åñëè ki = 1. ×òîáû óïðîñòèòü

ðàññóæäåíèÿ, íàì áóäåò èíîãäà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íåïðèâîäèìûé

ìíîãî÷ëåí, íå ÿâëÿþùèéñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f , êàê

íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü f êðàòíîñòè 0.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 19. �àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè



�àçëîæåíèå íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè è íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ

�àçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìîæíî

èñïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

ìíîãî÷ëåíîâ. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî f = αpk
1

1

p
k
2

2

· · · pkn
n è

g = βqℓ
1

1

q
ℓ
2

2

· · · qℓm
m � ðàçëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f è g íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè. Åñëè f è g íå èìåþò îáùèõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé, ò. å.

{p
1

, p
2

, . . . , pn} ∩ {q
1

, q
2

, . . . , qm} = ∅, òî ìíîãî÷ëåíû f è g âçàèìíî

ïðîñòû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü,

÷òî p
1

= q
1

, p
2

= q
2

, . . . , pr = qr äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 r 6 min{n,m},
ïðè÷åì r � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñ òàêèì ñâîéñòâîì. ßñíî, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ f è g ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåí pa
1

1

pa
2

2

· · · par
r , ãäå ai = min{ki , ℓi} äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , r .

Íåäîñòàòêîì èçëîæåííîãî ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî

äåëèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî îí íå ïîçâîëÿåò íàéòè

ëèíåéíóþ �îðìó íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ.
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Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé: ïîñòàíîâêà çàäà÷è

19.2. Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé

Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè â îáùåì ñëó÷àå î÷åíü ñëîæíà. Îïèøåì îäèí èç ñïîñîáîâ

óïðîñòèòü åå ðåøåíèå. Ïóñòü (2) � ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà f íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè. Ïîëîæèì k = max{k
1

, k
2

, . . . , km}. Äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , k îáîçíà÷èì ÷åðåç di ïðîèçâåäåíèå âñåõ íåïðèâîäèìûõ

ìíîæèòåëåé êðàòíîñòè i ìíîãî÷ëåíà f (åñëè f íå èìååò íåïðèâîäèìûõ

ìíîæèòåëåé êðàòíîñòè i , ïîëàãàåì di = 1). Åñëè k > 1 (ò. å. åñëè

ìíîãî÷ëåí f èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êðàòíûé ìíîæèòåëü), òî ñòåïåíè

ìíîãî÷ëåíîâ d
1

, d
2

, . . . , dk ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü f , è ïîòîìó ðàçëîæèòü èõ

íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ïðîùå, ÷åì f . Åñëè ýòî ñäåëàòü, òî

ðàçëîæåíèå f íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàõîäèòñÿ î÷åíü ïðîñòî,

ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, f = αd
1

d2

2

· · · dk
k , ãäå α = ℓc(f ). Âîçíèêàåò âîïðîñ:

êàê âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåíû d
1

, d
2

, . . . , dk , íå ðàçëàãàÿ f íà íåïðèâîäèìûå

ìíîæèòåëè? Ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì R.
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Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (1)

×òîáû îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå âîïðîñ, íàì

ïîíàäîáèòñÿ èí�îðìàöèÿ î íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëÿõ ìíîãî÷ëåíà è åãî

ïðîèçâîäíîé.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè (ñì. çàìå÷àíèå 19.3), ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí íàä

ëþáûì ïîëåì íåïðèâîäèì. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå òåðìèíû, ëåììó

18.3 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü òàê: åñëè f � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì R, òî

åãî ëèíåéíûé íåïðèâîäèìûé ìíîæèòåëü êðàòíîñòè k ÿâëÿåòñÿ

íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì êðàòíîñòè k − 1 ìíîãî÷ëåíà f ′. Êàê ìû

óâèäèì íèæå, ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå íàä

ïîëåì R (ñì. ïðåäëîæåíèå 19.5). Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîã

ñ�îðìóëèðîâàííîãî òîëüêî ÷òî �àêòà ñïðàâåäëèâ äëÿ âñÿêîãî

íåïðèâîäèìîãî ìíîæèòåëÿ ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R (ñì. ïðåäëîæåíèå

19.3 íèæå). ×òîáû äîêàçàòü ýòîò �àêò, íà ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 19.1

Åñëè p � ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì R, òî ìíîãî÷ëåíû p è p′

âçàèìíî ïðîñòû.
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Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà p âûòåêàåò, ÷òî

deg p > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, deg p′ = deg p − 1 > 0. Â ÷àñòíîñòè, p′ 6= o.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ p è p′
.

Òîãäà p = dq äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà q. Åñëè deg q = 0, òî

deg p = deg d 6 deg p′ = deg p − 1 (íåðàâåíñòâî deg d 6 deg p′
âûòåêàåò èç

òîãî, ÷òî d | p′
). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî deg q 6= 0 è

ïîòîìó q /∈ R. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 19.1 d ∈ R. Â ÷àñòíîñòè, d àññîöèèðîâàí

ñ 1 è ïîòîìó ìíîãî÷ëåíû p è p′
âçàèìíî ïðîñòû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ óïîìÿíóòûì âûøå îáîáùåíèåì ëåììû

18.3 íà ïðîèçâîëüíûå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì R.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé âî ìíîãîì àíàëîãè÷íû, íî åñòü è

íåêîòîðûå îòëè÷èÿ.

Ïðåäëîæåíèå 19.3

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R, à p � íåïðèâîäèìûé

ìíîæèòåëü ìíîãî÷ëåíà f êðàòíîñòè k . Åñëè k = 1, òî p íå äåëèò f ′. Åñëè

k > 1, òî p ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîæèòåëåì ìíîãî÷ëåíà f ′ êðàòíîñòè

k − 1.
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Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ïðîèçâåäåíèå ñòàðøåãî

êîý��èöèåíòà ìíîãî÷ëåíà f è âñåõ íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé ýòîãî

ìíîãî÷ëåíà, îòëè÷íûõ îò p. Òîãäà f = pkg è ìíîãî÷ëåíû p è g âçàèìíî

ïðîñòû. Â ñèëó ëåììû 19.1 ìíîãî÷ëåíû p è p′
òàêæå âçàèìíî ïðîñòû. Èç

ï. 3) ïðåäëîæåíèÿ 17.1 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî è ìíîãî÷ëåíû p è p′g

âçàèìíî ïðîñòû. Â ÷àñòíîñòè, p íå äåëèò p′g .

Åñëè k = 1, òî f = pg è ïîòîìó f ′ = (pg)′ = p′g + pg ′
. Åñëè áû p äåëèë

f ′, òî p äåëèë áû è p′g = f ′ − pg ′
. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè k = 1, òî p íå

äåëèò f ′.

Ïóñòü òåïåðü k > 1. Òîãäà

f
′ = (pk

g)′ = (pk)′g + p
k
g
′ = kp

k−1

p
′

g + p
k
g
′ = p

k−1(kp′

g + pg
′).

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî, îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî p íå äåëèò

kp′g + pg ′
. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî p | (kp′g + pg ′). Òîãäà, î÷åâèäíî,

p | (kp′g), ò. å. kp′g = ph äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà h. Ñëåäîâàòåëüíî,

p′g = p · h
k
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî p | (p′g). Íî âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî íå

òàê.
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Íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà è åãî ïðîèçâîäíîé (4)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ñëåäñòâèå 18.6.

Ñëåäñòâèå 19.1

Ïóñòü f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R, à d � íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ f è f ′. Ìíîãî÷ëåíû f è g = f
d
èìåþò îäíè è òå æå

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè, ïðè÷åì âòîðîé èç íèõ íå èìååò êðàòíûõ

íåïðèâîäèìûõ ìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà g

ÿâëÿþòñÿ íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè ìíîãî÷ëåíà f . À â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 19.1 âñå íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ

íåïðèâîäèìûìè ìíîæèòåëÿìè êðàòíîñòè 1 ìíîãî÷ëåíà g .

Ñëåäñòâèå 19.1 èñïîëüçóåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïðè

èíòåãðèðîâàíèè äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé (îïðåäåëåíèå ïîñëåäíèõ

äàíî â íà÷àëå � 20).
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Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé: àëãîðèòì

Ïðèâåäåì òåïåðü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïðåäåëåííûõ âûøå ìíîãî÷ëåíîâ

d
1

, d
2

, . . . , dk . Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ íàçûâàåòñÿ

îòäåëåíèåì êðàòíûõ ìíîæèòåëåé.

Àëãîðèòì 19.1 (àëãîðèòì îòäåëåíèÿ êðàòíûõ ìíîæèòåëåé)

Äàí ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïðåäåëåííûå

âûøå ìíîãî÷ëåíû d
0

, d
1

, . . . , dk . Ïîëàãàåì f
0

= f
ℓc(f )

è i = 1. Îáîçíà÷àåì

÷åðåç fi íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíîâ fi−1

è f ′i−1

. Åñëè

deg fi > 0, óâåëè÷èâàåì çíà÷åíèå i íà åäèíèöó è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèå

ìíîãî÷ëåíà fi . Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà íå îêàæåòñÿ, ÷òî

deg fi = 0. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ýòî ðàâåíñòâî îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì,

ïîëàãàåì k = i , dj =
fj−1

fj+1

f 2
j

äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , k − 1 è dk = fk−1

. Íà

ýòîì ðàáîòà àëãîðèòìà çàâåðøàåòñÿ.
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Îòäåëåíèå êðàòíûõ ìíîæèòåëåé: îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà îòäåëåíèÿ êðàòíûõ ìíîæèòåëåé. Ïðåæäå âñåãî,

çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà àëãîðèòìà â ëþáîì ñëó÷àå çàâåðøèòñÿ ÷åðåç

êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ïîñêîëüêó deg f
0

> deg f
1

> deg f
2

> · · · . Êàê óæå
îòìå÷àëîñü âûøå, f = αd

1

d2

2

d3

3

· · · dk
k , ãäå α = ℓc(f ). Ñëåäîâàòåëüíî,

f
0

= d
1

d2

2

d3

3

· · · dk
k , à èç ïðåäëîæåíèÿ 19.3 âûòåêàåò, ÷òî f

1

= d
2

d2

3

· · · dk−1

k ,

f
2

= d
3

· · · dk−2

k , . . . , fk−1

= dk è fk = 1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî dk = fk−1

.

Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî, äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , k − 1,

fj−1

fj
= djdj+1 · · · dk è

fj

fj+1
= dj+1dj+2 · · · dk ,

îòêóäà

dj =
djdj+1 · · · dk
dj+1dj+2 · · · dk

=
fj−1

fj
:

fj

fj+1
=

fj−1

fj+1

f 2j
.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, àëãîðèòì 19.1 ïðèìåíèì ê ìíîãî÷ëåíàì íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 0 (â ÷àñòíîñòè, íàä ïîëÿìè C è Q),

íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî �àêòà òðåáóþòñÿ ñóùåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûå

óñèëèÿ, íà êîòîðûå ó íàñ íåò âðåìåíè.
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Ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì C

19.3. Ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå íàä ïîëÿìè C è R

Èç ñëåäñòâèÿ 18.3 è çàìå÷àíèÿ 19.3 è âûòåêàåò

Ïðåäëîæåíèå 19.4

Ìíîãî÷ëåíàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì C, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå

ìíîãî÷ëåíû è òîëüêî îíè.
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�àçëîæèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä R (1)

Ïðåäëîæåíèå 19.5

Ìíîãî÷ëåíàìè, íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåì R, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûå

ìíîãî÷ëåíû, ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûìè

äèñêðèìèíàíòàìè è òîëüêî îíè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåïðèâîäèìîñòü ëèíåéíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä ëþáûì

ïîëåì î÷åâèäíà. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè,

êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì äåéñòâèòåëüíûõ

êîðíåé íå èìåþò. Ïîýòîìó èõ íåïðèâîäèìîñòü íàä ïîëåì R âûòåêàåò èç

ïðåäëîæåíèÿ 19.2. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåïðèâîäèìûõ íàä R

ìíîãî÷ëåíîâ íå ñóùåñòâóåò, íàäî óñòàíîâèòü, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì R ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè ñ äåéñòâèòåëüíûìè

êîý��èöèåíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ëèáî ëèíååí, ëèáî ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì âòîðîé ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.
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�àçëîæèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä R (2)

Ïóñòü f (x) ∈ R[x] è deg f > 0. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 18.3

f = α(x − γ
1

) · · · (x − γn), ãäå α, γ
1

, . . . , γn ∈ C. Ïðè ýòîì α ∈ R, ïîñêîëüêó

f ∈ R[x]. Åñëè γ
1

, . . . , γn ∈ R, òî âñå äîêàçàíî. Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ
1

, . . . , γm ∈ R è γm+1, . . . , γn /∈ R, ïðè÷åì

m < n. Äëÿ âñÿêîãî k = m + 1, . . . , n ïîëîæèì γk = αk + βk i . ßñíî, ÷òî

βk 6= 0. Ïî ëåììå 18.2 ÷èñëî γk = αk − βk i òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà f , ïðè÷åì êðàòíîñòè êîðíåé γk è γk ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàáîð ÷èñåë γm+1, . . . , γn ìîæíî (èçìåíèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîðÿäîê

ïåðå÷èñëåíèÿ ÷èñåë) ïåðåïèñàòü â âèäå γm+1, γm+1, γm+2, γm+2, . . . , γm+ℓ,

γm+ℓ äëÿ íåêîòîðîãî ℓ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî
k = m + 1,m + 2, . . . ,m + ℓ, ìíîãî÷ëåí f äåëèòñÿ íà

(x − γk)(x − γk) = (x − αk − βk i)(x − αk + βk i) =

= (x − αk)
2 − (βk i)

2 = x
2 − 2αkx + α2

k + β2

k .

Ïîëó÷åííûé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí íàä R èìååò îòðèöàòåëüíûé

äèñêðèìèíàíò. Â ñàìîì äåëå, 4α2

k − 4(α2

k + β2

k ) = −4β2

k < 0, ïîñêîëüêó

βk 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, f (x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ

ìíîæèòåëåé è êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ íàä R ñ îòðèöàòåëüíûì

äèñêðèìèíàíòîì.
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Ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íàä Z

19.4. Ìíîãî÷ëåíû, íåïðèâîäèìûå íàä ïîëåì Q

Ïðîñòîãî è óäîáíîãî äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðèòåðèÿ íåïðèâîäèìîñòè

ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Q íå ñóùåñòâóåò. Åñòü òîëüêî âåñüìà ñèëüíîå

äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. ×òîáû äîêàçàòü åãî, íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü f (x) = αnx
n + αn−1

xn−1 + · · ·+ α
0

� ìíîãî÷ëåí íàä êîëüöîì Z.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(f ) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë αn, αn−1

, . . . , α
0

.

Åñëè d(f ) = 1, òî ìíîãî÷ëåí f íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì.

Åñëè â ìíîãî÷ëåíå f ∈ Z[x] âûíåñòè çà ñêîáêè íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ, òî â ñêîáêàõ áóäåò ñòîÿòü ïðèìèòèâíûé

ìíîãî÷ëåí íàä Z. Òàêèì îáðàçîì,

!! ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] ïðåäñòàâèì â âèäå f = d(f ) · f
0

, ãäå

f
0

� ïðèìèòèâíûé ìíîãî÷ëåí íàä Z.
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Ëåììà �àóññà

Ëåììà 19.2 (ëåììà �àóññà)

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïðèìèòèâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z ïðèìèòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

è

g(x) = bmx
m + bm−1

xm−1 + · · ·+ b
0

� ìíîãî÷ëåíû íàä Z. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ìíîãî÷ëåíû f è g ïðèìèòèâíû, à èõ ïðîèçâåäåíèå íå ïðèìèòèâíî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå d(fg). Â ñèëó

ïðèìèòèâíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ f è g , ñóùåñòâóþò èíäåêñû s è t òàêèå, ÷òî p

íå äåëèò as è bt . Ïóñòü s è t � ìèíèìàëüíûå èíäåêñû ñ òàêèìè

ñâîéñòâàìè. Êîý��èöèåíò ïðè x s+t
â ìíîãî÷ëåíå fg áóäåò ðàâåí

cs+t = asbt + as+1bt−1

+ as+2bt−2

+ · · ·+
+ as−1

bt+1 + as−2

bt+2 + · · · . (3)

Â ñèëó âûáîðà èíäåêñîâ s è t, êîý��èöèåíòû as−i è bt−i ïðè i > 0

äåëÿòñÿ íà p, à èç òîãî, ÷òî p äåëèò d(fg), âûòåêàåò, ÷òî p äåëèò cs+t .

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (3) âûòåêàåò, ÷òî p äåëèò asbt . Íî òîãäà, áóäó÷è

ïðîñòûì, ÷èñëî p äåëèò ëèáî as , ëèáî bt , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó p.
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Ýêâèâàëåíòíîñòü íåïðèâîäèìîñòè íàä Z è íàä Q

Ïðåäëîæåíèå 19.6

Ìíîãî÷ëåí f ∈ Z[x] íåïðèâîäèì íàä Z òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí

íåïðèâîäèì íàä Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f íåïðèâîäèì íàä Z, íî ïðèâîäèì íàä Q. Ïóñòü f = gh,

ãäå g , h ∈ Q[x] è deg g , deg h < deg f . Òîãäà deg g , deg h > 0. Îáîçíà÷èì

÷åðåç a íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé âñåõ êîý��èöèåíòîâ

ìíîãî÷ëåíà g , à ÷åðåç b � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé âñåõ

êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà h. Òîãäà gh = 1

ab
· g

1

h
1

, ãäå g
1

è h
1

�

ìíîãî÷ëåíû íàä Z. Òåïåðü ïîëîæèì c = d(g
1

) è d = d(h
1

). Òîãäà g
1

= cg
2

è h
1

= dh
2

, ãäå g
2

è h
2

� ïðèìèòèâíûå ìíîãî÷ëåíû íàä Z. Îáúåäèíÿÿ

ñêàçàííîå, èìååì

f = gh =
1

ab
· g

1

h
1

=
cd

ab
· g

2

h
2

.

Âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ab äåëèò âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà cdg
2

h
2

, ò. å. ab

äåëèò cd · d(g
2

h
2

). Â ñèëó ëåììû �àóññà ìíîãî÷ëåí g
2

h
2

ïðèìèòèâåí. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî d(g
2

h
2

) = 1, è ïîòîìó ab äåëèò cd . Ïîëîæèì cd
ab

= k . Â ñèëó

ñêàçàííîãî âûøå, k � öåëîå ÷èñëî è f = (kg
2

)h
2

. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä Z âîïðåêè åãî âûáîðó.
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Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: �îðìóëèðîâêà

Åñëè f ∈ Q[x], òî óìíîæèâ ìíîãî÷ëåí f íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

çíàìåíàòåëåé âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ, ìû ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí g ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè. Ïîñêîëüêó g = af , ãäå a ∈ Z, ìíîãî÷ëåí g íåïðèâîäèì

íàä Q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f íåïðèâîäèì íàä Q. Òàêèì îáðàçîì,

ïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷ëåíîâ, íåïðèâîäèìûõ íàä Q, ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò óïîìÿíóòîå âûøå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä Q, êîòîðîå ïî òðàäèöèè íàçûâàåòñÿ

êðèòåðèåì Ýéçåíøòåéíà.

Òåîðåìà 19.2 (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà)

Ïóñòü f (x) = anx
n + an−1

xn−1 + · · ·+ a
0

� ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 0 íàä Q ñ

öåëûìè êîý��èöèåíòàìè è ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî p òàêîå, ÷òî an íå

äåëèòñÿ íà p, an−1

, . . . , a
0

äåëÿòñÿ íà p è a
0

íå äåëèòñÿ íà p2. Òîãäà f

íåïðèâîäèì íàä Q.
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Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: êîììåíòàðèé

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â äàííîì ïàðàãðà�å, êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà íå

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä Q (ñì.

ïðèìåð 19.2). Òàêèì îáðàçîì, íàçâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîòèâîðå÷èò

îáùåïðèíÿòîìó â ìàòåìàòèêå ïîíèìàíèþ ñëîâà ¾êðèòåðèé¿ êàê

¾íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå¿, è åãî ñëåäîâàëî áû íàçûâàòü íå

êðèòåðèåì, à ïðèçíàêîì Ýéçåíøòåéíà èëè äàæå, ñêîðåå, ïðèçíàêîì

Ø¼íåìàíà, ïîñêîëüêó îíî áûëî âïåðâûå äîêàçàíî Ø¼íåìàíîì â 1846 ã. è

ïåðåîòêðûòî Ýéçåíøòåéíîì ñïóñòÿ ÷åòûðå ãîäà. Íåñìîòðÿ íà âñå ýòî,

íàçâàíèå ¾êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà¿ îáùåïðèíÿòî, è ïîòîìó ìû áóäåì èì

ïîëüçîâàòüñÿ.
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Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðèâîäèì

íàä Q. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 19.6, f ïðèâîäèì íàä Z. Ñëåäîâàòåëüíî,

f ïðåäñòàâèì â âèäå f = gh, ãäå g(x) = bkx
k + bk−1

xk−1 + · · ·+ b
0

è

h(x) = cmx
m + cm−1

xm−1 + · · ·+ c
0

� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè > 0 íàä Z. ßñíî,

÷òî a
0

= b
0

c
0

. Ïîñêîëüêó a
0

äåëèòñÿ íà p, íî íå äåëèòñÿ íà p2, èç

ïðîñòîòû ÷èñëà p âûòåêàåò, ÷òî p äåëèò îäíî èç ÷èñåë b
0

è c
0

, íî íå îáà

îäíîâðåìåííî. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî p äåëèò b
0

, íî íå

äåëèò c
0

. Åñëè p äåëèò âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g , òî îíî äåëèò è

âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f , âêëþ÷àÿ an. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

èíäåêñ i òàêîé, ÷òî p íå äåëèò bi . Ïóñòü i � ìèíèìàëüíûé èíäåêñ ñ òàêèì

ñâîéñòâîì. ßñíî, ÷òî deg g < deg f , è ïîòîìó i 6 k < n. Â ÷àñòíîñòè, p

äåëèò ai . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ èìååì

ai = bic0 + bi−1

c
1

+ · · · .

Ïîñêîëüêó p äåëèò ai è bj äëÿ âñåõ j < i , èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

p äåëèò bic0. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê p íå äåëèò íè bi , íè c
0

.
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Ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ, íåïðèâîäèìûõ íàä ïîëåì Q

Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðîåíèÿ

íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïîëå Q ðàçèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëåé R è

C. Â ñàìîì äåëå, êàê ìû âèäåëè âûøå, âñÿêèé íåïðèâîäèìûé íàä C

ìíîãî÷ëåí ëèíååí, à âñÿêèé íåïðèâîäèìûé íàä R ìíîãî÷ëåí èìååò

ñòåïåíü 6 2. Â òî æå âðåìÿ, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé �àêò.

Ñëåäñòâèå 19.2

Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì Q

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî, â ñèëó êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà,

íåïðèâîäèìûì íàä Q ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí xn + 2, ãäå n � ïðîèçâîëüíîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî (îí óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà ïðè

p = 2).
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Èððàöèîíàëüíîñòü ÷èñëà

n
√

p

Â êà÷åñòâå ëþáîïûòíîãî ¾ïîáî÷íîãî¿ ñëåäñòâèÿ èç êðèòåðèÿ

Ýéçåíøòåéíà îòìåòèì ñëåäóþùèé �àêò, îáû÷íî äîêàçûâàåìûé

ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.

Ñëåäñòâèå 19.3

Äëÿ âñÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è âñÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ÷èñëî

n
√
p èððàöèîíàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ÷èñëî

n
√
p ðàöèîíàëüíî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ

ðàöèîíàëüíûì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà xn − p. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 19.2 îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn − p ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Íî èç êðèòåðèÿ

Ýéçåíøòåéíà âûòåêàåò, ÷òî ýòî íå òàê.
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Êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà: ïðèìåð

Ïðèâåäåì òåïåðü îáåùàííûé âûøå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî êðèòåðèé

Ýéçåíøòåéíà íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåïðèâîäèìîñòè

ìíîãî÷ëåíà íàä Q.

Ïðèìåð 19.2

�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f (x) = x3 + 4. Ïîëüçóÿñü ñëåäñòâèåì 18.9, ëåãêî

ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Èç

ïðåäëîæåíèÿ 19.2 âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî îí íåïðèâîäèì íàä Q. Â òî æå

âðåìÿ, f (x) íå óäîâëåòâîðÿåò ïîñûëêå êðèòåðèÿ Ýéçåíøòåéíà, ïîñêîëüêó
åäèíñòâåííîå ïðîñòîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèò ñâîáîäíûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà

f (x) � ýòî ÷èñëî 2, è ñâîáîäíûé ÷ëåí f (x) äåëèòñÿ íà êâàäðàò ýòîãî
÷èñëà.
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Àëãîðèòì Êðîíåêåðà (1)

Îòñóòñòâèå êðèòåðèÿ ïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà íàä ïîëåì Q ÷àñòè÷íî

êîìïåíñèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïî

ïðîèçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó íàä Q óñòàíîâèòü, ïðèâîäèì îí íàä Q èëè íåò.

Ïðèâåäåì îäèí èç òàêèõ àëãîðèòìîâ, íàçûâàåìûé àëãîðèòìîì Êðîíåêåðà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò àëãîðèòì âïåðâûå áûë îïóáëèêîâàí Øóáåðòîì â 1793

ã. è ïåðåîòêðûò Êðîíåêåðîì ïî÷òè 100 ëåò ñïóñòÿ � â 1882 ã. Åãî

�îðìóëèðîâêà íà÷èíàåòñÿ íà ýòîì ñëàéäå è çàâåðøàåòñÿ íà ñëåäóþùåì.

Àëãîðèòì 19.2 (àëãîðèòì Êðîíåêåðà), íà÷àëî

Äàí ìíîãî÷ëåí f ñòåïåíè > 0 íàä ïîëåì Q. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü,

ÿâëÿåòñÿ ëè îí ïðèâîäèìûì íàä Q. Åñëè deg f = 1, òî àëãîðèòì

óñòàíàâëèâàåò, ÷òî f íåïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Äàëåå

ñ÷èòàåì, ÷òî deg f > 1. Åñëè íå âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f

ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, óìíîæèì f íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

çíàìåíàòåëåé âñåõ åãî êîý��èöèåíòîâ. ßñíî, ÷òî íà ïðèâîäèìîñòü èëè

íåïðèâîäèìîñòü f ýòî íå âëèÿåò. Âñå êîý��èöèåíòû ïîëó÷åííîãî

ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f �

ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîëîæèì m =
[

deg f
2

]

(÷åðåç [x]
îáîçíà÷àåòñÿ öåëàÿ ÷àñòü äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x). Ïóñòü x

0

, x
1

, . . . , xm �

ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà.
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Àëãîðèòì Êðîíåêåðà (2)

Àëãîðèòì 19.2 (àëãîðèòì Êðîíåêåðà), îêîí÷àíèå

Âû÷èñëÿåì ïîñëåäîâàòåëüíî ÷èñëà f (x
0

), f (x
1

), . . . , f (xm). ßñíî, ÷òî âñå
ýòè ÷èñëà � öåëûå. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî f (xj ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî

j ∈ {1, 2, . . . ,m}, òî àëãîðèòì äåëàåò âûâîä, ÷òî ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì

íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî f (xj ) 6= 0 äëÿ âñåõ

j = 0, 1, . . . ,m. Äëÿ âñÿêîãî íàáîðà ÷èñåë (n
0

, n
1

, . . . , nm) òàêîãî, ÷òî nj
äåëèò f (xj ) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m, îáîçíà÷èì ÷åðåç g(n

0

,n
1

,...,nm)

èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîðó ïàð

(x
0

, n
0

), (x
1

, n
1

), . . . , (xm, nm). ×èñëî ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n
0

,n
1

,...,nm)

êîíå÷íî, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íàáîðîâ ÷èñåë

(n
0

, n
1

, . . . , nm) òàêèõ, ÷òî nj äåëèò f (xj ) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m.
Îáîçíà÷èì ýòè ìíîãî÷ëåíû ÷åðåç g

1

, g
2

, . . . , gk . Ïåðåáèðàåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ìíîãî÷ëåíû g

1

, g
2

, . . . , gk . Åñëè íàéäåòñÿ i ∈ {1, 2, . . . , k}
òàêîå, ÷òî deg gi > 0 è gi | f , òî àëãîðèòì óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí f

ïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó. Åñëè æå äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , k
ëèáî deg gi = 0, ëèáî gi íå äåëèò f , òî àëãîðèòì äåëàåò âûâîä, ÷òî

ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä Q, è çàâåðøàåò ðàáîòó.
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Àëãîðèòì Êðîíåêåðà: îáîñíîâàíèå (íà÷àëî)

Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà Êðîíåêåðà. Çàìå÷àíèå 19.3 ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü,

÷òî deg f > 1. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, èç çàìå÷àíèÿ 19.2 âûòåêàåò, ÷òî f (xj ) 6= 0

äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Âñå êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f ìîæíî ñ÷èòàòü

öåëûìè ÷èñëàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ïðèâîäèì íàä Q. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 19.6 ïîëó÷àåì,

÷òî f ïðèâîäèì è íàä Z. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû

g , h ∈ Z[x] òàêèå, ÷òî f = gh è 0 < deg g , deg h < deg f . Ïîëîæèì
m =

[

deg f

2

]

. Åñëè deg g , deg h > m, òî deg f = deg g + deg h > deg f .
Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî deg g 6 m. Åñëè

g(xj ) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {0, 1, . . . ,m}, òî f (xj ) = g(xj ) · h(xj ) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, g(xj ) 6= 0 äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Ïîñêîëüêó
f (xj ) = g(xj ) · h(xj ), ïîëó÷àåì, ÷òî g(xj ) äåëèò f (xj ) äëÿ âñåõ
j = 0, 1, . . . ,m. Äëÿ âñÿêîãî j = 0, 1, . . . ,m ïîëîæèì nj = g(xj ). Òîãäà nj
äåëèò f (xj ) è g(xj ) = g(n

0

,n
1

,...,nm)(xj ) äëÿ âñåõ j = 0, 1, . . . ,m. Èç òåîðåìû
18.1 âûòåêàåò, ÷òî g = g(n

0

,n
1

,...,nm). Èòàê, åñëè f ïðèâîäèì íàä Q, òî îäèí

èç ìíîãî÷ëåíîâ âèäà g(n
0

,n
1

,...,nm) äåëèò f è èìååò ñòåïåíü > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âñå ìíîãî÷ëåíû òàêîãî âèäà ëèáî íå äåëÿò f , ëèáî

èìåþò ñòåïåíü 0, òî f íåïðèâîäèì íàä Q.
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Àëãîðèòì Êðîíåêåðà: îáîñíîâàíèå (êîíåö) è êîììåíòàðèé

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g âèäà g(n
0

,n
1

,...,nm)

òàêîé, ÷òî g | f è deg g > 0. ßñíî, ÷òî deg g 6 m < deg f . Èç �îðìóë (3) è

(4) â � 18 âûòåêàåò, ÷òî g ∈ Q[x]. Íî òîãäà è h = f
g
∈ Q[x]. ßñíî, ÷òî

deg h = deg f − deg g < deg f .Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí f = gh ïðèâîäèì

íàä Q.

Åñëè ìíîãî÷ëåí f ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q, òî àëãîðèòì Êðîíåêåðà

ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óñòàíîâèòü ýòîò �àêò, íî è íàéòè ðàçëîæåíèå f íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä Q. Â ñàìîì äåëå, åñëè f ïðèâîäèì íàä

ïîëåì Q, òî àëãîðèòì Êðîíåêåðà íàõîäèò ìíîãî÷ëåí g íàä Q òàêîé, ÷òî

g | f è 0 < deg g < deg f . �àçäåëèâ f íà g , ìû íàéäåì ìíîãî÷ëåí h íàä Q

òàêîé, ÷òî f = gh è 0 < deg g , deg h < deg f . Åñëè êàêîé-òî èç ìíîãî÷ëåíîâ

g è h ïðèâîäèì íàä Q, òî, óñòàíîâèâ ýòîò �àêò (ñ ïîìîùüþ òîãî æå

àëãîðèòìà Êðîíåêåðà èëè êàêèì-òî èíûì ñïîñîáîì), ìû ïðåäñòàâèì ýòîò

ìíîãî÷ëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Q ìåíüøåé ñòåïåíè.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå f íà

íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä ïîëåì Q.
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