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Âñòóïèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

14.1. Îáùåå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè

Ýòîò è äâà ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�à ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ïðÿìûõ è

ïëîñêîñòåé. Ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êðèâîé. Â äàëüíåéøåì (â

� 41�44) íàì ïðåäñòîèò èìåòü äåëî ñ êðèâûìè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

ïðÿìûìè. Ïîýòîìó ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê îñíîâíîé òåìå äàííîãî

ïàðàãðà�à (èçó÷åíèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè), ìû ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î

ïðîèçâîëüíûõ ïëîñêèõ êðèâûõ.

Ìû íå áóäåì äàâàòü òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êðèâîé � ýòîò íå ïðîñòîé

âîïðîñ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîãî êóðñà (îïðåäåëåíèå êðèâîé äàåòñÿ â

êóðñå äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè). Äëÿ öåëåé íàøåãî êóðñà

äîñòàòî÷íî áóäåò ïðèäåðæèâàòüñÿ ¾ïðèìèòèâíî-íàèâíîé¿ òî÷êè

çðåíèÿ (ñòðîãî ãîâîðÿ, íåâåðíîé), ñîãëàñíî êîòîðîé êðèâàÿ � ýòî òî,

÷òî ìîæíî íàðèñîâàòü, íå îòðûâàÿ ðó÷êè îò ëèñòà áóìàãè. Èëè, â

êðàéíåì ñëó÷àå, òî, ÷òî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ òàêèõ ÷àñòåé (ñì. ðèñ.

1).

�èñ. 1. Êðèâàÿ
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Îáùåå óðàâíåíèå êðèâîé

Çàäàâàòü êðèâûå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ìîæíî äâóìÿ ïðèíöèïèàëüíî

ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ÿâíî óêàçàòü,

êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ êðèâîé (è

òîëüêî ýòèõ òî÷åê). Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü π � ïëîñêîñòü, â êîòîðîé çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, à ℓ �
êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå âèäà F (x , y) = 0, ãäå

F (x , y) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò äâóõ ïåðåìåííûõ, íàçûâàåòñÿ îáùèì

óðàâíåíèåì êðèâîé ℓ, åñëè òî÷êà M, ïðèíàäëåæàùàÿ π, ëåæèò íà ℓ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ.

Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

óðàâíåíèþ F (x , y) = 0, íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî

óðàâíåíèÿ.
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Îáùèå óðàâíåíèÿ ¾øêîëüíûõ¿ êðèâûõ

Ïî÷òè âñå êðèâûå, èçó÷àâøèåñÿ â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè,

çàäàâàëèñü óðàâíåíèÿìè âèäà y = f (x). ßñíî, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ y − f (x) = 0, ò. å. ÿâëÿåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì

(ðîëü �óíêöèè F (x , y) èç îïðåäåëåíèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé çäåñü

èãðàåò �óíêöèÿ y − f (x)). Åäèíñòâåííîé ðàññìàòðèâàåìîé â øêîëå

êðèâîé, êîòîðàÿ íå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà y = f (x), ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòü. Íî è îíà çàäàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì. Â ñàìîì äåëå, êàê

èçâåñòíî, îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, b) çàäàåòñÿ
óðàâíåíèåì (x − a)2 + (y − b)2 = r2, êîòîðîå ðàâíîñèëüíî îáùåìó

óðàâíåíèþ (x − a)2 + (y − b)2 − r2 = 0 (â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì äåëàòü

ðàçëè÷èé ìåæäó óðàâíåíèÿìè F (x , y) = c è F (x , y) − c = 0, ãäå c �

êîíñòàíòà; ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìû òîæå áóäåì íàçûâàòü îáùèì

óðàâíåíèåì êðèâîé).
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé

Äàëåêî íå âñå êðèâûå ìîæíî çàäàâàòü îáùèìè óðàâíåíèÿìè. Âî âñÿêîì

ñëó÷àå, äàëåêî íå äëÿ âñåõ êðèâûõ òàêèå óðàâíåíèÿ ëåãêî íàéòè. Ïîýòîìó

÷àñòî êðèâûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äðóãèì ñïîñîáîì. Èäåÿ ýòîãî äðóãîãî

ñïîñîáà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óêàçûâàòü íå ñâÿçü ìåæäó êîîðäèíàòàìè

òî÷åê, ëåæàùèõ íà êðèâîé, à òî, êàê êàæäàÿ èç êîîðäèíàò ýòèõ (è òîëüêî

ýòèõ) òî÷åê âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåêîòîðûé ïàðàìåòð. Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü π � ïëîñêîñòü, â êîòîðîé çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, à ℓ �
êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ýòîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèÿ âèäà

{
x = f (t),
y = g(t),

(1)

ãäå f (t) è g(t) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè îò îäíîé ïåðåìåííîé,

íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êðèâîé ℓ, åñëè òî÷êà M ñ

êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

), ïðèíàäëåæàùàÿ π, ëåæèò íà ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî t
0

òàêîå, ÷òî x
0

= f (t
0

) è y
0

= g(t
0

). Ïåðåìåííàÿ t

íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè

Íàïðèìåð, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â

íà÷àëå êîîðäèíàò èìåþò âèä

{
x = r cos t,
y = r sin t,

(2)

ãäå â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t âûñòóïàåò óãîë ìåæäó ðàäèóñîì-âåêòîðîì

òî÷êè M(x , y) è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ. Â ñàìîì äåëå,

åñëè êîîðäèíàòû (x , y) òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò ýòèì ðàâåíñòâàì, òî

x2 + y2 = r2(cos2 t + sin2 t) = r2, è ïîòîìó òî÷êà M ëåæèò íà íàøåé

îêðóæíîñòè. Îáðàòíî, èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî åñëè òî÷êà ëåæèò íà ýòîé

îêðóæíîñòè, òî åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2).

q

q

q

q

t
xx

0

y

y
0

M(x
0

, y
0

)

O

r

�èñ. 2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ îêðóæíîñòè
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Íàïðàâëÿþùèé è íîðìàëüíûé âåêòîðû ïðÿìîé

14.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè

Ïåðåéäåì ê îñíîâíîé òåìå ýòîãî ïàðàãðà�à � èçó÷åíèþ ïðÿìûõ íà

ïëîñêîñòè. Ïðåæäå âñåãî, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå äâà ïîíÿòèÿ,

êîòîðûå áóäóò èãðàòü èñêëþ÷èòåëüíî âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ åå

íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé

ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî

êàê íàïðàâëÿþùèé, òàê è íîðìàëüíûé âåêòîð äëÿ äàííîé ïðÿìîé

îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè èìååò áåñêîíå÷íî

ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã äðóãó) íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ è

áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã äðóãó) íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.
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Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (îáñóæäåíèå)

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïîä óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïîíèìàåòñÿ

óðàâíåíèå âèäà y = kx + b. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî ëèøü îäèí èç ìíîãèõ

âèäîâ óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Îí î÷åíü óäîáåí âî ìíîãèõ

ïðèëîæåíèÿõ è ïðè ðåøåíèè çàäà÷, íî äëÿ ïîëíîöåííîãî èçó÷åíèÿ ïðÿìîé

íà ïëîñêîñòè íå ãîäèòñÿ, òàê êàê óðàâíåíèå òàêîãî òèïà ñóùåñòâóåò íå ó

êàæäîé ïðÿìîé. Â äàííîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì øåñòü âèäîâ

óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè: ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,

êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå ïî äâóì òî÷êàì, îáùåå óðàâíåíèå,

óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì (ýòî è åñòü òî ñàìîå óðàâíåíèå âèäà

y = kx + b) è óðàâíåíèå â îòðåçêàõ. Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è äðóãèå

âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè (íàïðèìåð, íîðìàëüíîå óðàâíåíèå

èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò), íî ìû

îãðàíè÷èëèñü ýòèìè øåñòüþ âèäàìè êàê íàèáîëåå âàæíûìè è íàèáîëåå

÷àñòî âîçíèêàþùèìè ïðè ðåøåíèè çàäà÷.
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (1)

Âûÿñíèì, êàê âûãëÿäÿò ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â

òî÷êå O. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, è ìû çíàåì, ÷òî òî÷êà M
0

(x
0

, y
0

)
ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ℓ, à âåêòîð ~a = (r , s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì

âåêòîðîì. ßñíî, ÷òî ýòè äàííûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ. Ïóñòü

M(x , y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè

M
0

÷åðåç
~r
0

, à ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè M � ÷åðåç
~r . Äàëüíåéøèå

ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.

s s

s

M M
0

O

ℓ

~a

~r ~r
0

�èñ. 3. Ê âûâîäó ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé
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Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (2)

ßñíî, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû

~a è
−−−→
M

0

M êîëëèíåàðíû. Íàïîìíèì, ÷òî
~a 6= ~

0 ïî îïðåäåëåíèþ

íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé. Ïîýòîìó, â ñèëó êðèòåðèÿ

êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ, óñëîâèå
~a ‖ −−−→

M
0

M ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî−−−→
M

0

M = t~a äëÿ íåêîòîðîãî t. Ïîñêîëüêó ~r = ~r
0

+
−−−→
M

0

M, ïîëó÷àåì, ÷òî

M ∈ ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~r = ~r

0

+ t~a äëÿ íåêîòîðîãî t. Ïî

îïðåäåëåíèþ êîîðäèíàò òî÷êè, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~r è ~r

0

ñîâïàäàþò ñ

êîîðäèíàòàìè òî÷åê M è M
0

ñîîòâåòñòâåííî. �àñïèñàâ ðàâåíñòâî

~r = ~r
0

+ t~a â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

{
x = x

0

+ rt,
y = y

0

+ st,
(3)

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé íà

ïëîñêîñòè.

Ïîíÿòèå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé êðèâîé íà

ïëîñêîñòè, êîòîðîå áûëî ââåäåíî â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.
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Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì

Âûðàçèâ ïàðàìåòð t èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (3) è

ïðèðàâíÿâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

x − x
0

r
=

y − y
0

s
, (4)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Îòìåòèì, ÷òî òî æå ñàìîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∣∣∣∣
x − x

0

y − y
0

r s

∣∣∣∣ = 0. (5)

Â ñàìîì äåëå, êàæäîå èç ðàâåíñòâ (4) è (5) ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî

s(x − x
0

)− r(y − y
0

) = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿìîé: M
0

(x
0

, y
0

) è M
1

(x
1

, y
1

). Òîãäà âåêòîð−−−→
M

0

M
1

= (x
1

− x
0

, y
1

− y
0

) êîëëèíåàðåí ïðÿìîé è îòëè÷åí îò íóëåâîãî

âåêòîðà, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé. Ïîäñòàâëÿÿ åãî

êîîðäèíàòû â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ïî äâóì

òî÷êàì:

x − x
0

x
1

− x
0

=
y − y

0

y
1

− y
0

. (6)
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Äâà çàìå÷àíèÿ

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàþò ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àíèÿ, êîòîðûå

îñîáåííî ïîëåçíî èìåòü â âèäó ïðè ðåøåíèè çàäà÷.

Çàìå÷àíèå 14.1

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (3) è (4), òî âåêòîð ñ

êîîðäèíàòàìè (r , s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

Çàìå÷àíèå 14.2

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (3), (4) è (6), òî òî÷êà ñ

êîîðäèíàòàìè (x
0

, y
0

) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (1)

Ïðåîáðàçóÿ óðàâíåíèå (4), ïîëó÷àåì sx − ry − sx
0

+ ry
0

= 0. Ïîëîæèì

A = s, B = −r è C = −sx
0

+ ry
0

. Òîãäà íàøå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

Ax + By + C = 0. (7)

Îòìåòèì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A è B îòëè÷íî îò íóëÿ,

ïîñêîëüêó ÷èñëà r è s, áóäó÷è êîîðäèíàòàìè íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà

ïðÿìîé, íå ìîãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ.

Îïðåäåëåíèå

Óðàâíåíèå âèäà (7), â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A è B

îòëè÷íî îò íóëÿ, íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ êðèâîé íà ïëîñêîñòè, êîòîðîå áûëî

ââåäåíî â íà÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à.

Òåîðåìà 14.1

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ

ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âèäà (7), â êîòîðîì

ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë A è B îòëè÷íî îò íóëÿ. Îáðàòíî, ëþáîå

óðàâíåíèå âèäà (7) ñ óêàçàííûì îãðàíè÷åíèåì íà ÷èñëà A è B îïðåäåëÿåò

ïðÿìóþ.
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Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû áûëî äîêàçàíî âûøå.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (7), ãäå A 6= 0 èëè

B 6= 0. Ïóñòü (x
0

, y
0

) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M
0

(x
0

, y
0

)
êîëëèíåàðíî âåêòîðó (−B,A). Äîêàæåì, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ çàäaåòñÿ

óðàâíåíèåì (7). Íàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ:

x − x
0

−B
=

y − y
0

A
. (8)

Ïðåîáðàçîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

A(x − x
0

) = −B(y − y
0

) èëè Ax + By − Ax
0

−By
0

= 0. Ïîñêîëüêó (x
0

, y
0

) �
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), −Ax

0

− By
0

= C . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8)

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (7).

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14.1 óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé �àêò.

Çàìå÷àíèå 14.3

Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (7), òî âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (−B,A)
ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



�ëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0. Òîãäà âåêòîð

~n = (A,B) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.

Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Â ñàìîì

äåëå, ÿñíî, ÷òî åñëè t � íåíóëåâîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèÿ Ax + By + C = 0 è

tAx + tBy + tC = 0 îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ, ãëàâíûìè

âåêòîðàìè êîòîðîé áóäóò êàê (A,B), òàê è (tA, tB).

Çàìå÷àíèå 14.4

�ëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé íå êîëëèíåàðåí ýòîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà óðàâíåíèåì (7),
~n = (A,B) è

M
0

(x
0

, y
0

) ∈ ℓ, ò. å. Ax
0

+ By
0

+ C = 0. Îòëîæèì âåêòîð
~n îò òî÷êè M

0

.

Êîíöîì ñîîòâåòñòâóþùåãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà áóäåò òî÷êà

M
1

(x
0

+ A, y
0

+ B). Ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â ëåâóþ ÷àñòü

óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïîëó÷èì

A(x
0

+ A) + B(y
0

+ B) + C = Ax
0

+ By
0

+ C + A
2 + B

2 = A
2 + B

2 6= 0.

Òàêèì îáðàçîì, M
1

/∈ ℓ. Ïîñêîëüêó M
0

∈ ℓ, à
−−−→
M

0

M
1

= ~n, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âåêòîð
~n è ïðÿìàÿ ℓ íå êîëëèíåàðíû.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Åùå îäíî çàìå÷àíèå

Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàìå÷àíèå 14.4

ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ (A,B) è (−B,A) ðàâíî −AB + BA = 0. Â ñèëó

êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Ó÷èòûâàÿ

åùå çàìå÷àíèå 14.3, ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Çàìå÷àíèå 14.5

Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, òî ãëàâíûé

âåêòîð ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè

ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (7) â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò, òî âåêòîð
~n = (A,B) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ýòîé

ïðÿìîé.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0 è B 6= 0.

Òîãäà åå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå y = − A
B
· x − C

B
. Ïîëîæèì

k = − A
B
, b = − C

B
. Òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

y = kx + b. (9)

×èñëî k íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì ïðÿìîé, à óðàâíåíèå (9) �

óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì. Èç øêîëüíîãî êóðñà

ìàòåìàòèêè èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà (â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) óðàâíåíèåì (9), òî k = tgϕ, ãäå ϕ � óãîë

ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è ℓ (èìåííî ýòèì
îáúÿñíÿåòñÿ òåðìèí ¾óãëîâîé êîý��èöèåíò¿).

Óðàâíåíèå (9) âûâåäåíî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â óðàâíåíèè (7)

êîý��èöèåíò B îòëè÷åí îò íóëÿ. Âûÿñíèì, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ýòî

óñëîâèå. Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî B = 0. Òîãäà ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì âèäà Ax + C = 0. Ïðè ýòîì A 6= 0, ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû A

è B îäíîâðåìåííî â íóëü îáðàùàòüñÿ íå ìîãóò. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà

ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = − C
A
. ßñíî, ÷òî ïðÿìûå ñ óðàâíåíèåì

òàêîãî âèäà è òîëüêî îíè ïàðàëëåëüíû îñè îðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì,

ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà íå ïàðàëëåëüíà îñè îðäèíàò.
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ (1)

Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è

íå ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Òîãäà ℓ ïåðåñåêàåò îáå îñè
êîîðäèíàò. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4.

s s

s

O x

y

(a, 0)

(0, b)
ℓ

�èñ. 4. Ê âûâîäó óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â îòðåçêàõ
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Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ (2)

Îáîçíà÷èì ïåðâóþ êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ ñ îñüþ àáñöèññ

÷åðåç a, à âòîðóþ êîîðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ ñ îñüþ îðäèíàò

� ÷åðåç b. Òîãäà a, b 6= 0 è ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0) è
(0, b). Íàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ ïî ýòèì äâóì òî÷êàì:

x − a

0 − a
=

y − 0

b − 0

,

èëè b(x − a) = −ay . Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

bx + ay = ab. �àçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ab

(âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî a, b 6= 0). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+

y

b
= 1, (10)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ. Ýòîò òåðìèí

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïàðàìåòðû a è b, �èãóðèðóþùèå â óðàâíåíèè (10),

ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, äëèíû îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïðÿìîé íà îñÿõ

êîîðäèíàò. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ îñîáåííî ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè

çàäà÷, â êîòîðûõ èäåò ðå÷ü î ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé

îò îñåé êîîðäèíàò (íà ðèñ. 4 ýòîò òðåóãîëüíèê âûäåëåí ñåðûì öâåòîì).

ßñíî, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (10), òî ýòà ïëîùàäü ðàâíà

|ab|
2

.

Ìû çàêîí÷èëè ðàññìîòðåíèå âèäîâ óðàâíåíèé ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (1)

14.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, çâó÷èò òàê: êàê ïî

óðàâíåíèÿì äâóõ ïðÿìûõ îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ

ïðÿìûõ, ò. å. âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ïåðåñåêàþùèìèñÿ,

ïàðàëëåëüíûìè èëè ñîâïàäàþùèìè. Îòâåò íà íåãî äàåò

Òåîðåìà 14.2

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ
1

çàäàíà óðàâíåíèåì A
1

x + B
1

y + C
1

= 0, à ïðÿìàÿ ℓ
2

�

óðàâíåíèåì A
2

x + B
2

y + C
2

= 0. Ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

:

1) ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

6= B
1

B
2

;

2) ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

= B
1

B
2

6= C
1

C
2

;

3) ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A
1

A
2

= B
1

B
2

= C
1

C
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
A
1

x +B
1

y = −C
1

,
A
2

x +B
2

y = −C
2

.
(11)
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (2)

ßñíî, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà

ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îíà íå èìååò ðåøåíèé; ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. �àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1:

A
1

A
2

6= B
1

B
2

. Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî

∣∣∣∣
A
1

B
1

A
2

B
2

∣∣∣∣ 6= 0.

Â ñèëó òåîðåìû Êðàìåðà ñèñòåìà (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å.

ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñëó÷àé 2:

A
1

A
2

= B
1

B
2

6= C
1

C
2

. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå

ïàðàëëåëüíû. Ïîëîæèì

A
1

A
2

= B
1

B
2

= t. Òîãäà A
1

= tA
2

è B
1

= tB
2

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (11) èìååò ðåøåíèå (x
0

, y
0

), ò. å.

{
tA

2

x
0

+ tB
2

y
0

+ C
1

= 0,
A
2

x
0

+ B
2

y
0

+ C
2

= 0.

Óìíîæèì âòîðîå ðàâåíñòâî íà −t è ñëîæèì åãî ñ ïåðâûì. Ïîëó÷èì

C
1

− C
2

t = 0, ò. å.

C
1

C
2

= t, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó B
1

B
2

6= C
1

C
2

. Ìû

äîêàçàëè, ÷òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.
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Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ (3)

Ñëó÷àé 3:

A
1

A
2

= B
1

B
2

= C
1

C
2

. Ïîëîæèì

A
1

A
2

= t. Òîãäà A
1

= tA
2

, B
1

= tB
2

,

C
1

= tC
2

, è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

t(A
2

x + B
2

y + C
2

) = 0, ïðè÷åì t 6= 0 (òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

A
1

= B
1

= 0). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11) ðàâíîñèëüíî

âòîðîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ïðÿìûõ ìû ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Óáåäèìñÿ íà ïðèìåðå ñëó÷àÿ

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ÷òî ýòè æå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è íåîáõîäèìûìè. Ïóñòü

ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà óñëîâèÿ ñëó÷àåâ 2) è 3) èç �îðìóëèðîâêè

òåîðåìû íå âûïîëíÿþòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìûå áûëè áû

ëèáî ïàðàëëåëüíûìè, ëèáî ñîâïàäàþùèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî

óñëîâèå ñëó÷àÿ 1), ò. å.

A
1

B
1

6= A
2

B
2

. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â

ñëó÷àÿõ ïàðàëëåëüíîñòè è ñîâïàäåíèÿ ïðÿìûõ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êîëëèíåàðíîñòü ãëàâíûõ âåêòîðîâ ïðÿìîé

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Ñëåäñòâèå 14.1

Ëþáûå äâà ãëàâíûõ âåêòîðà ïðÿìîé êîëëèíåàðíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
~n
1

= (A
1

,B
1

) è ~n
2

= (A
2

,B
2

) � äâà ãëàâíûõ

âåêòîðà ïðÿìîé ℓ. Òîãäà ýòà ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû,

óðàâíåíèåì âèäà A
1

x + B
1

y + C
1

= 0 äëÿ íåêîòîðîãî C
1

, à ñ äðóãîé, �

óðàâíåíèåì âèäà A
2

x + B
2

y + C
2

= 0 äëÿ íåêîòîðîãî C
2

. Ïîñêîëüêó ýòè

óðàâíåíèÿ çàäàþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ, èç ï. 3) òåîðåìû 14.2 âûòåêàåò,

÷òî

A
1

A
2

= B
1

B
2

. Â ñèëó êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

~n
1

‖ ~n
2

.
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Ïó÷îê ïðÿìûõ (1)

14.4. Ïó÷îê ïðÿìûõ

Îïðåäåëåíèå

Ïó÷êîì ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

íåêîòîðóþ �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ïëîñêîñòè.

ßñíî, ÷òî ëþáûå äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

îïðåäåëÿþò

íåêîòîðûé ïó÷îê ïðÿìûõ (ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, êàê

ïî óðàâíåíèÿì ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

ìîæíî íàéòè óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîé

ïðÿìîé èç ïó÷êà ïðÿìûõ, îïðåäåëÿåìûõ ýòèìè äâóìÿ ïðÿìûìè.

Òåîðåìà 14.3

Ïóñòü ℓ
1

è ℓ
2

� ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ çàäàíà

óðàâíåíèåì A
1

x + B
1

y + C
1

= 0, à âòîðàÿ � óðàâíåíèåì

A
2

x +B
2

y + C
2

= 0. Ïðÿìàÿ ℓ ïðèíàäëåæèò ïó÷êó ïðÿìûõ, îïðåäåëÿåìîìó
ïðÿìûìè ℓ

1

è ℓ
2

, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ℓ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà

α(A
1

x + B
1

y + C
1

) + β(A
2

x + B
2

y + C
2

) = 0, (12)

ãäå α è β � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî

èç êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ.
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Ïó÷îê ïðÿìûõ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ èç ïó÷êà ïðÿìûõ,

îïðåäåëÿåìîãî ïðÿìûìè ℓ
1

è ℓ
2

, à Ax + By + C = 0 � îáùåå óðàâíåíèå

ïðÿìîé ℓ. Ïîëîæèì ~n = (A,B), ~n
1

= (A
1

,B
1

) è ~n
2

= (A
2

,B
2

). Ïîñêîëüêó
ïðÿìûå ℓ

1

è ℓ
2

ïåðåñåêàþòñÿ, èç òåîðåìû 14.2 âûòåêàåò, ÷òî

A
1

A
2

6= B
1

B
2

. Ñ

ó÷åòîì êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû
~n
1

è

~n
2

íå êîëëèíåàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþò áàçèñ òîé ïëîñêîñòè, â

êîòîðîé ðàñïîëîæåíû âñå ðàññìàòðèâàåìûå ïðÿìûå. Â ñèëó òåîðåìû î

ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó íà ïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî
~n = α~n

1

+ β~n
2

äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë α è β. Ïðè ýòîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë α è

β îòëè÷íî îò íóëÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
~n = ~

0 âîïðåêè

îïðåäåëåíèþ îáùåãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé. �àñïèñàâ ðàâåíñòâî
~n = α~n

1

+ β~n
2

â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî A = αA
1

+ βA
2

è B = αB
1

+ βB
2

. Ýòî

ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ â âèäå
(αA

1

+ βA
2

)x + (αB
1

+ βB
2

)y + C = 0 èëè

α(A
1

x + B
1

y) + β(A
2

x + B
2

y) + C = 0. (13)

Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû òî÷êè M
0

, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

,

÷åðåç (x
0

, y
0

). Ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ℓ, èç (13)
ïîëó÷àåì, ÷òî

α(A
1

x
0

+ B
1

y
0

) + β(A
2

x
0

+ B
2

y
0

) + C = 0. (14)
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Ïó÷îê ïðÿìûõ (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êà M
0

ïðèíàäëåæèò ïðÿìûì ℓ
1

è ℓ
2

, îòêóäà

A
1

x
0

+ B
1

y
0

+ C
1

= 0 è A
2

x
0

+ B
2

y
0

+ C
2

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

C
1

= −A
1

x
0

− B
1

y
0

è C
2

= −A
2

x
0

− B
2

y
0

. Îòñþäà è èç (14) âûòåêàåò, ÷òî

−αC
1

− βC
2

+ C = 0, ò. å. C = αC
1

+ βC
2

. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå

âûðàæåíèå äëÿ C â (13), ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

α(A
1

x + B
1

y) + β(A
2

x + B
2

y) + αC
1

+ βC
2

= 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (12).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåæäå âñåãî, äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (12) çàäàåò

ïðÿìóþ. Â ñèëó òåîðåìû 14.1 äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïî

êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë αA
1

+ βA
2

è αB
1

+ βB
2

îòëè÷íî îò íóëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, íàïðîòèâ, ÷òî αA
1

+ βA
2

= αB
1

+ βB
2

= 0. Òîãäà

A
1

A
2

= − β

α
= B

1

B
2

. Íî òîãäà èç òåîðåìû 14.2 âûòåêàåò, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

ëèáî ïàðàëëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Îñòàëîñü

äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (12), ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ℓ
1

è ℓ
2

. Â ñàìîì äåëå, åñëè ýòà òî÷êà èìååò

êîîðäèíàòû (x
0

, y
0

), òî A
1

x
0

+B
1

y
0

+C
1

= 0 è A
2

x
0

+B
2

y
0

+C
2

= 0, îòêóäà

α(A
1

x
0

+ B
1

y
0

+ C
1

) + β(A
2

x
0

+ B
2

y
0

+ C
2

) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîé (1)

14.5. Ïîëóïëîñêîñòè

Íàøà ñëåäóþùàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê ïî óðàâíåíèþ

ïðÿìîé è êîîðäèíàòàì äâóõ òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà ýòîé ïðÿìîé,

îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè îíè ïî îäíó ñòîðîíó èëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

ïðÿìîé. Ïóñòü ℓ � ïðÿìàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0. Âñÿ

ïëîñêîñòü äåëèòñÿ ýòîé ïðÿìîé íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: ñàìó

ïðÿìóþ ℓ è äâå ïîëóïëîñêîñòè (â êàæäóþ èç ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé âõîäÿò

òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû ïî êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó

îò ℓ). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 5.

s

s

s

s

M
0

M
1

M(x ′, y ′)

N(x ′′, y ′′)

~n

ℓ

�èñ. 5. Ïîëóïëîñêîñòè
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Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîé (2)

Îáîçíà÷èì ãëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé ℓ ÷åðåç ~n. Âîçüìåì íà ℓ ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó M

0

è îòëîæèì îò íåå âåêòîð
~n. Êîíåö ïîëó÷èâøåãîñÿ íàïðàâëåííîãî

îòðåçêà îáîçíà÷èì ÷åðåç M
1

. Èç çàìå÷àíèÿ 14.4 âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà M
1

íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ℓ.

Îïðåäåëåíèÿ

Ïîëóïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà M
1

, íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, à

äðóãàÿ ïîëóïëîñêîñòü � îòðèöàòåëüíîé.

Åñëè óìíîæèòü îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà −1, òî ïðÿìàÿ íå
èçìåíèòñÿ, à åå ãëàâíûé âåêòîð ñìåíèò íàïðàâëåíèå íà

ïðîòèâîïîëîæíîå. ßñíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîëóïëîñêîñòü ñòàíåò îòðèöàòåëüíîé è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì,

ñâîéñòâî ïîëóïëîñêîñòè áûòü ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé

çàâèñèò íå îò ñàìîé ïðÿìîé, à îò òîãî, êàêèì óðàâíåíèåì îíà çàäàíà.

Ïðåäëîæåíèå íà ñëåäóþùåì ñëàéäå îáúÿñíÿåò ïðîèñõîæäåíèå òåðìèíîâ

¾ïîëîæèòåëüíàÿ¿ è ¾îòðèöàòåëüíàÿ¿ ïîëóïëîñêîñòü.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîé (3)

Ïðåäëîæåíèå 14.1

Ïóñòü M(x ′, y ′) � òî÷êà ïëîñêîñòè. Åñëè M ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóïëîñêîñòè, òî Ax ′ + By ′ + C > 0, à åñëè M ëåæèò â îòðèöàòåëüíîé

ïîëóïëîñêîñòè, òî Ax ′ + By ′ + C < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî M ëåæèò â ïîëîæèòåëüíîé

ïîëóïëîñêîñòè. ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåì ïðÿìóþ, êîëëèíåàðíóþ âåêòîðó

~n. Ïîñêîëüêó, â ñèëó çàìå÷àíèÿ 14.4
~n ∦ ℓ, ïðîâåäåííàÿ íàìè ïðÿìàÿ

ïåðåñå÷åò ïðÿìóþ ℓ. Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åðåç N, à åå

êîîðäèíàòû � ÷åðåç (x ′′, y ′′). ßñíî, ÷òî Ax ′′ + By ′′ + C = 0. Âåêòîðû

−−→
NM

è
~n ñîíàïðàâëåííû, ò. å.

−−→
NM = t~n äëÿ íåêîòîðîãî t > 0. Çàïèñàâ ýòî

âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì, ÷òî x ′ − x ′′ = tA è

y ′ − y ′′ = tB, îòêóäà x ′ = x ′′ + tA è y ′ = y ′′ + tB. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ax
′ + By

′ + C = A(x ′′ + tA) + B(y ′′ + tB) + C =

= Ax
′′ + By

′′ + C + t(A2 + B
2) = t(A2 + B

2) > 0.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíî. Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ âïîëíå

àíàëîãè÷íî. Íàäî òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî åñëè M ëåæèò â îòðèöàòåëüíîé

ïîëóïëîñêîñòè, òî âåêòîðû

−−→
NM è

~n àíòèíàïðàâëåííû, è ïîòîìó

−−→
NM = t~n

äëÿ íåêîòîðîãî t < 0.
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Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîé (4)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 14.1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âûøå

âîïðîñ.

Ñëåäñòâèå 14.2

Òî÷êè P(x
1

, y
1

) è Q(x
2

, y
2

) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé

Ax + By + C = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà Ax
1

+ By
1

+ C è

Ax
2

+ By
2

+ C èìåþò îäèíàêîâûé çíàê, è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ýòîé

ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ÷èñëà èìåþò ðàçíûå çíàêè.
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�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (1)

14.6. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé. �àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè

ïðÿìûìè

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äàííîãî ïàðàãðà�à ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà

êîîðäèíàò, çàäàííàÿ íà ïëîñêîñòè, � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà.

Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0, à M(x ′, y ′) �
íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ.

6.

s

s

s

M
0

(x
0

, y
0

)

M(x ′, y ′)

ℓ

~n

~s

d
(M

,
ℓ)

�èñ. 6. Ê âûâîäó �îðìóëû ðàññòîÿíèÿ

îò òî÷êè äî ïðÿìîé

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 14. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè



�àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M
0

(x
0

, y
0

) îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè M íà ℓ è

ïîëîæèì
~s =

−−−→
M

0

M. �àññòîÿíèå îò M äî ℓ îáîçíà÷èì ÷åðåç d(M, ℓ). ßñíî,
÷òî d(M, ℓ) = |~s | è ~s = (x ′ − x

0

, y ′ − y
0

).

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, òî, â ñèëó

çàìå÷àíèÿ 14.5, âåêòîð
~n = (A,B) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ℓ. Ïîñêîëüêó âåêòîð

~s òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ℓ, ïîëó÷àåì, ÷òî ~s ‖ ~n. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë

ìåæäó âåêòîðàìè
~s è ~n ðàâåí ëèáî 0, ëèáî π, è ïîòîìó cos( ~̂s, ~n ) = ±1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
~s~n = ±|~s | · | ~n |. Â ñèëó ñêàçàííîãî,

d(M, ℓ) = |~s | = |~s | · | ~n |
| ~n | =

|~s~n |
| ~n | .

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, | ~n | =
√
A2 + B2

.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M
0

∈ ℓ, ïîëó÷àåì, ÷òî Ax
0

+ By
0

+ C = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

~s~n = A(x ′ − x
0

) + B(y ′ − y
0

) = Ax
′ + By

′ − (Ax
0

+ By
0

) = Ax
′ + By

′ + C .

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M ñ

êîîðäèíàòàìè (x ′, y ′) äî ïðÿìîé ℓ, çàäàííîé â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

d(M, ℓ) =
|Ax ′ + By ′ + C |√

A2 + B2

. (15)
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�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè (1)

Ôîðìóëà (15) ïîçâîëÿåò âûâåñòè �îðìóëó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìûå ℓ
1

è ℓ
2

, çàäàííûå

óðàâíåíèÿìè A
1

x + B
1

y + C
1

= 0 è A
2

x + B
2

y + C
2

= 0 ñîîòâåòñòâåííî,

ïàðàëëåëüíû. Â ñèëó òåîðåìû 14.2

A
1

A
2

= B
1

B
2

. Åñëè A
2

6= 0, óìíîæèì

óðàâíåíèå A
2

x + B
2

y + C
2

= 0 íà

A
1

A
2

. Åñëè æå A
2

= 0, òî B
2

6= 0, è ïîòîìó

A
1

= 0 (èíà÷å A
2

B
1

= 0 6= A
1

B
2

, ò. å.

A
1

A
2

6= B
1

B
2

). Â ýòîì ñëó÷àå óìíîæèì

óðàâíåíèå A
2

x + B
2

y + C
2

= 0 íà

B
1

B
2

. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷èì, ÷òî

óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ
2

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå A
1

x + B
1

y + C ′
2

= 0 äëÿ

íåêîòîðîãî C ′
2

. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

A
1

= A
2

è B
1

= B
2

. (16)

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ℓ
1

è ℓ
2

÷åðåç d(ℓ
1

, ℓ
2

). ßñíî, ÷òî d(ℓ
1

, ℓ
2

)
ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè, ëåæàùåé íà ℓ

1

, äî ℓ
2

. Ïóñòü

òî÷êà M(x ′, y ′) ëåæèò íà ℓ
1

. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó (15) è òîò �àêò, ÷òî

A
1

x ′ + B
1

y ′ + C
1

= 0, èìååì

d(ℓ
1

, ℓ
2

) = d(M, ℓ
2

) =
|A

1

x ′ + B
1

y ′ + C
2

|√
A2

1

+ B2

1

=

=
|(A

1

x ′ + B
1

y ′ + C
1

) + (C
2

− C
1

)|√
A2

1

+ B2

1

=
|C

2

− C
1

|√
A2

1

+ B2

1

.
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�àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè (2)

Òàêèì îáðàçîì,

d(ℓ
1

, ℓ
2

) =
|C

2

− C
1

|√
A2

1

+ B2

1

. (17)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòó �îðìóëó ìîæíî ïðèìåíÿòü òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî

âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (16).
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