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Ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (1)

13.1. Ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò

Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè, à

çàòåì ñ èõ ïîìîùüþ îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà. Â

ñèñòåìàòè÷åñêîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïîðÿäîê ïîÿâëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé

îáðàòíûé � êîîðäèíàòû âåêòîðà ó íàñ óæå ïîÿâèëèñü â � 9, à òåïåðü íà èõ

îñíîâå áóäóò îïðåäåëåíû êîîðäèíàòû òî÷êè. Íî ñíà÷àëà íàäî ñêàçàòü, ÷òî

ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä ñëîâàìè ¾ñèñòåìà êîîðäèíàò¿.

Îïðåäåëåíèÿ

À��èííîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò èëè ïðîñòî ñèñòåìîé êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå [íà ïëîñêîñòè℄ íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü áàçèñà ïðîñòðàíñòâà

[ñîîòâåòñòâåííî áàçèñà ïëîñêîñòè℄ è òî÷êè [ïðèíàäëåæàùåé ýòîé

ïëîñêîñòè℄. Òî÷êà, âõîäÿùàÿ â ñèñòåìó êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì

ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîñòîÿùóþ èç áàçèñà ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) è

íà÷àëà êîîðäèíàò O, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (O; ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

); â ñëó÷àå

ïëîñêîñòè èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (O; ~b
1

, ~b
2

).

Íàðÿäó ñ à��èííîé, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (íàïðèìåð,

ïîëÿðíàÿ íà ïëîñêîñòè èëè ñ�åðè÷åñêàÿ â ïðîñòðàíñòâå), íî â íàøåì

êóðñå îíè âîçíèêàòü íå áóäóò.

Á.Ì.Âåðíèêîâ �,13. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè



Ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò (2)

Îïðåäåëåíèÿ

Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O ïàðàëëåëüíî îäíîìó èç áàçèñíûõ

âåêòîðîâ, íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó

O ïàðàëëåëüíî âåêòîðó

~b
1

[ñîîòâåòñòâåííî

~b
2

,

~b
3

℄, áóäåì íàçûâàòü îñüþ

àáñöèññ [ñîîòâåòñòâåííî îñüþ îðäèíàò, îñüþ àïïëèêàò℄. Ïëîñêîñòè,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O è äâå èç òðåõ îñåé êîîðäèíàò, íàçûâàþòñÿ

êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.
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Êîîðäèíàòû òî÷êè

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü (O; ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) � ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, à M �

ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Âåêòîð

−−→
OM íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè M.

Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) íàçûâàþòñÿ

êîîðäèíàòû åå ðàäèóñà-âåêòîðà â áàçèñå ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

). Òîò �àêò, ÷òî òî÷êà

M â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò êîîðäèíàòû (a
1

, a
2

, a
3

), áóäåì
îáîçíà÷àòü òàê: M(a

1

, a
2

, a
3

). Êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè

îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî êîîðäèíàòàì òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü òî÷êè A è B èìåþò êîîðäèíàòû (a
1

, a
2

, a
3

) è (b
1

, b
2

, b
3

)

ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

−→
AB =

−→
OB −

−→
OA, à êîîðäèíàòû òî÷åê A è B

ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ

−→
OA è

−→
OB ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì,

÷òî

−→
AB = (b

1

− a
1

, b
2

− a
2

, b
3

− a
3

). (1)

Èíûìè ñëîâàìè,

÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, íàäî èç êîîðäèíàò åãî êîíöà

âû÷åñòü êîîðäèíàòû åãî íà÷àëà.
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Ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Îïðåäåëåíèå

Ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå (O; ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) íàçûâàåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, åñëè áàçèñ ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) � ïðàâûé

îðòîíîðìèðîâàííûé. Ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (O; ~b
1

, ~b
2

)

íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, åñëè áàçèñ ( ~b
1

, ~b
2

) �
îðòîíîðìèðîâàííûé.

Â äàëüíåéøåì ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò áóäåò

èãðàòü òó æå ðîëü, êîòîðóþ â � 10�12 èãðàë îðòîíîðìèðîâàííûé

áàçèñ, � èìåííî â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ìíîãèå �îðìóëû è óðàâíåíèÿ áóäóò ïðèíèìàòü íàèáîëåå ïðîñòîé è

óäîáíûé äëÿ ïðèìåíåíèÿ âèä.

Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñè àáñöèññ, îðäèíàò è

àïïëèêàò ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ox , Oy è Oz ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì

ñëó÷àå â ïîíÿòíîì ñìûñëå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ Oxy , Oxz è

Oyz äëÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à âñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç Oxyz (â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà) èëè Oxy (â ñëó÷àå ïëîñêîñòè).
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�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

Ïóñòü òî÷êè A è B â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò

êîîðäèíàòû (a
1

, a
2

, a
3

) è (b
1

, b
2

, b
3

) ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó

(1) èç äàííîãî ïàðàãðà�à è �îðìóëó (5) èç � 10, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå

ìåæäó òî÷êàìè A è B âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

|AB| =
√

(b
1

− a
1

)2 + (b
2

− a
2

)2 + (b
3

− a
3

)2. (2)
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

13.2. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B è ÷èñëî t. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t, åñëè

−→
AC = t ·

−→
CB. (3)

Íàïðèìåð, åñëè C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî îíà äåëèò åãî â îòíîøåíèè 1

(òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

−→
AC = 1 ·

−→
CB), òî÷êà A äåëèò åãî â îòíîøåíèè 0 (òàê

êàê

−→
AA = ~

0 = 0 ·
−→
AB), à òî÷êà B íå äåëèò åãî íè â êàêîì îòíîøåíèè (òàê

êàê

−→
BB = ~

0 è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà t, ÷òî
−→
AB = t ·

−→
BB). Íà ðèñ. 1

òî÷êà C
1

äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè

1

2

, à òî÷êà C
2

� â îòíîøåíèè −4.

s s s s

A BC
1

C
2

�èñ. 1. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè

Êàê âèäíî èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà, òî÷êà, äåëÿùàÿ îòðåçîê â

íåêîòîðîì îòíîøåíèè, íå îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ýòîìó îòðåçêó.
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè: ðåçóëüòàò

Ïðåäëîæåíèå 13.1

Ïóñòü A(a
1

, a
2

, a
3

) è B(b
1

, b
2

, b
3

) � äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè.

1) Òî÷êè, äåëÿùåé îòðåçîê AB â îòíîøåíèè −1, íå ñóùåñòâóåò.

2) Åñëè t � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò −1, òî
òî÷êà C , äåëÿùàÿ îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t, ñóùåñòâóåò è

åäèíñòâåííà, à åå êîîðäèíàòû (c
1

, c
2

, c
3

) ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî

�îðìóëàì















c
1

= a
1

+tb
1

1+t
,

c
2

= a
2

+tb
2

1+t
,

c
3

= a
3

+tb
3

1+t
.

(4)

3) Òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â íåêîòîðîì îòíîøåíèè òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé AB è îòëè÷íà îò òî÷êè B.

Ôîðìóëû (4) íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè äåëåíèÿ îòðåçêà â îòíîøåíèè t.
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè: äîêàçàòåëüñòâî (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â

îòíîøåíèè −1, ò. å.
−→
AC = −

−→
CB. Òîãäà

−→
AB =

−→
AC +

−→
CB = ~

0, ÷òî

íåâîçìîæíî, òàê êàê òî÷êè A è B ðàçëè÷íû.

2) Ïóñòü t 6= −1. �àññìîòðèì òî÷êó C(c
1

, c
2

, c
3

), êîîðäèíàòû êîòîðîé

çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4). Òîãäà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

c
1

− a
1

= t(b
1

− c
1

), c
2

− a
2

= t(b
2

− c
2

) è c
3

− a
3

= t(b
3

− c
3

).

Íî ýòè ðàâåíñòâà åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàâåíñòâî (3), ðàñïèñàííîå â

êîîðäèíàòàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îíà åäèíñòâåííà. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

òî÷êà D(d
1

, d
2

, d
3

) äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t. Òîãäà
−→
AD = t ·

−→
DB.

�àñïèñûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì

d
1

− a
1

= t(b
1

− d
1

), d
2

− a
2

= t(b
2

− d
2

) è d
3

− a
3

= t(b
3

− d
3

),

îòêóäà

d
1

=
a
1

+ tb
1

1+ t
= c

1

, d
2

=
a
2

+ tb
2

1+ t
= c

2

è d
3

=
a
3

+ tb
3

1+ t
= c

3

.

Ñëåäîâàòåëüíî, D = C .
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Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèè: äîêàçàòåëüñòâî (2)

3) Èç ðàâåíñòâà (3) âûòåêàåò, ÷òî íàïðàâëåííûå îòðåçêè

−→
AC è

−→
CB

êîëëèíåàðíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C äîëæíà ëåæàòü íà ïðÿìîé AB.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îíà íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé B. Ïóñòü òåïåðü

C � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé AB, îòëè÷íàÿ îò B. Òîãäà âåêòîðû
−→
AC è

−→
CB êîëëèíåàðíû è

−→
CB 6= ~

0. Â ñèëó êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3).

Ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå î÷åâèäíî.

Ïóñòü òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t. Åñëè C ïðèíàäëåæèò

îòðåçêó AB è îòëè÷íà îò B, òî
−→
AC ⇈

−→
CB, è ïîòîìó t > 0, à â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå

−→
AC ↑↓

−→
CB , è ïîòîìó t < 0.
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Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà

Îòìåòèì îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � ñåðåäèíà

îòðåçêà AB. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà äåëèò ýòîò

îòðåçîê â îòíîøåíèè 1. Â ñèëó (4) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà C èìååò

êîîðäèíàòû

(

a
1

+ b
1

2

,
a
2

+ b
2

2

,
a
3

+ b
3

2

)

.

Èíûìè ñëîâàìè,

êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà åñòü ïîëóñóììà êîîðäèíàò åãî íà÷àëà è

êîíöà.
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Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò: ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáîçíà÷åíèÿ

13.3. Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïàðàãðà�à ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïóñòü

â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò è èçâåñòíû êîîðäèíàòû

íåêîòîðîé òî÷êè â îäíîé èç íèõ. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîîðäèíàòû òîé æå

òî÷êè â äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé

êîîðäèíàòû òî÷êè èçâåñòíû, áóäåì íàçûâàòü ñòàðîé, à òó, â êîòîðîé èõ

íàäî íàéòè, � íîâîé. ßñíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü çàäà÷ó, íàäî

çíàòü, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñòàðàÿ è íîâàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè êîîðäèíàòû íà÷àëà íîâîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò â ñòàðîé ñèñòåìå è êîîðäèíàòû êàæäîãî èç âåêòîðîâ,

îáðàçóþùèõ áàçèñ íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â áàçèñå ñòàðîé ñèñòåìû.

Ïóñòü (O; ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) � ñòàðàÿ, à (P; ~c
1

, ~c
2

, ~c
3

) � íîâàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò,

(p
1

, p
2

, p
3

) � êîîðäèíàòû òî÷êè P â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à

(t
11

, t
21

, t
31

), (t
12

, t
22

, t
32

) è (t
13

, t
23

, t
33

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~c
1

,
~c
2

è
~c
3

â áàçèñå ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü, íàêîíåö, (x
1

, x
2

, x
3

) �
êîîðäèíàòû òî÷êè M â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òðåáóåòñÿ íàéòè åå

êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç (x ′

1

, x ′

2

, x ′

3

).
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Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò: âûâîä �îðìóë

Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè âåêòîð

−−→
OM. Ñ îäíîé ñòîðîíû,

−−→
OM = x

1

~b
1

+ x
2

~b
2

+ x
3

~b
3

. Ñ äðóãîé,

−−→
OM =

−→
OP +

−−→
PM = (p

1

~b
1

+ p
2

~b
2

+ p
3

~b
3

) + (x ′

1

~c
1

+ x
′

2

~c
2

+ x
′

3

~c
3

) =

= p
1

~b
1

+ p
2

~b
2

+ p
3

~b
3

+ x
′

1

(t
11

~b
1

+ t
21

~b
2

+ t
31

~b
3

) +

+ x
′

2

(t
12

~b
1

+ t
22

~b
2

+ t
32

~b
3

) + x
′

3

(t
13

~b
1

+ t
23

~b
2

+ t
33

~b
3

) =

= (p
1

+ t
11

x
′

1

+ t
12

x
′

2

+ t
13

x
′

3

)~b
1

+ (p
2

+ t
21

x
′

1

+ t
22

x
′

2

+ t
23

x
′

3

)~b
2

+

+ (p
3

+ t
31

x
′

1

+ t
32

x
′

2

+ t
33

x
′

3

)~b
3

.

Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû âåêòîðà

−−→
OM â áàçèñå ( ~b

1

, ~b
2

, ~b
3

), ñ îäíîé
ñòîðîíû, ðàâíû (x

1

, x
2

, x
3

), à ñ äðóãîé, �

(p
1

+ t
11

x
′

1

+ t
12

x
′

2

+ t
13

x
′

3

, p
2

+ t
21

x
′

1

+ t
22

x
′

2

+ t
23

x
′

3

, p
3

+ t
31

x
′

1

+ t
32

x
′

2

+ t
33

x
′

3

).
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Ôîðìóëû çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò

Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó â ïðîñòðàíñòâå

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà







x
1

= p
1

+ t
11

x ′

1

+ t
12

x ′

2

+ t
13

x ′

3

,

x
2

= p
2

+ t
21

x ′

1

+ t
22

x ′

2

+ t
23

x ′

3

,

x
3

= p
3

+ t
31

x ′

1

+ t
32

x ′

2

+ t
33

x ′

3

.

(5)

Ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè ïåðåõîäà îò ñòàðîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò ê íîâîé èëè �îðìóëàìè çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ïëîñêîñòè �îðìóëû

çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò èìåþò âèä

{

x
1

= p
1

+ t
11

x ′

1

+ t
12

x ′

2

,

x
2

= p
2

+ t
21

x ′

1

+ t
22

x ′

2

.
(6)
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó (1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî íîâîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü ÷èñëà tij , ãäå 1 6 i , j 6 3, èìåþò ïðåæíèé ñìûñë. Ìàòðèöà

T =





t
11

t
12

t
13

t
21

t
22

t
23

t
31

t
32

t
33





íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó.

Èíûìè ñëîâàìè,

ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) ê áàçèñó ( ~c
1

, ~c
2

, ~c
3

) � ýòî

ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî

áàçèñà â ñòàðîì áàçèñå.
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Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó (2)

Çàìå÷àíèå 13.1

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó íåâûðîæäåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó 1-ãî ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî |T⊤| 6= 0. Â ìàòðèöå T⊤
ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ
~c
1

,
~c
2

è
~c
3

â ñòàðîì áàçèñå. Ýòè âåêòîðû íåêîìïëàíàðíû, òàê êàê

îíè îáðàçóþò áàçèñ. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 12.2 |T⊤| 6= 0.

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó ìîæíî

çàïèñàòü �îðìóëû (5) áîëåå êîìïàêòíî. Ïîëîæèì

X =





x
1

x
2

x
3



 , X
′ =





x ′

1

x ′

2

x ′

3





è P =





p
1

p
2

p
3





(÷åðòà íàä áóêâîé P íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷èòü ìàòðèöó P îò òî÷êè

P). Òîãäà �îðìóëû (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îäíîãî ìàòðè÷íîãî

ðàâåíñòâà X = P + TX ′
.
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Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò: ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (1)

Ôîðìóëû (5) ïîçâîëÿþò íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè â ñòàðîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò (x
1

, x
2

è x
3

), åñëè èçâåñòíû èõ êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå (x ′

1

,

x ′

2

è x ′

3

). Ìåæäó òåì, èñõîäíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûëà ïðÿìî

ïðîòèâîïîëîæíîé: ïî êîîðäèíàòàì òî÷êè â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

íàéòè åå êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

�îðìóëû (5) äàþò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîñìîòðèì íà �îðìóëû (5) êàê íà

ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè x ′

1

, x ′

2

, x ′

3

:







t
11

x ′

1

+ t
12

x ′

2

+ t
13

x ′

3

= x
1

− p
1

,

t
21

x ′

1

+ t
22

x ′

2

+ t
23

x ′

3

= x
2

− p
2

,

t
31

x ′

1

+ t
32

x ′

2

+ t
33

x ′

3

= x
3

− p
3

.

(7)

(Ýòà òî÷êà çðåíèÿ åñòåñòâåííà, ïîñêîëüêó, â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíîé

ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, âåëè÷èíû x ′

1

, x ′

2

è x ′

3

íåèçâåñòíû, à âñå îñòàëüíûå

âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ñèñòåìó (7), à èìåííî, xi , pi , è tij äëÿ âñåõ

1 6 i , j 6 3, � èçâåñòíû).
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Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò: ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è (2)

Ìàòðèöåé ñèñòåìû (7) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê

íîâîìó. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 13.1 îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íå ðàâåí íóëþ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Êðàìåðà, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (7) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäÿ ýòî ðåøåíèå, ìû íàéäåì âûðàæåíèå

êîîðäèíàò òî÷êè M â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû â

ñòàðîé ñèñòåìå. Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû â

îáùåì âèäå, òàê êàê îíè âûãëÿäÿò äîâîëüíî ãðîìîçäêî.
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Ôîðìóëû ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

�àññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé �îðìóë (6). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, à

íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîé ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè

âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ñòàðîé ñèñòåìû íà íåêîòîðûé óãîë α (ñì. ðèñ. 2).

s

O
~b
1

~b
2

~c
1

~c
2

α

α

�èñ. 2. Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò

Â ÷àñòíîñòè, íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì

ñòàðîé ñèñòåìû, è ïîòîìó p
1

= p
2

= 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âåêòîð
~c
1

èìååò â áàçèñå ( ~b
1

, ~b
2

) êîîðäèíàòû (cosα, sinα), à âåêòîð ~c
2

�

êîîðäèíàòû

(

cos(π
2

+ α), sin(π
2

+ α)
)

= (− sinα, cosα).
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Ìàòðèöà ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèíèìàþò âèä

{

x
1

= x ′

1

cosα− x ′

2

sinα,
x
2

= x ′

1

sinα+ x ′

2

cosα.
(8)

Ýòè �îðìóëû íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà

óãîë α.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó èìååò â

äàííîì ñëó÷àå âèä

T =

(

cosα − sinα
sinα cosα

)

.

Îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α.
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