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Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

12.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ
~a, ~b è

~c íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå

ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ
~a è

~b íà

âåêòîð
~c. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a, ~b, ~c îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

~a~b~c

èëè ( ~a, ~b, ~c ). Òàêèì îáðàçîì,
~a~b~c = ( ~a× ~b )~c.

Êàê è â ñëó÷àå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ðåçóëüòàòîì

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî. Ïîýòîìó ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå

âñåõ âåêòîðîâ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â � 3.
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Êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ

Ïåðâûì óòâåðæäåíèåì, ïîêàçûâàþùèì ïîëåçíîñòü ïîíÿòèÿ ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé �àêò.

Ïðåäëîæåíèå 12.1 (êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ)

Âåêòîðû
~a, ~b è

~c êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ñìåøàííîå

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû
~a, ~b è

~c

êîìïëàíàðíû. Åñëè
~a ‖ ~b, òî ~a× ~b = ~

0, è ïîòîìó
~a~b~c = ( ~a× ~b )~c = 0. Ïóñòü

òåïåðü
~a ∦ ~b. Îòëîæèì âåêòîðû

~a, ~b è
~c îò îäíîé òî÷êè. Òîãäà îíè áóäóò

ëåæàòü â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè. Âåêòîð
~a× ~b îðòîãîíàëåí ýòîé ïëîñêîñòè, à

çíà÷èò, è âåêòîðó
~c . Â ñèëó êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

~a~b~c = ( ~a× ~b )~c = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü
~a~b~c = 0. Åñëè

~a ‖ ~b, òî êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ

~a, ~b è
~c î÷åâèäíà. Ïóñòü òåïåðü

~a ∦ ~b. Îòëîæèì âåêòîðû
~a, ~b è

~c îò îäíîé

òî÷êè. Ïî óñëîâèþ ( ~a × ~b )~c = 0. Â ñèëó êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîð

~a × ~b îðòîãîíàëåí âåêòîðó
~c . Íî âåêòîð

~a × ~b îðòîãîíàëåí ïëîñêîñòè σ,

îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè
~a è

~b. Ïîñêîëüêó ~c îðòîãîíàëåí ýòîìó âåêòîðó, òî

îí ëåæèò â σ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû
~a, ~b è

~c êîìïëàíàðíû.
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò åùå îäíî âàæíîå äëÿ ïðèëîæåíèé

ñâîéñòâî ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 12.2 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

Îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðåõ íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðàõ,

ðàâåí ìîäóëþ èõ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî òðîéêà ( ~a, ~b, ~c ) � ïðàâàÿ.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå.

Îòëîæèì âåêòîðû
~a, ~b è

~c îò íåêîòîðîé òî÷êè O. Ïóñòü òî÷êà C òàêîâà,

÷òî

−→
OC = ~c, à D � ïðîåêöèÿ òî÷êè C íà ïëîñêîñòü âåêòîðîâ

~a è

~b,

êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç π. Óãîë ìåæäó âåêòîðîì
~c è ïëîñêîñòüþ π

îáîçíà÷èì ÷åðåç α, à óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
~a × ~b è

~c � ÷åðåç β.

Ïîñêîëüêó òðîéêà ( ~a, ~b, ~c ) � ïðàâàÿ, ò. å. èìååò òó æå îðèåíòàöèþ, ÷òî è

òðîéêà ( ~a, ~b, ~a × ~b ), âåêòîðû ~c è
~a × ~b íàïðàâëåíû â îäíó è òó æå ñòîðîíó

îò ïëîñêîñòè π. Ñëåäîâàòåëüíî, α+ β = π

2

, è ïîòîìó sinα = cos β.
Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

V = S
îñí

· h = | ~a × ~b | · |CD | = | ~a × ~b | · | ~c | · sinα =

= | ~a × ~b | · | ~c | · cosβ = ( ~a× ~b )~c = ~a~b~c .
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Ïîñêîëüêó îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì, ÷òî

~a~b~c = V > 0, è ïîòîìó V = ~a~b~c = | ~a~b~c |.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òðîéêà ( ~a, ~b, ~c ) � ëåâàÿ. Òîãäà òðîéêà ( ~b, ~a, ~c )
� ïðàâàÿ. Íî ýòè äâå òðîéêè îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ïàðàëëåëåïèïåä.

Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå îáúåì ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí

~b~a~c.

Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

~a~b~c = ( ~a × ~b )~c =
(

−( ~b × ~a )
)

~c = −
(

( ~b × ~a )~c
)

= −~b~a~c = −V .

Ñëåäîâàòåëüíî,
~a~b~c = −V < 0, è ïîòîìó V = −~a~b~c = | ~a~b~c |.

r r

r

O

C

D
πα

β
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~c

~a × ~b

�èñ. 1. Âû÷èñëåíèå îáúåìà ïàðàëëåëåïèïåäà
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Îðèåíòàöèÿ òðîéêè âåêòîðîâ è çíàê ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Èç äîêàçàòåëüñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò, êîòîðûé îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ïðàâàÿ òðîéêà

âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé, à ëåâàÿ �

îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé.

Çàìå÷àíèå 12.1

Òðîéêà âåêòîðîâ ( ~a, ~b, ~c ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áîëüøå íóëÿ, è ëåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíî ìåíüøå íóëÿ.
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Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ïåðå÷èñëèì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåêòîðîâ.

Ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Åñëè
~a, ~b, ~c è

~d � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:

1)
~a~b~c = ~b~c~a = ~c~a~b = −~a~c~b = −~c~b~a = −~b~a~c;

2) (t~a )~b~c = ~a(t~b )~c = ~a~b(t~c ) = t( ~a~b~c );

3) ( ~a + ~b )~c ~d = ~a~c ~d + ~b~c ~d (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó);

4)
~a( ~b + ~c )~d = ~a~b~d + ~a~c ~d (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó);

5)
~a~b( ~c + ~d ) = ~a~b~c + ~a~b~d (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó).
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1) è 2) ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè ( ~a, ~b, ~c ) è ( ~b, ~c, ~a ) èìåþò îäíó
è òó æå îðèåíòàöèþ è îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ïàðàëëåëåïèïåä. Â ñèëó

ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñìåøàííûå

ïðîèçâåäåíèÿ
~a~b~c è

~b~c~a ëèáî îáà ðàâíû îáúåìó ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,

âçÿòîìó ñî çíàêîì ïëþñ, ëèáî îáà ðàâíû îáúåìó ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,

âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ, è ïîòîìó
~a~b~c = ~b~c~a. �àâåíñòâî ~a~b~c = −~b~a~c

ïðîâåðåíî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èç ñâîéñòâà 1) äîêàçûâàþòñÿ

àíàëîãè÷íî îäíîìó èç ýòèõ äâóõ.

2) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

~a~b(t~c ) = ( ~a × ~b )(t~c ) = t
(

( ~a× ~b )~c
)

= t( ~a~b~c ).

Òàêèì îáðàçîì,
~a~b(t~c ) = t( ~a~b~c ). Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ñâîéñòâî 1)

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

(t~a )~b~c = ~b~c(t~a ) = t( ~b~c~a ) = t( ~a~b~c ).

Òàêèì îáðàçîì, (t~a )~b~c = t( ~a~b~c ). �àâåíñòâî ~a(t~b )~c = t( ~a~b~c ) ïðîâåðÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 3)�5) ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

5) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

~a~b( ~c + ~d ) = ( ~a × ~b )( ~c + ~d ) = ( ~a × ~b )~c + ( ~a × ~b )~d = ~a~b~c + ~a~b~d .

Ñâîéñòâî 5) äîêàçàíî.

3) è 4) Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1) è 5) ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

( ~a + ~b )~c ~d = ~c ~d( ~a + ~b ) = ~c ~d~a+ ~c ~d~b = ~a~c ~d + ~b~c ~d .

Ñâîéñòâî 3) äîêàçàíî. Ñâîéñòâî 4) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 2) âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Â � 11 áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî, íî íå áûëî äîêàçàíî, ñâîéñòâî 2) âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
~a è ~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû,

à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî (t~a )× ~b = ~a× (t~b ) = t( ~a× ~b ). Äîêàæåì ýòî

ñâîéñòâî. Ïóñòü
~x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 2)

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâî 3) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

(

(t~a )× ~b
)

~x = (t~a )~b~x = t( ~a~b~x ) = t
(

( ~a× ~b )~x
)

=
(

t( ~a× ~b )
)

~x .

Òàêèì îáðàçîì,

(

(t~a )× ~b
)

~x =
(

t( ~a × ~b )
)

~x äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà
~x . Â ñèëó

îñëàáëåííîãî çàêîíà ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì.

ïðåäëîæåíèå 10.2), èìååì (t~a )× ~b = t( ~a × ~b ). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ,

÷òî
~a× (t~b ) = t( ~a × ~b ).
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 3) âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Â � 11 áûëî òàêæå ñ�îðìóëèðîâàíî, íî íå äîêàçàíî, ñâîéñòâî 3)

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè
~a, ~b è

~c �

ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òî ( ~a + ~b )× ~c = ~a × ~c + ~b × ~c. Äîêàæåì ýòî

ñâîéñòâî. Ïóñòü
~x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3)

ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâî 2) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

(

( ~a + ~b )× ~c
)

~x = ( ~a + ~b )~c~x = ~a~c~x + ~b~c~x =

= ( ~a × ~c )~x + ( ~b × ~c )~x = ( ~a× ~c + ~b × ~c )~x .

Èòàê,

(

( ~a+ ~b )× ~c
)

~x = ( ~a× ~c + ~b× ~c )~x äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà
~x . Èñïîëüçóÿ

îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

( ~a + ~b )× ~c = ~a× ~c + ~b × ~c .
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Âû÷èñëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå)

12.2. Âû÷èñëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü âåêòîðû

~b
1

, ~b
2

, ~b
3

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, à (x
1

, x
2

, x
3

),
(y

1

, y
2

, y
3

) è (z
1

, z
2

, z
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x , ~y è

~z ñîîòâåòñòâåííî â

ýòîì áàçèñå. Èç êðèòåðèÿ êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî åñëè

äâà èç òðåõ âåêòîðîâ ðàâíû, òî ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ òðåõ

âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò è ñâîéñòâî 1) ñìåøàííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

~x~y~z = (x
1

~b
1

+ x
2

~b
2

+ x
3

~b
3

)(y
1

~b
1

+ y
2

~b
2

+ y
3

~b
3

)(z
1

~b
1

+ z
2

~b
2

+ z
3

~b
3

) =

= (x
1

y
2

z
3

) · ~b
1

~b
2

~b
3

+ (x
1

y
3

z
2

) · ~b
1

~b
3

~b
2

+ (x
2

y
1

z
3

) · ~b
2

~b
1

~b
3

+

+ (x
2

y
3

z
1

) · ~b
2

~b
3

~b
1

+ (x
3

y
1

z
2

) · ~b
3

~b
1

~b
2

+ (x
3

y
2

z
1

) · ~b
3

~b
2

~b
1

=

= (x
1

y
2

z
3

+ x
2

y
3

z
1

+ x
3

y
1

z
2

− x
1

y
3

z
2

− x
2

y
1

z
3

− x
3

y
2

z
1

) · ~b
1

~b
2

~b
3

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

~x~y~z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· ~b
1

~b
2

~b
3

. (1)
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Êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ íà ÿçûêå êîîðäèíàò

Â îòëè÷èå îò ñèòóàöèè ñî ñêàëÿðíûì è âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì,

ðàâåíñòâî (1) äàåò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ è ëåãêî çàïîìèíàåìóþ �îðìóëó,

ñâÿçûâàþùóþ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ñ èõ êîîðäèíàòàìè â

ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Íî è â ýòîì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì âû÷èñëèòü

ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, íå çíàÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ

âåêòîðîâ. Ñïðàâåäëèâî, îäíàêî, ñëåäóþùåå ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå.

Çàìå÷àíèå 12.2

Ïóñòü (x
1

, x
2

, x
3

), (y
1

, y
2

, y
3

) è (z
1

, z
2

, z
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x , ~y è

~z

ñîîòâåòñòâåííî â íåêîòîðîì (ïðîèçâîëüíîì) áàçèñå. Âåêòîðû
~x , ~y è

~z

êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) � áàçèñ, î êîòîðîì èäåò ðå÷ü â

�îðìóëèðîâêå çàìå÷àíèÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñà è êðèòåðèÿ

êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ âûòåêàåò, ÷òî

~b
1

~b
2

~b
3

6= 0. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó

(1), ïîëó÷àåì, ÷òî
~x~y~z = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî (2). Îñòàåòñÿ åùå ðàç ñîñëàòüñÿ íà êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè

âåêòîðîâ.
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Âû÷èñëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå)

Åñëè áàçèñ ( ~b
1

, ~b
2

, ~b
3

) ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì îðòîíîðìèðîâàííûì, òî

~b
1

× ~b
2

= ~b
3

(ñì. �îðìóëû (1) â � 11), è ïîòîìó

~b
1

~b
2

~b
3

= ( ~b
1

× ~b
2

)~b
3

= ~b
3

~b
3

= | ~b
3

|2 = 1.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå �îðìóëà (1) ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

~x~y~z =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (3)
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Ïðèëîæåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ïóñòü (x
1

, x
2

, x
3

), (y
1

, y
2

, y
3

) è (z
1

, z
2

, z
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x , ~y è

~z

ñîîòâåòñòâåííî â íåêîòîðîì ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå.

Èñïîëüçóÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî

1) âû÷èñëèòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~x , ~y è

~z : â ñèëó (3) è ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ

âåðíî ðàâåíñòâî

V = mod

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(4)

(â ýòîé �îðìóëå ñèìâîë mod èìååò òîò æå ñìûñë, ÷òî è â �îðìóëå

(6) èç � 11);

2) îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ òðîéêè âåêòîðîâ ( ~x , ~y , ~z ): èç (3) è çàìå÷àíèÿ

12.1 âûòåêàåò, ÷òî òðîéêà ( ~x , ~y , ~z )
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

> 0,

îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

z
1

z
2

z
3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

< 0.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 12. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ


