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Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îðèåíòàöèÿ òðîéêè âåêòîðîâ (1)

11.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ,

íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå îðèåíòàöèè òðîéêè âåêòîðîâ. Ýòî ïîíÿòèå

ïðèãîäèòñÿ íàì è â äàëüíåéøåì.

Îïðåäåëåíèå

Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ( ~u, ~v , ~w ) íàçûâàåòñÿ
ïðàâîé, åñëè èç êîíöà âåêòîðà

~w ïîâîðîò îò
~u ê

~v ïî íàèìåíüøåìó óãëó

âûãëÿäèò ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è ëåâîé � â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 1 íà ñëåäóþùåì ñëàéäå). Ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ

íàçûâàþò òàêæå ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé, à ëåâóþ � îòðèöàòåëüíî

îðèåíòèðîâàííîé.

Òåðìèíû ¾ïðàâàÿ¿ è ¾ëåâàÿ¿ òðîéêè âåêòîðîâ èìåþò

¾àíòðîïîãåííîå¿ ïðîèñõîæäåíèå: åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà áîëüøîãî

ïàëüöà íà ïîâîðîò îò óêàçàòåëüíîãî ïàëüöà ê ñðåäíåìó, òî íà ïðàâîé

ðóêå îí áóäåò ïðîèñõîäèòü ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à íà ëåâîé � ïî

íåé (ýòî íàçûâàþò ïðàâèëîì ïðàâîé ðóêè).

Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ïðàâàÿ òðîéêà íàçûâàåòñÿ òàêæå ïîëîæèòåëüíî

îðèåíòèðîâàííîé, à ëåâàÿ � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé, ñòàíåò ÿñíîé

â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.
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Îðèåíòàöèÿ òðîéêè âåêòîðîâ (2)

Íà ðèñ. 1 òðîéêà âåêòîðîâ ( ~u, ~v , ~w ) ñëåâà ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé, à ñïðàâà �
ëåâîé (èìååòñÿ â âèäó, ÷òî âåêòîðû

~u è
~v ðàñïîëîæåíû â ãîðèçîíòàëüíîé

ïëîñêîñòè, à âåêòîð
~w íàïðàâëåí ââåðõ).

s s

~u

~u~v

~v

~w ~w

�èñ. 1. Ïðàâàÿ (ñëåâà) è ëåâàÿ (ñïðàâà)

òðîéêè âåêòîðîâ

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñîñåäíèõ âåêòîðîâ â òðîéêå ìåíÿåò åå îðèåíòàöèþ

íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, à öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà íå ìåíÿåò

1

.

1

Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî ïåðåõîä îò òðîéêè ( ~u, ~v , ~w ) ê òðîéêå (~v , ~w, ~u ) èëè
ê òðîéêå ( ~w, ~u, ~v ).
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Îïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå

Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ
~a è ~b íàçûâàåòñÿ

âåêòîð
~c òàêîé, ÷òî:

1) | ~c | = | ~a | · | ~b | · sin( ~̂a, ~b ),

2) âåêòîð
~c îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì

~a è ~b,

3) òðîéêà âåêòîðîâ ( ~a, ~b, ~c ) � ïðàâàÿ.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî

íóëåâîìó âåêòîðó. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
~a è

~b îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç
~a × ~b èëè [ ~a, ~b ].

Çàìåòèì, ÷òî ï. 2) èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåò

ïðÿìóþ, âäîëü êîòîðîé íàïðàâëåí âåêòîð
~a × ~b (ýòî ïðÿìàÿ,

ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ê ïëîñêîñòè âåêòîðîâ
~a è ~b), íî íå óêàçûâàåò, â êàêóþ

ñòîðîíó âäîëü ýòîé ïðÿìîé íàïðàâëåí ýòîò âåêòîð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

îäíîçíà÷íî óêàçàòü íàïðàâëåíèå âåêòîðà
~a× ~b, è íóæåí ï. 3) îïðåäåëåíèÿ.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 11. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Ïðèìåð: âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

ïðàâîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà

Ïóñòü ( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ò. å.

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ÿâëÿþùèéñÿ ïðàâîé òðîéêîé âåêòîðîâ (ñì.

ðèñ. 2). Òîãäà

~e
1

× ~e
2

= ~e
3

, ~e
1

× ~e
3

= −~e
2

è
~e
2

× ~e
3

= ~e
1

. (1)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

| ~e
3

| = 1 = 1 · 1 · sin
π

2

= | ~e
1

| · | ~e
2

| · sin( ~̂e
1

, ~e
2

) = |~e
1

× ~e
2

|,

~e
3

⊥ ~e
1

,
~e
3

⊥ ~e
2

è òðîéêà ( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâàÿ. Äâà äðóãèõ ðàâåíñòâà

ïðîâåðÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

s

~e
1

~e
2

~e
3

�èñ. 2. Ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ
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2-é êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ

Â � 9 áûë ïðèâåäåí êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Ñ ïîìîùüþ

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî óêàçàòü åùå îäíî óòâåðæäåíèå òàêîãî

ðîäà.

Ïðåäëîæåíèå 11.1 (2-é êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ)

Âåêòîðû
~a è

~b êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a × ~b = ~

0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè
~a ‖ ~b, òî ~a × ~b = ~

0 ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ. Îáðàòíî, åñëè
~a × ~b = ~

0, òî | ~a× ~b | = 0, ò. å. ëèáî | ~a | = 0,

ëèáî | ~b | = 0, ëèáî sin( ~̂a, ~b ) = 0. ßñíî, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ

~a ‖ ~b.
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�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò ñâîéñòâî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

âàæíîå â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ (êàê â ìàòåìàòèêå, òàê è çà åå

ïðåäåëàìè, íàïðèìåð, â �èçèêå).

Ïðåäëîæåíèå 11.2 (ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ)

Åñëè âåêòîðû
~a è

~b íåêîëëèíåàðíû, òî äëèíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ

âåêòîðàõ êàê íà ñòîðîíàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñòðîåííûé íà

íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðàõ
~a è

~b êàê íà ñòîðîíàõ (ïðè ýòîì
~a =

−→
AB, à

~b =
−→
AD), S � ïëîùàäü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, h � äëèíà åãî âûñîòû,

îïóùåííîé èç òî÷êè D , à α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
~a è

~b (ñì. ðèñ. 3).

Òîãäà S = | ~a | · h = | ~a | · | ~b | · sinα = | ~a× ~b |.

s s

ss

A B

CD

h

α

~a

~b

�èñ. 3. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà
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Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

Óêàæåì òåïåðü àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Åñëè
~a, ~b è

~c � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:

1)
~a × ~b = −~b × ~a (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå àíòèêîììóòàòèâíî);

2) (t~a )× ~b = ~a × (t~b ) = t( ~a× ~b );

3) ( ~a + ~b )× ~c = ~a × ~c + ~b × ~c (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó);

4)
~a × ( ~b + ~c ) = ~a × ~b + ~a× ~c (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó).
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Ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Åñëè
~a ‖ ~b, òî, â ñèëó âòîðîãî êðèòåðèÿ

êîëëèíåàðíîñòè,
~a × ~b = ~

0 è

~b × ~a = ~
0. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò,

÷òî −~b × ~a = ~
0, îòêóäà

~a × ~b = −~b × ~a. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî
~a ∦ ~b.

Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî äëèíû âåêòîðîâ, óêàçàííûõ â ëåâîé è ïðàâîé

÷àñòÿõ äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Â ñàìîì äåëå,

sin(~̂a, ~b ) = sin(~̂b, ~a ), è ïîòîìó

|~a × ~b | = |~a | · |~b | · sin(~̂a, ~b ) = |~b | · |~a | · sin(~̂b, ~a ) = |~b × ~a | = | − ~b × ~a |.

Êàê ëåâàÿ, òàê è ïðàâàÿ ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà îðòîãîíàëüíû

âåêòîðàì
~a è ~b. Ïîñêîëüêó òðîéêà âåêòîðîâ (~a, ~b, ~a× ~b ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé

(ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ), äëÿ çàâåðøåíèÿ

äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâîñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òðîéêà

(~a, ~b,−~b × ~a ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ òðîéêà (~b, ~a, ~b × ~a ) � ïðàâàÿ. Åñëè ó ïîñëåäíåãî

âåêòîðà ñìåíèòü çíàê, ìû ïîëó÷èì ëåâóþ òðîéêó (~b, ~a,−~b × ~a ). Ïîñêîëüêó
ïåðåñòàíîâêà ñîñåäíèõ âåêòîðîâ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî òðîéêà (~a, ~b,−~b × ~a ) � ïðàâàÿ.

Ñâîéñòâà 2) è 3) áóäóò äîêàçàíû â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å. Ñâîéñòâî 4)

ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1) è 3). Â ñàìîì äåëå,

~a×(~b+~c ) = −(~b+~c )×~a = −(~b×~a+~c×~a ) = −~b×~a−~c×~a = ~a×~b+~a×~c.
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Êîëüöî âåêòîðîâ

Çàìå÷àíèå 11.1

Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è âåêòîðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ýòî êîëüöî íå ÿâëÿåòñÿ íè

àññîöèàòèâíûì, íè êîììóòàòèâíûì è íå ñîäåðæèò åäèíèöû. Âñå åãî

íåíóëåâûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ÷åðåç V . Ïåðâîå

óòâåðæäåíèå çàìå÷àíèÿ 11.1 âûòåêàåò èç çàìå÷àíèÿ 9.2 è ñâîéñòâ 3) è 4)

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, à íåêîììóòàòèâíîñòü êîëüöà V � èç ñâîéñòâà

1) âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæåì åãî íåàññîöèàòèâíîñòü. Ïóñòü

( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1),

èìååì

(~e
1

× ~e
1

)× ~e
2

= ~
0 × ~e

2

= ~
0, íî ~e

1

× ( ~e
1

× ~e
2

) = ~e
1

× ~e
3

= −~e
2

.

Òàêèì îáðàçîì, (~e
1

× ~e
1

)× ~e
2

6= ~e
1

× ( ~e
1

× ~e
2

). Äîêàæåì îòñóòñòâèå

åäèíèöû â êîëüöå V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~e � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ýòîãî

êîëüöà ïî óìíîæåíèþ, ò. å. ÷òî
~x × ~e = ~x äëÿ ëþáîãî âåêòîðà

~x . Òîãäà

~x ⊥ ~x , îòêóäà ~x 2 = 0, è çíà÷èò,
~x = ~

0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
~x �

ëþáîé âåêòîð. Íàêîíåö, âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîëüöà V ÿâëÿþòñÿ

äåëèòåëÿìè íóëÿ, ïîñêîëüêó, â ñèëó 2-ãî êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè

âåêòîðîâ,
~x × ~x = ~

0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
~x .
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Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå)

11.2. Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü ( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, à (x
1

, x
2

, x
3

) è
(y

1

, y
2

, y
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x è

~y â ýòîì áàçèñå ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâà 2)�4) âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

~x × ~y = (x
1

~e
1

+ x
2

~e
2

+ x
3

~e
3

)× (y
1

~e
1

+ y
2

~e
2

+ y
3

~e
3

) =

= (x
1

y
1

) · ~e
1

× ~e
1

+ (x
1

y
2

) · ~e
1

× ~e
2

+ (x
1

y
3

) · ~e
1

× ~e
3

+

+ (x
2

y
1

) · ~e
2

× ~e
1

+ (x
2

y
2

) · ~e
2

× ~e
2

+ (x
2

y
3

) · ~e
2

× ~e
3

+

+ (x
3

y
1

) · ~e
3

× ~e
1

+ (x
3

y
2

) · ~e
3

× ~e
2

+ (x
3

y
3

) · ~e
3

× ~e
3

.

Èñïîëüçóÿ 2-é êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ è àíòèêîììóòàòèâíîñòü

âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî â âèäå

~x×~y = (x
1

y
2

−x
2

y
1

)·~e
1

×~e
2

+(x
1

y
3

−x
3

y
1

)·~e
1

×~e
3

+(x
2

y
3

−x
3

y
2

)·~e
2

×~e
3

. (2)

Êàê è â ñëó÷àå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ, ýòà �îðìóëà íå

ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå áåç äîïîëíèòåëüíîé

èí�îðìàöèè î âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
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Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (1), ïîëó÷àåì, ÷òî �îðìóëà (2) ïðèîáðåòàåò âèä

~x × ~y = (x
2

y
3

− x
3

y
2

)~e
1

− (x
1

y
3

− x
3

y
1

)~e
2

+ (x
1

y
2

− x
2

y
1

)~e
3

. (3)

Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ðåçóëüòàò

ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå ñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣∣∣

~e
1

~e
2

~e
3

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

∣∣∣∣∣∣
.

Ñ ó÷åòîì ýòîé äîãîâîðåííîñòè, îêîí÷àòåëüíî èìååì

~x × ~y =

∣∣∣∣∣∣

~e
1

~e
2

~e
3

x
1

x
2

x
3

y
1

y
2

y
3

∣∣∣∣∣∣
. (4)
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Ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1)

Ïóñòü (x
1

, x
2

, x
3

) è (y
1

, y
2

, y
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x è

~y ñîîòâåòñòâåííî

â íåêîòîðîì ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå

ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî

1) âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ
~x è

~y : èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è �îðìóëû

(3) âûòåêàåò, ÷òî

S =
√

(x
2

y
3

− x
3

y
2

)2 + (x
1

y
3

− x
3

y
1

)2 + (x
1

y
2

− x
2

y
1

)2; (5)

2) âû÷èñëèòü ñèíóñ óãëà ìåæäó íåêîëëèíåàðíûìè âåêòîðàìè
~x è

~y : èç

îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è �îðìóëû (3) âûòåêàåò, ÷òî

sin( ~̂x , ~y ) =

√
(x

2

y
3

− x
3

y
2

)2 + (x
1

y
3

− x
3

y
1

)2 + (x
1

y
2

− x
2

y
1

)2√
x2
1

+ x2
2

+ x2
3

·
√

y2
1

+ y2
2

+ y2
3

.

Íàðÿäó ñ �îðìóëîé (5), ìîæíî óêàçàòü åùå îäíó �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì òîëüêî

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ, íà êîòîðûõ ïîñòðîåí ïàðàëëåëîãðàìì, â áàçèñå òîé

ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ýòè âåêòîðû ëåæàò. À èìåííî, ïóñòü ïàðàëëåëîãðàìì

ïîñòðîåí íà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðàõ
~x è

~y , à ( ~e
1

, ~e
2

) �
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïëîñêîñòè π, â êîòîðîé ëåæàò

~x è
~y . Îáîçíà÷èì

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~x è

~y â áàçèñå ( ~e
1

, ~e
2

) ÷åðåç (x
1

, x
2

) è (y
1

, y
2

)
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (2)

Ïóñòü
~e
3

� âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè π è

íàïðàâëåííûé òàê, ÷òî ( ~e
1

, ~e
2

, ~e
3

) � ïðàâàÿ òðîéêà âåêòîðîâ. ßñíî, ÷òî ýòà

òðîéêà îáðàçóåò ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, â

êîòîðîì âåêòîðû
~x è

~y èìåþò êîîðäèíàòû (x
1

, x
2

, 0) è (y
1

, y
2

, 0)
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó (4) èìååì

~x × ~y =

∣∣∣∣∣∣

~e
1

~e
2

~e
3

x
1

x
2

0

y
1

y
2

0

∣∣∣∣∣∣
=

(
0, 0,

∣∣∣∣
x
1

x
2

y
1

y
2

∣∣∣∣
)
.

Ó÷èòûâàÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì

S = mod

∣∣∣∣
x
1

x
2

y
1

y
2

∣∣∣∣ (6)

(ñèìâîëîì mod ìû îáîçíà÷èëè ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ, ïîñêîëüêó

ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå ìîäóëÿ ÷èñëà áûëî áû çäåñü íåóäîáî÷èòàåìûì).

Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëó (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå S = |x
1

y
2

− x
2

y
1

|.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé

÷àñòüþ ðàâåíñòâà (5) ïðè x
3

= y
3

= 0.
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