
� 10. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

Á.Ì.Âåðíèêîâ

Óðàëüñêèé �åäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò,

Èíñòèòóò åñòåñòâåííûõ íàóê è ìàòåìàòèêè,

êà�åäðà àëãåáðû è �óíäàìåíòàëüíîé èí�îðìàòèêè
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Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ

10.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðà�à, êàê è ïðåäûäóùåãî, ïî áî́ëüøåé ÷àñòè

èçâåñòåí èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè, íî åñòü è íåêîòîðàÿ íîâàÿ

èí�îðìàöèÿ.

Îïðåäåëåíèå

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå

ïðîèçâåäåíèþ äëèí ýòèõ âåêòîðîâ íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè. Ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå íóëåâîãî âåêòîðà íà ëþáîé âåêòîð ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî 0.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
~a è

~b îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
~a~b èëè ( ~a, ~b ).

Â ñèëó ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, åñëè âåêòîðû
~a è

~b � íåíóëåâûå, òî

cos( ~̂a, ~b ) =
~a~b

| ~a | · | ~b |
. (1)

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé íà

ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðîâ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî â � 3, òàê êàê

åãî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ íå âåêòîð, à ÷èñëî. Òåì íå ìåíåå, ìû áóäåì

íàçûâàòü åãî îïåðàöèåé íàä âåêòîðàìè (áåç ïðèëàãàòåëüíîãî

¾àëãåáðàè÷åñêàÿ¿).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà

Îïðåäåëåíèå

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà
~a íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì

êâàäðàòîì âåêòîðà
~a è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

~a 2

.

Ïîñêîëüêó ( ~̂a, ~a ) = 0, à cos 0 = 1, èìååì

~a
2 = | ~a |2. (2)

Èíûìè ñëîâàìè,

ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà ðàâåí êâàäðàòó åãî äëèíû.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî | ~a | =
√
~a 2

.
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Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ

Îïðåäåëåíèå

Íåíóëåâûå âåêòîðû
~a è

~b íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Íóëåâîé âåêòîð ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ

îðòîãîíàëüíûì ëþáîìó âåêòîðó. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ
~a è

~b

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
~a ⊥ ~b.

Ïðåäëîæåíèå 10.1 (êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ)

Âåêòîðû
~a è

~b îðòîãîíàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a~b = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç âåêòîðîâ
~a è

~b

íóëåâîé, òî
~a~b = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè æå

~a, ~b 6= ~
0, òî èç îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ

~a è

~b âûòåêàåò, ÷òî ( ~̂a, ~b ) = 90

◦

,

è ïîòîìó cos( ~̂a, ~b ) = 0. Íî òîãäà âíîâü
~a~b = 0 ïî îïðåäåëåíèþ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè
~a~b = 0, òî ëèáî | ~a | = 0 (ò. å.

~a = ~
0), ëèáî | ~b | = 0

(ò. å.

~b = ~
0), ëèáî cos( ~̂a, ~b ) = 0. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ

~a ⊥ ~b.
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è îñòðûå è òóïûå óãëû ìåæäó âåêòîðàìè

Êðèòåðèé îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòü

ñëåäóþùåãî áîëåå îáùåãî íàáëþäåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 10.1

Óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè
~a è

~b ÿâëÿåòñÿ:

à) îñòðûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a~b > 0;

á) ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a~b = 0;

â) òóïûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a~b < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò á) � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê êðèòåðèé

îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ. ×òîáû äîêàçàòü ïï. à) è â), çàìåòèì, ÷òî, â

ñèëó �îðìóëû (1), çíàê êîñèíóñà óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè

ñîâïàäàåò ñî çíàêîì èõ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî

êîñèíóñ îñòðîãî óãëà ïîëîæèòåëåí, à êîñèíóñ òóïîãî óãëà îòðèöàòåëåí.
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Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Åñëè
~a, ~b è

~c � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:

1)
~a~b = ~b~a (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòèâíî);

2) ( ~a + ~b )~c = ~a~c + ~b~c (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî

îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);

3) (t~a )~b = t( ~a~b );

4)
~a~a > 0, ïðè÷åì

~a~a = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
~a = ~

0.

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâ ýòèõ ñâîéñòâ, ïîñêîëüêó îíè èçâåñòíû èç

øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ñâîéñòâî 4) ñëåäóåò èç

ðàâåíñòâà (2).

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ



Îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ

Åñëè x , y è z � ýëåìåíòû ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ òàêèå, ÷òî xz = yz è z 6= 0,

òî x = y (äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáå

÷àñòè ðàâåíñòâà xz = yz ñïðàâà íà z−1

). Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ çàêîíîì

ñîêðàùåíèÿ. Íà ìíîæåñòâå âñåõ âåêòîðîâ çàêîí ñîêðàùåíèÿ ìåñòà íå

èìååò: ñóùåñòâóþò âåêòîðû
~a, ~b è

~c òàêèå, ÷òî
~a~c = ~b~c è

~c 6= ~
0, íî

~a 6= ~b.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
~a è

~b � äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà, à
~c � âåêòîð,

ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò âåêòîðà
~a è

~b. Â ñèëó

êðèòåðèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ
~a~c = ~b~c = 0. Íî

~a 6= ~b. Òåì íå ìåíåå,

èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 10.2 (îñëàáëåííûé çàêîí ñîêðàùåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ)

Åñëè âåêòîðû
~a è

~b òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà
~x âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî
~a~x = ~b~x , òî ~a = ~b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
~a~x = ~b~x äëÿ ëþáîãî

~x . Òîãäà ( ~a − ~b )~x = 0.

Ïîñêîëüêó âåêòîð
~x ìîæåò áûòü ëþáûì, âîçüìåì â êà÷åñòâå

~x âåêòîð

~a − ~b. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ( ~a − ~b )( ~a− ~b ) = 0. Ïî ñâîéñòâó 4) ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
~a − ~b = ~

0, ò. å.
~a = ~b.
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Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå)

10.2. Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü âåêòîðû
~a è

~b èìåþò â áàçèñå ( ~c
1

, ~c
2

, ~c
3

) êîîðäèíàòû (t
1

, t
2

, t
3

) è
(s

1

, s
2

, s
3

) ñîîòâåòñòâåííî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

~a~b = (t
1

~c
1

+ t
2

~c
2

+ t
3

~c
3

)(s
1

~c
1

+ s
2

~c
2

+ s
3

~c
3

) =

= (t
1

s
1

)~c
1

~c
1

+ (t
1

s
2

)~c
1

~c
2

+ (t
1

s
3

)~c
1

~c
3

+

+ (t
2

s
1

)~c
2

~c
1

+ (t
2

s
2

)~c
2

~c
2

+ (t
2

s
3

)~c
2

~c
3

+

+ (t
3

s
1

)~c
3

~c
1

+ (t
3

s
2

)~c
3

~c
2

+ (t
3

s
3

)~c
3

~c
3

.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü

êîììóòàòèâíîñòüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íî îíî âñå ðàâíî îñòàíåòñÿ

ãðîìîçäêèì è, ãëàâíîå, âñå ðàâíî íå ïîçâîëèò âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ
~a è

~b áåç äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ.
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Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ

(â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå)

Îïðåäåëåíèå

Áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè åãî âåêòîðû ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíû. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì,

åñëè äëèíû âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíû åäèíèöå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ( ~c
1

, ~c
2

, ~c
3

) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà

~c
1

~c
2

= ~c
2

~c
1

= ~c
1

~c
3

= ~c
3

~c
1

= ~c
2

~c
3

= ~c
3

~c
2

= 0 è
~c
1

~c
1

= ~c
2

~c
2

= ~c
3

~c
3

= 1.

Ïîýòîìó �îðìóëà èç ïðåäûäóùåãî ñëàéäà ïðèíèìàåò âèä

~a~b = t
1

s
1

+ t
2

s
2

+ t
3

s
3

. (3)

Èíûìè ñëîâàìè,

â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

âåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé èõ îäíîèìåííûõ êîîðäèíàò.

Â ÷àñòíîñòè,

~a
2 = | ~a |2 = t

2

1

+ t
2

2

+ t
2

3

. (4)
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Ïðèëîæåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ïóñòü (t
1

, t
2

, t
3

) è (s
1

, s
2

, s
3

) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
~a è

~b ñîîòâåòñòâåííî

â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïîëüçóÿñü ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì, ìîæíî

1) âû÷èñëèòü äëèíó âåêòîðà: â ñèëó �îðìóëû (4)

| ~a | =
√

t2
1

+ t2
2

+ t2
3

; (5)

2) âû÷èñëèòü êîñèíóñ óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè: â ñèëó �îðìóë

(1), (3) è (5)

cos( ~̂a, ~b ) =
t
1

s
1

+ t
2

s
2

+ t
3

s
3√

t2
1

+ t2
2

+ t2
3

·
√

s2
1

+ s2
2

+ s2
3

;

3) îïðåäåëèòü, áóäåò ëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
~a è

~b îñòðûì, ïðÿìûì

èëè òóïûì: â ñèëó çàìå÷àíèÿ 10.1 è �îðìóëû (3) ýòîò óãîë ÿâëÿåòñÿ

îñòðûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

+ t
3

s
3

> 0;

ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

+ t
3

s
3

= 0;

òóïûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

+ t
3

s
3

< 0.
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Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â êîîðäèíàòàõ (íà ïëîñêîñòè)

Âñå ñêàçàííîå íà äâóõ ïðåäûäóùèõ ñëàéäàõ ïðèìåíèìî (ñ î÷åâèäíûìè

ìîäè�èêàöèÿìè) è ê âåêòîðàì íà ïëîñêîñòè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âåêòîðû

íà ïëîñêîñòè
~a è

~b èìåþò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ýòîé ïëîñêîñòè

êîîðäèíàòû (t
1

, t
2

) è (s
1

, s
2

) ñîîòâåòñòâåííî, òî

~a~b = t
1

s
1

+ t
2

s
2

;

| ~a | =
√

t2
1

+ t2
2

;

cos( ~̂a, ~b ) = t
1

s
1

+t
2

s
2√

t
2

1

+t
2

2

·

√
s
2

1

+s
2

2

;

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè
~a è

~b ÿâëÿåòñÿ

� îñòðûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

> 0;

� ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

= 0;

� òóïûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t
1

s
1

+ t
2

s
2

< 0.

Á.Ì.Âåðíèêîâ � 10. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ


