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ÏðåäèñëîâèåÄàííîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ïåðâîãî êóðñà, îáó-÷àþùèõñÿ ñïåöèàëüíîñòÿì ýêîíîìè÷åñêîãî ïðî�èëÿ. Îíî ñîîòâåòñòâóåòó÷åáíûì ïëàíàì ýòèõ ñïåöèàëüíîñòåé, êîòîðûå ïðåäóñìàòðèâàþò îáú-åäèíåííûé êóðñ (ëèíåéíîé) àëãåáðû è (àíàëèòè÷åñêîé) ãåîìåòðèè. Â ïî-ñîáèè èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå èäåè, ìåòîäû è ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé àëãåá-ðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ïðèâîäÿòñÿ íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ î êîì-ïëåêñíûõ ÷èñëàõ è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîéàëãåáðû ê çàäà÷àì ýêîíîìè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ïîñîáèå îáúåäèíÿåò â ñå-áå ÷åðòû ó÷åáíèêà, çàäà÷íèêà è �ðåøåáíèêà�. Íàðÿäó ñ òåîðåòè÷åñêèììàòåðèàëîì ïðèâîäèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî àëãîðèòìîâ è ïðèìåðîâ ðåøå-íèÿ òèïîâûõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, â êàæäîé ãëàâå èìååòñÿ íàáîð çàäà÷äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ â àóäèòîðèè, à òàêæå ÷åòûðåâàðèàíòà ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.Ïîñîáèå ñîäåðæèò 12 ãëàâ è ïðèëîæåíèå. Â ïåðâûõ äâóõ ãëàâàõ ðàñ-ñìàòðèâàþòñÿ îñíîâû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè (â ãëàâå 1 � âåêòîðíàÿàëãåáðà, â ãëàâå 2 � ïðÿìûå è ïëîñêîñòè). �ëàâà 3 ïîñâÿùåíà íà÷àëàìòåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à ãëàâà 4 � ïåðâîíà÷àëüíûì ñâåäå-íèÿì î êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ. Â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ãëàâàõ èçëàãàþòñÿîñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû: â ãëàâå 5 èçó÷àþòñÿ âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà,â ãëàâå 6 � ìàòðèöû è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â ãëàâå 7 � ëè-íåéíûå îïåðàòîðû, â ãëàâå 8 � åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà. Â ñëåäóþùèõäâóõ ãëàâàõ ìû âîçâðàùàåìñÿ ê àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è èçó÷àåìêâàäðèêè íà ïëîñêîñòè (ãëàâà 9) è â ïðîñòðàíñòâå (ãëàâà 10). Â ãëàâå11 ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûå �îðìû, à â ãëàâå 12 � íåîòðèöà-òåëüíûå ìàòðèöû è èõ ïðèëîæåíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Â íà÷àëå êàæäîé ãëàâû åå ñîäåðæàíèå õàðàê-òåðèçóåòñÿ áîëåå ïîäðîáíî. Â ïðèëîæåíèè êðàòêî îïèñûâàåòñÿ ìåòîäìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ðÿ-äà óòâåðæäåíèé â îñíîâíîé ÷àñòè ïîñîáèÿ. Ïîñîáèå çàâåðøàþò ñïèñîêëèòåðàòóðû, ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü è ñïèñîê îáîçíà÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî÷èñëî ó÷åáíèêîâ è ñáîðíèêîâ çàäà÷ ïî êóðñàì ëèíåéíîé àëãåáðû è àíà-



Ïðåäèñëîâèå 11ëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè âåñüìà âåëèêî è íàø ñïèñîê ëèòåðàòóðû çàâåäîìîíå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó.�ëàâû äåëÿòñÿ íà ïàðàãðà�û, êîòîðûå èìåþò ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ.Â êàæäîé èç ãëàâ âñå ïàðàãðà�û, êðîìå ïîñëåäíåãî, ñîäåðæàò èçëîæåíèåòåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ñîïðîâîæäàåìîå ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõçàäà÷. Ïîñëåäíèé ïàðàãðà� êàæäîé ãëàâû öåëèêîì ïîñâÿùåí çàäà÷àì.Îí ñîäåðæèò ïåðå÷åíü îñíîâíûõ òèïîâ çàäà÷ ïî òåìå ãëàâû ñ ïðèìåðàìèðåøåíèÿ çàäà÷ âñåõ òèïîâ (çà èñêëþ÷åíèåì òåõ, äëÿ êîòîðûõ òàêèå ïðè-ìåðû áûëè ïðèâåäåíû ðàíåå), íàáîð çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøå-íèÿ, îòâåòû ê íèì è ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó ïî òåìå ãëàâû. �àçóìååòñÿ,ïðèâîäèìàÿ â ýòîì ïàðàãðà�å êëàññè�èêàöèÿ çàäà÷ äîñòàòî÷íî óñëîâ-íà. Åå îñíîâíàÿ öåëü � óêàçàòü ñòóäåíòó, çàäà÷è êàêîãî ðîäà îí äîëæåíóìåòü ðåøàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü. Â ñïèñêå çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãîðåøåíèÿ íàèáîëåå ñëîæíûå èëè íåñòàíäàðòíî ðåøàåìûå çàäà÷è îòìå÷å-íû çâåçäî÷êîé.Ñòðóêòóðà ïîñîáèÿ è óðîâåíü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà îñíîâàíû íàîïûòå ÷òåíèÿ àâòîðàìè â òå÷åíèå ðÿäà ëåò â Óðàëüñêîì ãîñóíèâåðñèòåòåêóðñà ëåêöèé �Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ� äëÿ ñòóäåíòîâ äíåâíîé è äèñòàíòíîé�îðì îáó÷åíèÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè �Èí�îðìàöèîííûå ñèñòåìû â ýêîíî-ìèêå� (íåäàâíî îíà áûëà ïåðåèìåíîâàíà è òåïåðü íàçûâàåòñÿ �Ïðèêëàä-íàÿ èí�îðìàòèêà â ýêîíîìèêå�). Çà ïðåäåëàìè ïîñîáèÿ îñòàëñÿ ðÿä òåì,îáû÷íî âêëþ÷àåìûõ â êóðñ ëèíåéíîé àëãåáðû (êîðíåâûå ïîäïðîñòðàí-ñòâà, íîðìàëüíàÿ æîðäàíîâà �îðìà ìàòðèöû, óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâàè íåêîòîðûå äðóãèå). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì êîëè-÷åñòâîì ÷àñîâ, âûäåëÿåìûõ íà êóðñ �Àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ� ó÷åáíûìèïëàíàìè ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé, ñ îäíîé ñòîðîíû, è íåîáõîäè-ìîñòüþ îòðàçèòü â êóðñå ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû� ñ äðóãîé. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì ðÿä óòâåðæäåíèé â ïîñîáèè äîêàçàíûëèøü â ñëó÷àå ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé èëè ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà.Íóìåðàöèÿ óòâåðæäåíèé âñåõ òèïîâ è �îðìóë íà÷èíàåòñÿ çàíîâî âêàæäîì ïàðàãðà�å, à íóìåðàöèÿ ðèñóíêîâ � â êàæäîé ãëàâå. Ñèìâîëîìîáîçíà÷àåòñÿ êîíåö äîêàçàòåëüñòâà èëè åãî îòñóòñòâèå.Êîìïüþòåðíûé ìàêåò ïîñîáèÿ ïîäãîòîâëåí àâòîðàìè ñ èñïîëüçîâà-íèåì ñèñòåìû íàáîðà è âåðñòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ òåêñòîâ LATEX.Àâòîðû áëàãîäàðÿò È.Î.Êîðÿêîâà è À.ß.Îâñÿííèêîâà, óêàçàâøèõíà ðÿä îïå÷àòîê è íåòî÷íîñòåé â ïåðâîíà÷àëüíîì òåêñòå ðóêîïèñè. Áîëü-øóþ ïîìîùü â ïîäáîðå çàäà÷ îêàçàë íàì È.Þ.Æèëüöîâ, íåäàâíî òðà-ãè÷åñêè ïîãèáøèé â ðåçóëüòàòå íåñ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.



�ëàâà 1Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÂ íà÷àëå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãîïîðÿäêà. Äàëåå èçó÷àþòñÿ ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, ñêàëÿð-íîå, âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Ïîñëå ýòîãî ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàí-ñòâå, ââîäÿòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè è ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâÿçàí-íûå ñ ýòèì çàäà÷è.� 1. Îïðåäåëèòåëèâòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêàÝòîò ïàðàãðà� èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü è ïîñâÿùåí îïðåäåëå-íèþ è íåêîòîðîìó îáñóæäåíèþ ïîíÿòèé, óêàçàííûõ â çàãëàâèè.1. Ïîíÿòèå ìàòðèöûÌû íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ ìàòðèöû. Ìàòðèöåé íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëü-íàÿ òàáëèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë. Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò m ñòðîêè n ñòîëáöîâ, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà èìååò ïîðÿäîê (èëè ðàçìåð)
m× n. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ìàòðèöû ïîðÿäêà 2× 3:

A =

(
2 −5

√
2

0 0,5 π

)
.Îòìåòèì, ÷òî â çàïèñè ìàòðèöû ìû íå ïðîâîäèì ëèíèè, îòäåëÿþùèåîäíó ñòðîêó îò äðóãîé è îäèí ñòîëáåö îò äðóãîãî. ×èñëà, èç êîòîðûõ ñî-ñòàâëåíà ìàòðèöà, íàçûâàþòñÿ åå ýëåìåíòàìè. Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðåýëåìåíòû ìàòðèöû A � ýòî ÷èñëà 2, −5, √2, 0, 0,5 è π.



� 1. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà 13Åñëè ÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû ðàâíî ÷èñëó åå ñòîëáöîâ, òî ìàòðèöà íà-çûâàåòñÿ êâàäðàòíîé. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî òåðìèíà �ìàòðèöà ïîðÿäêà
n×n�, êàê ïðàâèëî, óïîòðåáëÿåòñÿ òåðìèí êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
n. Ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîé ñòðîêè, íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé, à ìàòðè-öà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ñòîëáöà, � ñòîëáöîì. Ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ èç
n ñòîëáöîâ (ò. å. ìàòðèöó ïîðÿäêà 1× n), íàçûâàþò ñòðîêîé äëèíû n, àñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç n ñòðîê (ò. å. ìàòðèöó ïîðÿäêà n×1), � ñòîëáöîìäëèíû n.Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö ïðèìåíÿåòñÿ äâîéíàÿ èíäåêñà-öèÿ. Òàê, ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 2×3 îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:

A =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)
.Ïåðâûé èíäåêñ ýëåìåíòà îçíà÷àåò íîìåð ñòðîêè (îíè ñ÷èòàþòñÿ ñâåðõóâíèç), à âòîðîé � íîìåð ñòîëáöà (ñòîëáöû ñ÷èòàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî).Íàïðèìåð, a12 � ýëåìåíò, ñòîÿùèé â ïåðâîé ñòðîêå è âòîðîì ñòîëáöå.Çàïèñü A = (aij) îçíà÷àåò, ÷òî A � ìàòðèöà, â êîòîðîé ýëåìåíò, ñòîÿùèéíà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç aij .Äâå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûé ïî-ðÿäîê è íà îäèíàêîâûõ ìåñòàõ â íèõ ñòîÿò îäíè è òå æå ýëåìåíòû.2. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âòîðîãî ïîðÿäêà

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.Îïðåäåëèòåëåì ýòîé ìàòðèöû (èëè îïðåäåëèòåëåì âòîðîãî ïîðÿäêà)íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå

a11a22 − a12a21.Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , èëè |A|, èëè detA.Íàïðèìåð, ∣∣∣∣
2 −1
2 −2

∣∣∣∣ = 2 · (−2)− (−1) · 2 = −2.



14 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÝëåìåíòû a11, a22 îáðàçóþò ãëàâíóþ äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöûâòîðîãî ïîðÿäêà, à ýëåìåíòû a12, a21 � åå ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü. Òàêèìîáðàçîì,îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåí-òîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìèíóñ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ íàïîáî÷íîé äèàãîíàëè.Îïðåäåëèòåëè âîçíèêëè â òåîðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïî-êàæåì, êàê ïðèìåíÿåòñÿ ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ê ðå-øåíèþ ñèñòåì äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Òàêàÿñèñòåìà â îáùåì âèäå ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
{
a11x1 + a12x2 = b1,
a21x1 + a22x2 = b2.

(1)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
∆ =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , ∆1 =

∣∣∣∣
b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣
a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣ .Îïðåäåëèòåëü ∆ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1). Ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû, êîòîðóþîáû÷íî íàçûâàþò ïðàâèëîì Êðàìåðà èëè òåîðåìîé Êðàìåðà (ñì. òåî-ðåìó 1 â � 14).Òåîðåìà 1. Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-øåíèå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì x1 =
∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â � 14 áóäåò äîêàçàíî áîëåå îáùåå óòâåðæäå-íèå, íåæåëè òåîðåìà 1. Òåì íå ìåíåå ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîéòåîðåìû, ÷òîáû îáðàòèòü âíèìàíèå íà ëîãèêó ïðîâåäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâòàêîãî ðîäà óòâåðæäåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòå-ìû. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïàðà ÷èñåë (∆1

∆
,
∆2

∆

) ÿâëÿ-åòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Ïîäñòàâèì ýòè ÷èñëà â ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû. Ìû ïîëó÷èì
a11 ·

∆1

∆
+ a12 ·

∆2

∆
=
a11(b1a22 − b2a12) + a12(a11b2 − a21b1)

∆
=

=
a11b1a22 − a11b2a12 + a12a11b2 − a12a21b1

∆
=

=
b1(a11a22 − a12a21)

∆
=
b1 ·∆
∆

= b1.



� 1. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà 15Èòàê, ïàðà ÷èñåë (∆1

∆
,
∆2

∆

) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñè-ñòåìû (1). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ è òî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìâòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ðåøå-íèÿ äîêàçàíî.Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü (x01, x
0
2) � ðåøåíèåñèñòåìû (1), ò. å. {

a11x
0
1 + a12x

0
2 = b1,

a21x
0
1 + a22x

0
2 = b2.Óìíîæèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà a22, âòîðîå íà −a12 è ðàññìîòðèì ñóììóïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ:

a11a22x
0
1 + a12a22x

0
2 − a21a12x

0
1 − a22a12x

0
2 = b1a22 − b2a12.Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∆ · x01 = ∆1. Ïî-ñêîëüêó ∆ 6= 0, èìååì x01 = ∆1

∆
. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî x02 = ∆2

∆
.Ìû âçÿëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (x01, x

0
2) ñèñòåìû (1) è äîêàçàëè, ÷òîîíî ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (∆1

∆
,
∆2

∆

). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå åäèí-ñòâåííî. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.3. Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà�àññìîòðèì òåïåðü êâàäðàòíóþ ìàòðèöó òðåòüåãî ïîðÿäêà
A =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 .Îïðåäåëèòåëåì ýòîé ìàòðèöû (èëè îïðåäåëèòåëåì òðåòüåãî ïîðÿäêà)íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå

a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32.Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, èëè |A|, èëè detA.



16 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÍàïðèìåð,
∣∣∣∣∣∣

1 −1 2
0 3 5
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 · 3 · 1 + (−1) · 5 · 1 + 2 · 0 · (−2)−

− 2 · 3 · 1− (−1) · 0 · 1− 1 · 5 · (−2) = 2.Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà âûãëÿäèòâåñüìà ãðîìîçäêî. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðèåìîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû çà-ïîìíèòü ýòó �îðìóëó. Îïèøåì îäèí èç íèõ, íàçûâàåìûé ïðàâèëîì òðå-óãîëüíèêîâ. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó øåñòè ñëàãàåìûõ, èç êîòîðûõ òðè áåðóòñÿ ñîçíàêîì ïëþñ, à òðè � ñî çíàêîì ìèíóñ. Êàæäîå ñëàãàåìîå � ýòî ïðîèç-âåäåíèå òðåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ñðåäè êîòîðûõ åñòü ðîâíî ïî îäíîìóýëåìåíòó èç êàæäîé ñòðîêè è ðîâíî ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãîñòîëáöà. Ýëåìåíòû a11, a22, a33 îáðàçóþò ãëàâíóþ äèàãîíàëü êâàäðàòíîéìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà, à ýëåìåíòû a13, a22, a31 � åå ïîáî÷íóþ äèà-ãîíàëü. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:ñî çíàêîì ïëþñ áåðåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþ-ùèõ ãëàâíóþ äèàãîíàëü, à òàêæå ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíû-ìè ãëàâíîé äèàãîíàëè; ñî çíàêîì ìèíóñ � ïðîèçâåäåíèå ýëå-ìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ïîáî÷íóþ äèàãîíàëü, à òàêæå ýëåìåí-òîâ, îáðàçóþùèõ ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ñ îñíîâàíèÿ-ìè, ïàðàëëåëüíûìè ïîáî÷íîé äèàãîíàëè.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ãðà�è÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ýòîãî ïðàâèëà.
s
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s
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s
s

s
s
s

s
s
s

s

s
s
s
s
sÑî çíàêîì ïëþñ Ñî çíàêîì ìèíóñ

�èñ. 1Îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ ñè-ñòåì òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè ïîäîáíî òîìó, êàê



� 1. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà 17îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì äâóõëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. �àññìîòðèì ñèñòåìó òðåõëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:



a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

(2)Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
∆ =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13
a21 b2 a23
a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣
,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1
a21 a22 b2
a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣
.Îïðåäåëèòåëü ∆ íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (2). Ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå àíàëîãè÷íî äîêàçàííîé âûøå òåîðåìå1 è òîæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðàâèëà (èëè òåîðåìû) Êðàìåðà.Òåîðåìà 2. Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-øåíèå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì x1 =

∆1

∆
, x2 = ∆2

∆
, x3 = ∆3

∆
.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì.Ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíû-ìè ñëó÷àÿìè ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà, êîòîðîå áóäåò ââåäåíîâ � 13. Òàì æå áóäóò èçó÷åíû è ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé ïðîèçâîëüíîãîïîðÿäêà. Ïîýòîìó ìû íå áóäåì ñåé÷àñ ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî ñâîéñòâàîïðåäåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî èçíèõ, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì óæå âñêîðå. Äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå ðàâåíñòâî, êîòîðîå ñâîäèò âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüå-ãî ïîðÿäêà ê âû÷èñëåíèþ òðåõ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî ïîðÿäêà:

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11 ·

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ·
∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13 ·
∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ . (3)Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïî-ðÿäêà ïî ïåðâîé ñòðîêå. Äîêàçûâàåòñÿ îíî íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.Â ñàìîì äåëå, åãî ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31).



18 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÅñëè â ýòîì âûðàæåíèè ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ìû ïîëó÷èì â òî÷íîñòè�îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò. å. ëåâóþ÷àñòü ðàâåíñòâà (3).Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) êàæäûé èç ýëåìåíòîâïåðâîé ñòðîêè óìíîæàåòñÿ íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àåìîé èçèñõîäíîé ìàòðèöû âû÷åðêèâàíèåì ïåðâîé ñòðîêè è òîãî ñòîëáöà, â êî-òîðîì ñòîèò ýòîò ýëåìåíò. Çíàê ïåðåä êàæäûì èç ñëàãàåìûõ ñîâïàäàåòñî çíàêîì ÷èñëà (−1)1+j , ãäå j � íîìåð ñòîëáöà, â êîòîðîì ñòîèò ýëåìåíòïåðâîé ñòðîêè, óìíîæàåìûé íà îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà. Àíàëî-ãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî íàïèñàòü �îðìóëû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïîëþáîé äðóãîé ñòðîêå è ïî ëþáîìó ñòîëáöó (ñì. çàäà÷ó 4 íà ñ. 51 è îòâåòê íåé íà ñ. 55). Áîëåå ïîäðîáíàÿ èí�îðìàöèÿ îá ýòîì áóäåò ïðèâåäåíàâ � 13.� 2. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìèÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ïðîâåäåíà �îðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ âåêòîðà,îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñ-ëî (êîòîðûå ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåðìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòî-ðàìè) è îáñóæäåíû ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé. Ñîäåðæàíèå ïàðàãðà�à âîïðåäåëåííîé ñòåïåíè ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå òåìû øêîëüíîãî êóð-ñà ìàòåìàòèêè, íî èìåþòñÿ è íåêîòîðûå îòëè÷èÿ. Îñíîâíîå èç íèõ ñî-ñòîèò â ñïîñîáå ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ âåêòîðà.1. Ïîíÿòèå âåêòîðàÄëÿ òîãî ÷òîáû îáåñïå÷èòü îïðåäåëåííóþ öåëüíîñòü èçëîæåíèÿ, ïî-âòîðèì ðÿä øêîëüíûõ îïðåäåëåíèé.Îòðåçîê AB íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûì, åñëè óêàçàíî, êàêàÿ èç òî÷åê
A èëè B ÿâëÿåòñÿ åãî íà÷àëîì, à êàêàÿ � êîíöîì. Íàïðàâëåííûé îòðåçîêñ íà÷àëîì â òî÷êå A è êîíöîì â òî÷êå B áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç −−→

AB.�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B áóäåì íàçûâàòü äëèíîé (èëè ìîäóëåì)íàïðàâëåííîãî îòðåçêà −−→
AB è îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç |−−→AB|. Äîïóñêàåòñÿñëó÷àé, êîãäà A = B, òîãäà îòðåçîê íàçûâàåòñÿ íóëåâûì è îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç ~0. Íàïðàâëåííûé îòðåçîê −−→

BA íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê−−→
AB.Íåíóëåâûå íàïðàâëåííûå îòðåçêè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé èëè íàïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè. Äâà íåíóëåâûõ íà-ïðàâëåííûõ îòðåçêà −−→

AB è −−→
CD íàçûâàþòñÿ ñîíàïðàâëåííûìè, åñëè âû-ïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:



� 2. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè 19à) −−→
AB è −−→

CD ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ è òî÷êè B è D ðàñïî-ëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé AC (ðèñ. 2);á) −−→
AB è −−→

CD ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ëó÷, îáðàçóåìûé îäíèì èç ýòèõîòðåçêîâ, ñîäåðæèò ëó÷, îáðàçóåìûé äðóãèì îòðåçêîì (ðèñ. 3).(Ëó÷, îáðàçóåìûé íàïðàâëåííûì îòðåçêîì −−→
PQ, � ýòî ëó÷ ïðÿìîé PQ,íà÷èíàþùèéñÿ â òî÷êå P è ñîäåðæàùèé òî÷êó Q.) ßñíî, ÷òî ñîíàïðàâ-ëåííûå îòðåçêè êîëëèíåàðíû. Íåíóëåâûå êîëëèíåàðíûå íàïðàâëåííûåîòðåçêè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñîíàïðàâëåííûìè, íàçûâàþòñÿ àíòèíàïðàâëåí-íûìè èëè ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè. Íóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê ïîîïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ êîëëèíåàðíûì, ñîíàïðàâëåííûì è àíòèíàïðàâ-ëåííûì ëþáîìó íàïðàâëåííîìó îòðåçêó. Êîëëèíåàðíîñòü íàïðàâëåííûõîòðåçêîâ −−→AB è−−→

CD îáîçíà÷àåòñÿ òàê:−−→AB ‖ −−→
CD. Ñîíàïðàâëåííîñòü îòðåç-êîâ −−→

AB è −−→
CD áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç −−→

AB ⇈
−−→
CD, à àíòèíàïðàâëåííîñòü� ÷åðåç −−→

AB ↑↓ −−→
CD.
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�èñ. 2 �èñ. 3Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ íàïðàâ-ëåííûõ îòðåçêîâ, ðàâíûõ íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó íàïðàâëåííîìóîòðåçêó.Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîð � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îò-ðåçêîâ ~a, ÷òî
• ëþáûå äâà íàïðàâëåííûõ îòðåçêà èç ýòîãî ìíîæåñòâà ñîíàïðàâëåí-íû è èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû;
• âñÿêèé íàïðàâëåííûé îòðåçîê, êîòîðûé ñîíàïðàâëåí ñ êàêèì-òîîòðåçêîì èç ýòîãî ìíîæåñòâà è èìååò ñ íèì îäèíàêîâóþ äëèíó,ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ~a.Äâà âåêòîðà ðàâíû, åñëè îíè ðàâíû êàê ìíîæåñòâà, ò. å. ñîñòîÿò èç îäíèõè òåõ æå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ. Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü ðå÷è, ãîâîðÿò, ÷òî



20 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàäâà âåêòîðà ðàâíû, åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è îäè-íàêîâîå íàïðàâëåíèå.Íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ïðèíàäëåæàùèé âåêòîðó, áóäåò èíîãäà íà-çûâàòüñÿ èçîáðàæåíèåì âåêòîðà. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~a è äëÿ ëþáîéòî÷êè A ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàïðàâëåííûé îòðåçîê,ïðèíàäëåæàùèé âåêòîðó ~a è èìåþùèé íà÷àëî â òî÷êå A (ðèñ. 4). Ïî-ñòðîåíèå òàêîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà áóäåì íàçûâàòü îòêëàäûâàíèåìâåêòîðà ~a îò òî÷êè A.
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A�èñ. 4Îïðåäåëåíèå. Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè (ñîíàïðàâ-ëåííûìè, àíòèíàïðàâëåííûìè), åñëè èõ èçîáðàæåíèÿ êîëëèíåàðíû (ñî-íàïðàâëåííû, àíòèíàïðàâëåííû). Àíòèíàïðàâëåííûå âåêòîðû íàçûâàþòòàêæå ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè. Äëèíîé (èëè ìîäóëåì) âåêòîðà íàçûâà-åòñÿ äëèíà åãî èçîáðàæåíèÿ.Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîíÿòèé, ñ�îðìóëèðîâàííûõ â îïðåäåëåíèè, ïðèìå-íÿþòñÿ òå æå ñèìâîëû, ÷òî è äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèéâ ñëó÷àå íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ.Åñëè îòðåçîê −−→
AB ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì âåêòîðà ~a, òî âåêòîð, èçîá-ðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê −−→

BA, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæ-íûì âåêòîðó ~a è îáîçíà÷àåòñÿ −~a. Âåêòîð, èçîáðàæåíèåì êîòîðîãî ÿâ-ëÿåòñÿ íóëåâîé íàïðàâëåííûé îòðåçîê, íàçûâàåòñÿ íóëü-âåêòîðîì (èëèíóëåâûì âåêòîðîì) è îáîçíà÷àåòñÿ ~0.Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãîíàïðàâëåííîãî îòðåçêà −−→
AB ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûé, âåêòîð,ñîäåðæàùèé ýòîò íàïðàâëåííûé îòðåçîê. Â äàëüíåéøåì ìû äëÿ êðàòêî-ñòè ÷àñòî áóäåì ïèñàòü �âåêòîð −−→

AB�, èìåÿ â âèäó �âåêòîð, ñîäåðæàùèéíàïðàâëåííûé îòðåçîê −−→
AB�.



� 2. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè 212. Ñëîæåíèå âåêòîðîâè óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëîÎïðåäåëåíèå. Äàíû âåêòîðû ~a è ~b. Çà�èêñèðóåì òî÷êó O, îòëî-æèì îò íåå âåêòîð ~a, ïîëó÷èì òî÷êó A. Îò òî÷êè A îòëîæèì âåêòîð ~b,ïîëó÷èì òî÷êó B. Òîãäà îòðåçîê −−→
OB èçîáðàæàåò âåêòîð, êîòîðûé íàçû-âàåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ ~a è ~b.Ñóììà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ, êàê îáû÷íî, ÷åðåç ~a+~b. Îïðåäåëåíèå ïî-÷òè ñîâïàäàåò ñî øêîëüíûì îïðåäåëåíèåì ñóììû âåêòîðîâ (è, ðàçóìå-åòñÿ, ýêâèâàëåíòíî ïîñëåäíåìó). Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñóììû âåê-òîðîâ êîððåêòíî, ò. å. íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè O. Áîëååòî÷íî, åñëè ìû â êà÷åñòâå O âîçüìåì äðóãóþ òî÷êó P è ïðîäåëàåì òî,÷òî çàïèñàíî â îïðåäåëåíèè ñóììû, òî ïîëó÷èì íàïðàâëåííûé îòðåçîê−→

PR, êîòîðûé ñîíàïðàâëåí îòðåçêó −−→
OB è èìååò ñ íèì îäèíàêîâóþ äëèíó(ðèñ. 5). Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçêè −−→
OB è −→

PR èçîáðàæàþò îäèí è òîò æåâåêòîð.
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�èñ. 5Íàïîìíèì ðÿä ñâîéñòâ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ. Åñëè ~a,~b è ~c �ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òî:1) ~a+~b = ~b+ ~a (ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî);2) (~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c) (ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî);3) ~a+~0 = ~a;4) ~a+ (−~a) = ~0.Ýòè ñâîéñòâà äîêàçàíû â øêîëüíîì êóðñå, ïîýòîìó äîêàçûâàòü èõçäåñü ìû íå áóäåì.Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíîñòü âåêòî-ðîâ ~a è ~b, ïîëàãàÿ ~a−~b = ~a+ (−~b).



22 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÏðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî,îòìåòèì, ÷òî âåêòîð ìîæíî çàäàòü, óêàçàâ ëèáî åãî èçîáðàæåíèå, ëèáîäëèíó è íàïðàâëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ~a íà ÷èñëî t íàçûâàåòñÿ òà-êîé âåêòîð t~a, ÷òî:1) |t~a| = |t| · |~a|;2) åñëè t > 0, òî t~a ⇈ ~a;3) åñëè t < 0, òî t~a ↑↓ ~a.Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Åñëè ~aè ~b � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t è s � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, òî:1) t(~a + ~b) = t~a + t~b (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);2) (t + s)~a = t~a + s~a (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);3) t(s~a) = (ts)~a.Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ äàíû â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè,ïîýòîìó çäåñü ìû èõ íå äîêàçûâàåì.Íàïîìíèì èçâåñòíûé èç øêîëüíîãî êóðñà êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòèâåêòîðîâ:âåêòîð ~a êîëëèíåàðåí âåêòîðó ~b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàëèáî ~b = ~0, ëèáî ~a = t~b äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t.×àñòî åãî �îðìóëèðóþò áîëåå êðàòêî ñëåäóþùèì îáðàçîì:âåêòîðû êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ïðî-ïîðöèîíàëüíû.Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ áûâàåò ïîëåçíûì ñëåäóþùåå çàìå÷à-íèå. Åñëè ~x 6= ~0, òî âåêòîð ~x

|~x| èìååò äëèíó 1 è ñîíàïðàâëåí ñ
~x.



� 2. Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè 23Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ï.1 îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñ-ëî, èìååì ∣∣∣∣
~x

|~x|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1

|~x| · ~x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

|~x|

∣∣∣∣ · |~x| =
1

|~x| · |~x| = 1,à ñîíàïðàâëåííîñòü âåêòîðîâ ~x è ~x

|~x| âûòåêàåò èç ï.2 îïðåäåëåíèÿ ïðî-èçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Ïåðåõîä îò íåíóëåâîãî âåêòîðà ~x ê âåêòîðó
~x

|~x| íàçûâàþò íîðìèðîâàíèåì âåêòîðà ~x. Âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû íà-çûâàþò åäèíè÷íûì èëè íîðìèðîâàííûì.3. �àçëîæåíèå âåêòîðà ïî áàçèñóÂâåäåì ïîíÿòèå áàçèñà äëÿ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè.Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ óïî-ðÿäî÷åííàÿ ïàðà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè.Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ~b1 è ~b2, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (~b1, ~b2).Â øêîëüíîì êóðñå äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïî äâóìíåêîëëèíåàðíûì âåêòîðàì. Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå ïîíÿòèå, ýòó òåîðåìóìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 1. Âñÿêèé âåêòîð ~a, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè, ìîæíî,è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (~b1,~b2) ýòîéïëîñêîñòè, ò. å. ïðåäñòàâèòü â âèäå
~a = t1~b1 + t2~b2, (1)ãäå t1, t2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.Îïðåäåëåíèå. Êîý��èöèåíòû t1, t2 ðàçëîæåíèÿ (1) íàçûâàþòñÿ êî-îðäèíàòàìè âåêòîðà ~a â áàçèñå (~b1,~b2), ïðè÷åì t1 � ïåðâàÿ êîîðäèíàòà,à t2 � âòîðàÿ.Òîò �àêò, ÷òî âåêòîð ~a èìååò â áàçèñå (~b1,~b2) êîîðäèíàòû t1, t2, çàïè-ñûâàåòñÿ â âèäå ~a = (t1, t2). Íàïðèìåð, åñëè â êà÷åñòâå áàçèñà ïëîñêîñòè,â êîòîðîé ëåæèò òðåóãîëüíèê OCD, âçÿòü âåêòîðû −−→

OC è −−→
OD (èìåííî âýòîì ïîðÿäêå), à òî÷êà A � ñåðåäèíà îòðåçêà OD, òî â óêàçàííîì áàçèñå

−→
CA =

(
−1,

1

2

), ïîñêîëüêó −→
CA = −−−→

OC +
1

2

−−→
OD (ðèñ. 6).Ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå. Çäåñü íàì ïîíàäîáèòñÿñëåäóþùåå ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.



24 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÎïðåäåëåíèå. Âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak íàçûâàþòñÿ êîìïëàíàðíûìè,åñëè ñóùåñòâóþò èçîáðàæåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêî-ñòè.Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå êîëëèíåàðíî-ñòè îòðåçêà (èëè ïðÿìîé) è ïëîñêîñòè. Îòðåçîê (èëè ïðÿìàÿ) êîëëèíå-àðåí ïëîñêîñòè, åñëè îí ïàðàëëåëåí ýòîé ïëîñêîñòè èëè ëåæèò â íåé.Èñïîëüçóÿ ýòî ïîíÿòèå, îïðåäåëåíèå êîìïëàíàðíîñòè ìîæíî ñ�îðìóëè-ðîâàòü òàê: âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak êîìïëàíàðíû, åñëè èõ èçîáðàæåíèÿêîëëèíåàðíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè.Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿóïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ.Áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ~b1, ~b2 è ~b3, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
(~b1,~b2,~b3).
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�èñ. 6Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ �àêòè÷åñêè òåîðåìîé î ðàçëîæå-íèè ïî òðåì íåêîìïëàíàðíûì âåêòîðàì èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè.Òåîðåìà 2. Âñÿêèé âåêòîð ~a ïðîñòðàíñòâà ìîæíî, è ïðèòîìåäèíñòâåííûì îáðàçîì, ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (~b1,~b2,~b3) ïðîñòðàíñòâà,ò. å. ïðåäñòàâèòü â âèäå
~a = t1~b1 + t2~b2 + t3~b3, (2)ãäå t1, t2, t3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.Îïðåäåëåíèå. Êîý��èöèåíòû t1, t2, t3 ðàçëîæåíèÿ (2) íàçûâàþòñÿêîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~a â áàçèñå (~b1,~b2,~b3), ïðè÷åì t1 � ïåðâàÿ êîîðäè-íàòà, t2 � âòîðàÿ, à t3 � òðåòüÿ.Òîò �àêò, ÷òî âåêòîð ~a èìååò â áàçèñå (~b1,~b2,~b3) êîîðäèíàòû t1, t2,

t3, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ~a = (t1, t2, t3).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîîðäèíàòû ñóììû âåêòîðîâ åñòü ñóììà îäíîèìåí-íûõ êîîðäèíàò ñëàãàåìûõ, à êîîðäèíàòû ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëîåñòü ïðîèçâåäåíèå êîîðäèíàò âåêòîðà íà ýòî ÷èñëî. Èíûìè ñëîâàìè,



� 3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 25åñëè âåêòîðû ~x è ~y èìåþò â îäíîì è òîì æå áàçèñå êîîðäè-íàòû (x1, x2, x3) è (y1, y3, y3) ñîîòâåòñòâåííî, à t � ïðîèç-âîëüíîå ÷èñëî, òî âåêòîð ~x+~y èìååò â òîì æå áàçèñå êîîð-äèíàòû (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3), à âåêòîð t~x � êîîðäèíàòû
(tx1, tx2, tx3). Àíàëîãè÷íûé �àêò ñïðàâåäëèâ äëÿ âåêòîðîâ íàïëîñêîñòè.� 3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâàñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü ~a è ~b � íåíóëåâûå âåêòîðû. Îòëîæèì èõ îòîäíîé è òîé æå òî÷êè O è ðàññìîòðèì ëó÷è OA è OB, âûõîäÿùèå èçýòîé òî÷êè è íàïðàâëåííûå âäîëü ~a è ~b. Óãëîì ìåæäó âåêòîðàìè ~aè ~b íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ëó÷àìè OA è OB (ðèñ. 7). Âåêòîðû ~a è ~bíàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí π
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α�èñ. 7Óãîë ìåæäó íóëü-âåêòîðîì è ëþáûì äðóãèì âåêòîðîì íå îïðåäåëåí.Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (~̂a,~b). Îðòîãîíàëüíîñòüâåêòîðîâ ~a è ~b áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç ~a ⊥ ~b.Îïðåäåëèì òåïåðü îñíîâíîå ïîíÿòèå äàííîãî ïàðàãðà�à.Îïðåäåëåíèå. Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ~a è
~b íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

~a~b = |~a| · |~b| · cos(~̂a,~b).Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íóëåâîãî âåêòîðà íà ëþáîé âåêòîð ïî îïðåäå-ëåíèþ ðàâíî 0.



26 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÑêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç
(~a,~b). Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ�îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè,êîòîðîé ìû ÷àñòî áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì:

cos(~̂a,~b) =
~a~b

|~a| · |~b|
. (1)Îòìåòèì ðÿä ñâîéñòâ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè ~a,~b è ~c � ïðî-èçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:1) (~a,~b) = (~b,~a) (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòèâíî);2) (~a + ~b,~c) = (~a,~c) + (~b~c) (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);3) (t~a,~b) = t · (~a,~b) (ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàêñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ);4) (~a,~a) > 0, ïðè÷åì (~a,~a) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~a = ~0;5) ~a ⊥ ~b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (~a,~b) = 0.Ñâîéñòâî 5 íàçûâàþò êðèòåðèåì îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ. Âñåñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè, ïîýòîìó çäåñüìû èõ äîêàçûâàòü íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî äâà ïðîñòûõ ñëåäñòâèÿ èçñâîéñòâ 1�3. Âî-ïåðâûõ,

(~a,~b+ ~c) = (~a,~b) + (~a,~c).Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1 è 2, èìååì
(~a,~b+ ~c) = (~b+ ~c,~a) = (~b,~a) + (~c,~a) = (~a,~b) + (~a,~c).Âî-âòîðûõ,

(~a, t~b) = t · (~a,~b).Äåéñòâèòåëüíî, èç ñâîéñòâ 1 è 3 âûòåêàåò, ÷òî
(~a, t~b) = (t~b,~a) = t · (~b,~a) = t · (~a,~b).Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ~a íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìêâàäðàòîì ~a. Ïîñêîëüêó (~̂a,~a) = 0, à cos 0 = 1, èìååì ~a~a = |~a|2, ò. å.



� 3. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 27ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà ðàâåí êâàäðàòó åãî äëèíû.�àññìîòðèì åùå îäíî ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòîðîå ïî-íàäîáèòñÿ íàì â � 4 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ. Íà÷íåì ñ âîïðîñà î òîì, ìîæíî ëè ñîêðàùàòü â ñêàëÿðíîì ïðîèçâå-äåíèè? Ñ�îðìóëèðóåì åãî áîëåå òî÷íî. Ïóñòü äàíû íåêîòîðûå âåêòîðû
~a,~b è ~c, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (~a,~c) = (~b,~c). Ñëåäóåò ëèîòñþäà ðàâåíñòâî ~a = ~b? Ïðîñòîé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò îòðèöà-òåëåí. Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì â êà÷åñòâå ~a è ~b äâà ðàçëè÷íûõ âåêòîðà,ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè, à â êà÷åñòâå ~c � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,îðòîãîíàëüíûé ýòîé ïëîñêîñòè. Òîãäà (~a,~c) = (~b,~c) = 0, íî ~a 6= ~b. Ñëåäî-âàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå ñîêðàùàòü â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè íåëüçÿ.Òåì íå ìåíåå ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:6) åñëè âåêòîðû ~a è ~b òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~x âûïîëíÿ-åòñÿ ðàâåíñòâî (~a, ~x) = (~b, ~x), òî ~a = ~b.Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~x âûïîëíÿåòñÿ ðà-âåíñòâî (~a, ~x) = (~b, ~x). Òîãäà (~a − ~b, ~x) = 0. Ïîñêîëüêó âåêòîð ~x ìîæåòáûòü ëþáûì, âîçüìåì â êà÷åñòâå ~x âåêòîð ~a − ~b. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâî
(~a−~b,~a−~b) = 0. Ïî ñâîéñòâó 4 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ~a−~b = ~0, ò. å. ~a = ~b.2. Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿâ êîîðäèíàòàõÏðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû ~a è ~b èìåþò â áàçèñå (~c1,~c2,~c3) êîîðäè-íàòû (t1, t2, t3) è (s1, s2, s3) ñîîòâåòñòâåííî. Ìîæíî ëè, çíàÿ ýòè êîîðäè-íàòû, âû÷èñëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå? Èñïîëüçóÿ äèñòðèáóòèâíîñòüñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è âûíåñåíèå ñêàëÿðíî-ãî ìíîæèòåëÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

(~a,~b) = (t1~c1 + t2~c2 + t3~c3, s1~c1 + s2~c2 + s3~c3) =

= t1s1(~c1,~c1) + t1s2(~c1,~c2) + t1s3(~c1,~c3) +

+ t2s1(~c2,~c1) + t2s2(~c2,~c2) + t2s3(~c2,~c3) +

+ t3s1(~c3,~c1) + t3s2(~c3,~c2) + t3s3(~c3,~c3).Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòî-ðîâ ~a è ~b, íàäî çíàòü äîïîëíèòåëüíî (êðîìå êîîðäèíàò âåêòîðîâ) åùå èïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ñ ó÷åòîì êîììó-òàòèâíîñòè ýòî øåñòü ÷èñåë. Ïîýòîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áàçèñà çàäà÷ó îíàõîæäåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìû ðåøàòü íå áóäåì. �àññìîòðèì



28 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàåå â ÷àñòíîì ñëó÷àå � äëÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Ââåäåì ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïîíÿòèÿ.Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè åãî âåêòîðûïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Îðòîãîíàëüíûé áàçèñ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðî-âàííûì, åñëè äëèíû âñåõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ðàâíû åäèíèöå.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (~c1,~c2,~c3) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà
~c1~c2 = ~c2~c1 = ~c1~c3 = ~c3~c1 = ~c2~c3 = ~c3~c2 = 0 è ~c1~c1 = ~c2~c2 = ~c3~c3 = 1.Â ñèëó ýòîãî

~a~b = t1s1 + t2s2 + t3s3. (2)Òàêèì îáðàçîì,â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåâåêòîðîâ ðàâíî ñóììå ïðîèçâåäåíèé èõ îäíîèìåííûõ êîîðäè-íàò.Â ÷àñòíîñòè,
~a2 = |~a|2 = t21 + t22 + t23. (3)Àíàëîãè ýòèõ �îðìóë äëÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè î÷åâèäíû. Åñëèâåêòîðû íà ïëîñêîñòè ~a è ~b èìåþò â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå (~c1,~c2)ýòîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû (t1, t2) è (s1, s2) ñîîòâåòñòâåííî, òî

~a~b = t1s1 + t2s2 è ~a2 = |~a|2 = t21 + t22.3. ÏðèëîæåíèÿÇäåñü ñîáðàíû �îðìóëû, îñíîâàííûå íà ìàòåðèàëå äàííîãî ïàðà-ãðà�à, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Âñå�îðìóëû ïðèâîäÿòñÿ äëÿ âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå âåêòîðîâíà ïëîñêîñòè ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå �îðìóëû, íàäî òîëüêî âû÷åðê-íóòü èç ïðèâîäèìûõ íèæå �îðìóë òðåòüè êîîðäèíàòû. Äàëåå â ïîñîáèèìû áóäåì áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê ññûëàòüñÿ êàê íà ñàìè ïðèâîäèìûåíèæå �îðìóëû, òàê è íà èõ âàðèàíòû äëÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè.Ïóñòü (t1, t2, t3) è (s1, s2, s3) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~a è ~b ñîîòâåò-ñòâåííî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Ïîëüçóÿñü ñêàëÿðíûìïðîèçâåäåíèåì, ìîæíî âû÷èñëèòü1) äëèíó âåêòîðà:
|~a| =

√
t21 + t22 + t23 (4)â ñèëó �îðìóëû (3);



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 292) êîñèíóñ óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè:
cos(~̂a,~b) =

t1s1 + t2s2 + t3s3√
t21 + t22 + t23 ·

√
s21 + s22 + s23

(5)â ñèëó �îðìóë (1), (3) è (4).Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â çíàìåíàòåëå âñåãäà ñòîèò ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî (ïðè óñëîâèè, ÷òî âåêòîðû ~a è ~b � íåíóëåâûå), çíàêêîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ñîâïàäàåò ñî çíàêîì èõ ñêàëÿðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíîîïðåäåëèòü, áóäåò ëè óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b îñòðûé, ïðÿìîé èëèòóïîé: óãîë (~̂a,~b) ÿâëÿåòñÿ
• îñòðûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1s1 + t2s2 + t3s3 > 0;
• ïðÿìûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1s1 + t2s2 + t3s3 = 0;
• òóïûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1s1 + t2s2 + t3s3 < 0.� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîåïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäóò èçó÷åíû äâå íîâûå ïî ñðàâíåíèþ ñî øêîëü-íûì êóðñîì îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè, óêàçàííûå â íàçâàíèè.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâàâåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿÍà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ îðèåíòàöèè òðîéêè âåêòîðîâ.Îïðåäåëåíèå. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ

(~u, ~v, ~w) íàçûâàåòñÿ ïðàâîé, åñëè ñ êîíöà âåêòîðà ~w ïîâîðîò îò ~u ê ~víà íàèìåíüøèé óãîë âûãëÿäèò ïðîèñõîäÿùèì ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, èëåâîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðàâóþ òðîéêó âåêòîðîâ íàçûâàþò òàêæåïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé, à ëåâóþ � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðî-âàííîé.Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñîñåäíèõ âåêòî-ðîâ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè, à öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà íå ìåíÿåò.(Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî ïåðåõîä îò òðîéêè (~u,~v, ~w) ê òðîéêå
(~v, ~w, ~u) èëè ê òðîéêå (~w, ~u,~v).)Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì íåêîëëèíåàðíûõ âåêòî-ðîâ ~a è ~b íàçûâàåòñÿ âåêòîð ~c, òàêîé, ÷òî:



30 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà1) |~c| = |~a| · |~b| · sin(~̂a,~b);2) âåêòîð ~c îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì ~a è ~b;3) òðîéêà âåêòîðîâ (~a,~b,~c) � ïðàâàÿ.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîíóëü-âåêòîðó.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ~a×~b èëè
[~a,~b].�àññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~e1, ~e2, ~e3, èçîá-ðàæåííûé íà ðèñ. 8. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âåêòîðû ~e2 è ~e3 ðàñïîëîæåíûâ ïëîñêîñòè ëèñòà, à âåêòîð ~e1 íàïðàâëåí �ê íàì�. Òîãäà

~e1 × ~e2 = ~e3, ~e1 × ~e3 = −~e2 è ~e2 × ~e3 = ~e1.Ïåðâîå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî |~e3| = |~e1|·|~e2|·sin(~̂e1, ~e2), ~e3 ⊥ ~e1,
~e3 ⊥ ~e2 è òðîéêà (~e1, ~e2, ~e3) � ïðàâàÿ. Äâà äðóãèõ ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿàíàëîãè÷íî.

-
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�èñ. 8Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè
~a,~b è ~c � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:1) ~a ‖ ~b òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà [~a,~b] = ~0;2) åñëè âåêòîðû ~a è ~b íåêîëëèíåàðíû, òî ìîäóëü âåêòîðíîãî ïðîèç-âåäåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ ðàâåí ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðî-åííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ êàê íà ñòîðîíàõ ;3) [~a,~b] = −[~b,~a] (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå àíòèêîììóòàòèâíî);4) [t~a,~b] = [~a, t~b] = t[~a,~b] (ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çàçíàê âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ);



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 315) [~a+~b,~c] = [~a,~c] + [~b,~c] (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî îò-íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó);6) [~a,~b+~c] = [~a,~b] + [~a,~c] (âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíî îò-íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó).Ñâîéñòâî 1 äàåò åùå îäèí (íàðÿäó ñ óêàçàííûì íà ñ. 22) êðèòåðèéêîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ. Îíî ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, åñëè ~a ‖ ~b, òî ~a×~b = ~0 ïî îïðåäåëåíèþ.Îáðàòíî, åñëè ~a × ~b = ~0, òî |~a × ~b| = 0, ò. å. ëèáî |~a| = 0, ëèáî |~b| = 0,ëèáî sin(~̂a,~b) = 0. ßñíî, ÷òî â êàæäîì èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ ~a ‖ ~b.
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�èñ. 9Ñâîéñòâî 2 ÷àñòî íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì âåêòîðíîãîïðîèçâåäåíèÿ. Îíî òàêæå ëåãêî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðî-èçâåäåíèÿ. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì, ïîñòðîåííûéíà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðàõ ~a è ~b êàê íà ñòîðîíàõ (ïðè ýòîì ~a =
−−→
AB, à

~b =
−−→
AD), S � ïëîùàäü ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà, h � äëèíà åãî âûñîòû,îïóùåííîé èç òî÷êè D, à α � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b (ðèñ. 9). Òîãäà

S = |~a| · h = |~a| · |~b| · sinα = |~a×~b|.Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. Åñëè ~a ‖ ~b, òî, â ñèëó ñâîéñòâà 1, [~a,~b] = −[~b,~a] =
~0. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ~a ∦ ~b. Óáåäèìñÿ ñíà÷àëà, ÷òî ìîäóëè âåêòî-ðîâ, óêàçàííûõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà, ðàâíûìåæäó ñîáîé. Â ñàìîì äåëå, sin(~̂a,~b) = sin(~̂b,~a), è ïîòîìó

|[~a,~b]| = |~a| · |~b| · sin(~̂a,~b) = |~b| · |~a| · sin(~̂b,~a) = |[~b,~a]| = | − [~b,~a]|.Êàê ëåâàÿ, òàê è ïðàâàÿ ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà îðòîãîíàëüíûâåêòîðàì ~a è ~b. Ïîñêîëüêó òðîéêà âåêòîðîâ (~a,~b, [~a,~b]) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé(ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ), äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ðàâåíñòâà îñòàëîñü óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî òðîéêà (~a,~b,−[~b,~a]) òàêæå



32 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÿâëÿåòñÿ ïðàâîé. Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ òðîéêà (~b,~a, [~b,~a]) � ïðàâàÿ. Åñëè ó ïîñëåäíåãî âåêòîðà ñìåíèòüçíàê, ìû ïîëó÷èì ëåâóþ òðîéêó (~b,~a,−[~b,~a]). Ïîñêîëüêó ïåðåñòàíîâêàñîñåäíèõ âåêòîðîâ ìåíÿåò îðèåíòàöèþ òðîéêè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî òðîéêà
(~a,~b,−[~b,~a]) � ïðàâàÿ. Ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.Ñâîéñòâà 4 è 5 áóäóò äîêàçàíû íèæå â äàííîì ïàðàãðà�å (ñì. ñ. 36).Íàêîíåö, ñâîéñòâî 6 ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 3 è 5. Äåéñòâèòåëüíî,

[~a,~b+ ~c]=−[~b+ ~c,~a]=−([~b,~a] + [~c,~a])=−[~b,~a]− [~c,~a]=[~a,~b] + [~a,~c].2. Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿâ êîîðäèíàòàõÏóñòü (~b1,~b2,~b3) � íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, à (x1, x2, x3) è (y1,
y2, y3) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~x è ~y â ýòîì áàçèñå ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêà-æåì, êàê ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ~x è ~y íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x×~yâ òîì æå áàçèñå. Ïðèìåíÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü è âûíåñåíèå ñêàëÿðíîãîìíîæèòåëÿ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

~x× ~y = [x1~b1 + x2~b2 + x3~b3, y1~b1 + y2~b2 + y3~b3] =

= x1y1[~b1,~b1] + x1y2[~b1,~b2] + x1y3[~b1,~b3] +

+ x2y1[~b2,~b1] + x2y2[~b2,~b2] + x2y3[~b2,~b3] +

+ x3y1[~b3,~b1] + x3y2[~b3,~b2] + x3y3[~b3,~b3].Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1 è 3 âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñ. 30), ìîæíîïåðåïèñàòü ýòî ðàâåíñòâî â âèäå
~x×~y = (x1y2−x2y1) · [~b1,~b2]+ (x1y3−x3y1) · [~b1,~b3]+ (x2y3−x3y2) · [~b2,~b3].Íî è ïîñëå ýòîãî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îñòàåòñÿäîâîëüíî ñëîæíîå âûðàæåíèå. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (~b1,~b2,~b3) �ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ò. å. îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ÿâ-ëÿþùèéñÿ ïðàâîé òðîéêîé âåêòîðîâ. Òîãäà [~b1,~b2] = ~b3, [~b1,~b3] = −~b2 è
[~b2,~b3] = ~b1, îòêóäà

~x× ~y = (x2y3 − x3y2)~b1 − (x1y3 − x3y1)~b2 + (x1y2 − x2y1)~b3. (1)Èòàê, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~x è ~y èìååò â ïðàâîì îðòîíîð-ìèðîâàííîì áàçèñå êîîðäèíàòû
(x2y3 − x3y2,−x1y3 + x3y1, x1y2 − x2y1).



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 33Èõ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣
) (2)è óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ðåçóëüòàò ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêåñèìâîëè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

∣∣∣∣∣∣

~b1 ~b2 ~b3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
.Ñ ó÷åòîì ýòîãî �îðìóëó (1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

~x× ~y =

∣∣∣∣∣∣

~b1 ~b2 ~b3
x1 x2 x3
y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣
. (3)3. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâàñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿÂ îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ îïåðàöèé ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå èìååòòðè àðãóìåíòà.Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ ~a,~b,~c íàçûâà-åòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿâåêòîðîâ ~a è ~b íà âåêòîð ~c.Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a,~b,~c îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ~a~b~c èëè

(~a,~b,~c). Òàêèì îáðàçîì,
~a~b~c = (~a×~b,~c).Óêàæåì ðÿä ñâîéñòâ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, èç êîòîðûõ ïåðâîå,íàèáîëåå âàæíîå, íàçîâåì òåîðåìîé.Òåîðåìà. Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a,~b è ~c ðàâíî íóëþòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåêòîðû êîìïëàíàðíû. Ñìåøàííîåïðîèçâåäåíèå íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðîâ ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà,ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ, âçÿòîìó ñî çíàêîì ïëþñ, åñëè òðîéêà

(~a,~b,~c) ïðàâàÿ, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè ýòà òðîéêà ëåâàÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ~a ‖ ~b, òî êîìïëàíàðíîñòü âåêòîðîâ ~a,~b è ~c î÷å-âèäíà. Ïóñòü òåïåðü ~a ∦ ~b. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû ~a,~b,~c îòëîæåíû



34 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàîò îäíîé è òîé æå òî÷êè. Ïóñòü ~a~b~c = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (~a×~b,~c) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ~a×~b îðòîãîíàëåí âåêòîðó ~c. Íî âåêòîð ~a×~b îð-òîãîíàëåí ïëîñêîñòè σ, îáðàçîâàííîé âåêòîðàìè ~a è ~b. Ïîñêîëüêó ~c îð-òîãîíàëåí ýòîìó âåêòîðó, òî îí ëåæèò â σ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû
~a, ~b è ~c êîìïëàíàðíû.

�
�
��

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

XXXXXXXXz

6

s s

s

O

C

D
α

β

~a

~b

~c

~a×~b

�èñ. 10Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè ~a ‖ ~b, òî ~a×~b = ~0, è ïîòîìó ~a~b~c = (~a×~b,~c) = 0.Ïóñòü òåïåðü ~a ∦ ~b. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû ~a, ~b è ~c êîìïëàíàðíû.Îòëîæèì èõ îò îäíîé òî÷êè. Òîãäà îíè áóäóò ëåæàòü â íåêîòîðîé ïëîñ-êîñòè. Âåêòîð ~a ×~b îðòîãîíàëåí ýòîé ïëîñêîñòè, à çíà÷èò, è âåêòîðó ~c.Ñëåäîâàòåëüíî, ~a~b~c = (~a ×~b,~c) = 0. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîë-íîñòüþ äîêàçàíî.Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òîòðîéêà (~a,~b,~c) � ïðàâàÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~c èïëîñêîñòüþ âåêòîðîâ ~a è ~b, à ÷åðåç β � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a×~b è ~c(ðèñ. 10). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî α+ β =
π

2
, è ïîòîìó sinα = cos β, è èñïîëüçóÿñâîéñòâî 2 âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñ. 30), èìååì ðàâåíñòâà

V = S · h = |~a×~b| · |CD| = |~a×~b| · |~c| · sinα =

= |~a×~b| · |~c| · cos β = (~a×~b,~c) = ~a~b~c.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òðîéêà (~a,~b,~c) � ëåâàÿ. Òîãäà òðîéêà
(~b,~a,~c) � ïðàâàÿ. Íî ýòè äâå òðîéêè îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ïàðàëëå-ëåïèïåä. Â ñèëó äîêàçàííîãî âûøå îáúåì ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, âçÿòûé



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 35ñî çíàêîì ïëþñ, ðàâåí ~b~a~c. Ïîëüçóÿñü àíòèêîììóòàòèâíîñòüþ âåêòîðíî-ãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì ~a~b~c = ([~a,~b],~c) = (−[~b,~a],~c) = −~b~a~c. Ñëåäîâà-òåëüíî, ~a~b~c ðàâíî îáúåìó ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ òðåõâåêòîðàõ, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íàçûâàþò êðèòåðèåì êîìïëàíàðíîñòèâåêòîðîâ, à âòîðîå � ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ñìåøàííîãî ïðîèçâå-äåíèÿ. Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ áûâàåò óäîáíà ñëåäóþùàÿ áîëååêîìïàêòíàÿ �îðìóëèðîâêà ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà:îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðåõ íåêîìïëàíàð-íûõ âåêòîðàõ, ðàâåí ìîäóëþ èõ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò:òðîéêà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé (ëåâîé) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áîëüøå íóëÿ (ñîîò-âåòñòâåííî ìåíüøå íóëÿ).Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ áûâàåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå,âûòåêàþùåå èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû (îòìåòèì, âïðî÷åì, ÷òîåãî ëåãêî âûâåñòè è íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèç-âåäåíèÿ):åñëè äâà èç òðåõ âåêòîðîâ êîëëèíåàðíû (â ÷àñòíîñòè, ðàâ-íû), òî èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 0.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäíî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû:åñëè (~b1,~b2,~b3) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, òî
~b1~b2~b3 = 1.Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå ïàðàëëåëåïèïåä, ïîñòðîåííûé íà âåêòîðàõ

~b1,~b2,~b3, � ýòî êóá, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà 1. Åãî îáúåì, î÷åâèäíî,ðàâåí 1. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî òðîéêà âåêòîðîâ (~b1,~b2,~b3) � ïðàâàÿ.Ñ�îðìóëèðóåì àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.Åñëè ~a,~b,~c è ~d � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî:1) (~a,~b,~c) = (~b,~c,~a) = (~c,~a,~b) = −(~a,~c,~b) = −(~c,~b,~a) = −(~b,~a,~c);2) (t~a,~b,~c) = (~a, t~b,~c) = (~a,~b, t~c) = t · (~a,~b,~c) (ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëüìîæíî âûíîñèòü çà çíàê ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ);3) (~a+~b,~c, ~d) = (~a,~c, ~d) + (~b,~c, ~d) (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáó-òèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó);



36 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà4) (~a,~b+~c, ~d) = (~a,~b, ~d) + (~a,~c, ~d) (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáó-òèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó);5) (~a,~b,~c+ ~d) = (~a,~b,~c) + (~a,~b, ~d) (ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáó-òèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó).�àâåíñòâà èç ñâîéñòâà 1 ëåãêî ñëåäóþò èç òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî,óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè (~a,~b,~c) è (~b,~c,~a) èìåþò îäíó è òó æå îðèåíòàöèþè îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ïàðàëëåëåïèïåä. Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííûåïðîèçâåäåíèÿ ~a~b~c è ~b~c~a ëèáî îáà ðàâíû îáúåìó ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà,âçÿòîìó ñî çíàêîì ïëþñ, ëèáî îáà ðàâíû îáúåìó ýòîãî ïàðàëëåëåïèïå-äà, âçÿòîìó ñî çíàêîì ìèíóñ, è ïîòîìó ~a~b~c = ~b~c~a. Îòìåòèì åùå, ÷òîðàâåíñòâî ~a~b~c = −~b~a~c ïðîâåðåíî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî îäíîìó èç ýòèõ äâóõ.Äîêàæåì ñâîéñòâî 2. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1 è âûíåñåíèå ñêàëÿðíîãîìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè (ñì. ñâîéñòâî 3 íà ñ. 26),ïîëó÷àåì
(t~a,~b,~c) = (~b,~c, t~a) = (~b× ~c, t~a) = t · (~b× ~c,~a) = t · (~b,~c,~a) = t · (~a,~b,~c).Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (~a, t~b,~c) = t · (~a,~b,~c). Íàêîíåö,

(~a,~b, t~c) = (~a×~b, t~c) = t · (~a×~b,~c) = t · (~a,~b,~c).Èç àíàëîãè÷íûõ äðóã äðóãó ñâîéñòâ 3, 4 è 5 äîêàæåì òîëüêî ñâîéñòâî3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1 ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è äèñòðèáóòèâíîñòüñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñâîéñòâî 2 íà ñ. 26), ïîëó÷àåì
(~a+~b,~c, ~d) = (~c, ~d,~a+~b) = (~c× ~d,~a+~b) =

= (~c× ~d,~a) + (~c× ~d,~b) = (~c, ~d,~a) + (~c, ~d,~b) = (~a,~c, ~d) + (~b,~c, ~d).Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîéñòâà ñêàëÿð-íîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äîêàæåì ñâîéñòâà 4 è 5 âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ(ñì. ñ. 30). Â ñèëó ñâîéñòâà 6 ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. ñ. 27) äî-ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ~x âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
([t~a,~b], ~x) = (t · [~a,~b], ~x) è ([~a+~b,~c], ~x) = ([~a,~c] + [~b,~c], ~x). Èìååì

([t~a,~b], ~x) = (t~a,~b, ~x) = t(~a,~b, ~x) = t · ([~a,~b], ~x) = (t · [~a,~b], ~x);
([~a+~b,~c], ~x) = (~a+~b,~c, ~x) = (~a,~c, ~x) + (~b,~c, ~x) =

= ([~a,~c], ~x) + ([~b,~c], ~x) = ([~a,~c] + [~b,~c], ~x).



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 374. Âû÷èñëåíèå ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿâ êîîðäèíàòàõÏóñòü âåêòîðû ~b1,~b2,~b3 îáðàçóþò íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, à
(x1, x2, x3), (y1, y2, y3) è (z1, z2, z3) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~x, ~y è ~z ñîîò-âåòñòâåííî â ýòîì áàçèñå. Ïîêàæåì, êàê ïî êîîðäèíàòàì âåêòîðîâ ~x, ~y è
~z íàéòè èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå. Êàê îòìå÷àëîñü ïîñëå äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû, åñëè äâà èç òðåõ âåêòîðîâ ðàâíû, òî ñìåøàííîå ïðîèçâå-äåíèå ýòèõ òðåõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ. Èñïîëüçóÿ ýòîò �àêò, ïîëó÷àåìðàâåíñòâà
(~x, ~y, ~z) = (x1~b1 + x2~b2 + x3~b3, y1~b1 + y2~b2 + y3~b3, z1~b1 + z2~b2 + z3~b3) =

= x1y2z3 · (~b1,~b2,~b3) + x1y3z2 · (~b1,~b3,~b2) + x2y1z3 · (~b2,~b1,~b3) +
+ x2y3z1 · (~b2,~b3,~b1) + x3y1z2 · (~b3,~b1,~b2) + x3y2z1 · (~b3,~b2,~b1).Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1 ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñëåäíåå âûðàæåíèåìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(x1y2z3 + x2y3z1 + x3y1z2 − x1y3z2 − x2y1z3 − x3y2z1) · (~b1,~b2,~b3).Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îïðåäåëèòåëü ìàò-ðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòû âåê-òîðîâ ~x, ~y è ~z. Ñëåäîâàòåëüíî,
(~x, ~y, ~z) =

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
· (~b1,~b2,~b3). (4)Åñëè áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ~b1,~b2,~b3, ÿûëÿåòñÿ ïðàâûì îðòîíîð-ìèðîâàííûì, òî, êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 35, (~b1,~b2,~b3) = 1 è ïîòîìó �îð-ìóëà (4) ïðèíèìàåò ñîâñåì ïðîñòîé âèä:

(~x, ~y, ~z) =

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
.Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî çäåñü, â îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðî-èçâåäåíèé, �îðìóëà èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âèä è â ñëó÷àå ïðîèç-âîëüíîãî áàçèñà.



38 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà5. ÏðèëîæåíèÿÇäåñü ïðèâîäÿòñÿ �îðìóëû, îñíîâàííûå íà ìàòåðèàëå äàííîãî ïàðà-ãðà�à, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷.Ïóñòü (~b1,~b2,~b3) � ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, à (x1, x2, x3),
(y1, y2, y3) è (z1, z2, z3) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ ~x, ~y è ~z â ýòîì áàçèñåñîîòâåòñòâåííî.Èñïîëüçóÿ âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî:1) âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

~x è ~y:
S =

√∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣
2

, (5)ïîñêîëüêó ýòà ïëîùàäü ðàâíà äëèíå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, àîïðåäåëèòåëè, ñòîÿùèå ïîä êîðíåì, ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà,êîîðäèíàòû âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ; �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà â ñëó÷àå, êîãäà ~x è ~y � âåêòîðû íàïëîñêîñòè, ñì. â çàäà÷å 53 íà ñ. 55;2) âû÷èñëèòü ñèíóñ óãëà ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè ~x è ~y:
sin(~̂x, ~y) =

√∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣
2

√
x21 + x22 + x23 ·

√
y21 + y22 + y23

,ïîñêîëüêó, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ñèíóñ óã-ëà ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí ìîäóëþ èõ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,äåëåííîìó íà ïðîèçâåäåíèå èõ äëèí;3) âûÿñíèòü, áóäóò ëè âåêòîðû ~x è ~y êîëëèíåàðíû:
~x ‖ ~y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∣∣∣∣
x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
x1 x3
y1 y3

∣∣∣∣=
∣∣∣∣
x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣=0,ïîñêîëüêó âåêòîðû êîëëèíåàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõâåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëü-âåêòîðó.Èñïîëüçóÿ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå, ìîæíî:



� 4. Âåêòîðíîå è ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ 391) âû÷èñëèòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~x, ~yè ~z:
V = mod

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
, (6)ïîñêîëüêó îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí ìîäóëþ ñìåøàííîãî ïðî-èçâåäåíèÿ; â ïðèâåäåííîé òîëüêî ÷òî �îðìóëå ñèìâîëîì mod îáî-çíà÷åí ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ, ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå� äâå âåðòèêàëüíûå ÷åðòû � áûëî áû çäåñü íåóäîáî÷èòàåìûì;2) âûÿñíèòü, áóäóò ëè âåêòîðû ~x, ~y è ~z êîìïëàíàðíû:

~x, ~y, ~z êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
= 0,ïîñêîëüêó òðè âåêòîðà êîìïëàíàðíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàèõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ; îòìåòèì, ÷òî ýòîò êðèòå-ðèé ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò � ýòîëåãêî âûòåêàåò èç �îðìóëû (4);3) îïðåäåëèòü îðèåíòàöèþ òðîéêè âåêòîðîâ (~x, ~y, ~z):òðîéêà âåêòîðîâ (~x, ~y, ~z) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà ∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
> 0,è ëåâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣
< 0,ïîñêîëüêó òðîéêà âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïðàâîé (ëåâîé) òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà èõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå áîëüøå 0 (ñîîòâåòñòâåííîìåíüøå 0).



40 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà� 5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò.Êîîðäèíàòû òî÷êè1. Ïîíÿòèå ñèñòåìû êîîðäèíàòÎïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå (íà ïëîñêî-ñòè) íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü áàçèñà ïðîñòðàíñòâà (ñîîòâåòñòâåííî áà-çèñà ïëîñêîñòè) è òî÷êè (ïðèíàäëåæàùåé ýòîé ïëîñêîñòè). Ñèñòåìó êî-îðäèíàò èíîãäà íàçûâàþò òàêæå ðåïåðîì. Òî÷êà, âõîäÿùàÿ â ðåïåð, íà-çûâàåòñÿ íà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîñòîÿùóþ èç áàçèñà (~b1,~b2,~b3) è íà÷àëà êîîðäè-íàò O, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (O; ~b1,~b2,~b3) (â ñëó÷àå ïëîñêîñòè èñïîëü-çóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (O; ~b1,~b2)). Ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O ïà-ðàëëåëüíî îäíîìó èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, íàçûâàþòñÿ îñÿìè êîîðäèíàò.Êàæäàÿ èç îñåé êîîðäèíàò èìååò ñâîå íàçâàíèå. Ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ÷åðåç òî÷êó O è ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó~b1, áóäåì íàçûâàòü îñüþ àáñöèññ,ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O è ïàðàëëåëüíóþ âåêòîðó ~b2, � îñüþîðäèíàò, à ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó O è ïàðàëëåëüíóþ âåêòî-ðó ~b3, � îñüþ àïïëèêàò. Ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó O è äâå èçòðåõ îñåé êîîðäèíàò, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.Çà�èêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (O; ~b1,
~b2, ~b3).Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð −−→

OM íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì òî÷êè
M . Êîîðäèíàòàìè òî÷êè M â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2,~b3) íàçûâà-þòñÿ êîîðäèíàòû åå ðàäèóñà-âåêòîðà â áàçèñå (~b1,~b2,~b3).Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñêîñòè.Ïóñòü òî÷êè A è B èìåþò êîîðäèíàòû (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3) ñîîò-âåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî −−→

AB =
−−→
OB −−→

OA, à êîîðäèíàòû òî÷åê A è Bñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðîâ −→
OA è −−→

OB ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷à-åì, ÷òî âåêòîð −−→
AB èìååò êîîðäèíàòû (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3). Èíûìèñëîâàìè,÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà, íàäî èç êîîðäèíàò åãîêîíöà âû÷åñòü êîîðäèíàòû åãî íà÷àëà.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå (O; ~b1,~b2,~b3) íà-çûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, åñëè áàçèñ (~b1,~b2,~b3) � ïðàâûé îð-òîíîðìèðîâàííûé. Ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (O; ~b1,~b2) íàçûâàåò-ñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé, åñëè áàçèñ (~b1,~b2) � îðòîíîðìèðîâàííûé.



� 5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè 41Â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îñè àáñöèññ, îðäè-íàò è àïïëèêàò ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ox, Oy è Oz ñîîòâåòñòâåí-íî. Â ýòîì ñëó÷àå â ïîíÿòíîì ñìûñëå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ
Oxy, Oxz è Oyz äëÿ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à âñÿ ñèñòåìà êîîðäè-íàò îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Oxyz (â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà) èëè Oxy (â ñëó÷àåïëîñêîñòè).Ïóñòü òî÷êè A è B â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòèìåþò êîîðäèíàòû (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3) ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîìîäóëü âåêòîðà ðàâåí êîðíþ êâàäðàòíîìó èç åãî ñêàëÿðíîãî êâàäðàòà,à ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ðàâåí ñóììåêâàäðàòîâ åãî êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è
B âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

|AB| =
√

(b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2. (1)Òîò �àêò, ÷òî òî÷êà A â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò êîîðäè-íàòû (a1, a2, a3), áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: A(a1, a2, a3).2. Äåëåíèå îòðåçêà â äàííîì îòíîøåíèèÎïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ðàçëè÷íûå òî÷êè A è B è÷èñëî t. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè
t, åñëè

−→
AC = t · −−→CB. (2)Íàïðèìåð, åñëè C � ñåðåäèíà îòðåçêà AB, òî îíà äåëèò åãî â îò-íîøåíèè 1 (òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå −→

AC = 1 · −−→CB), òî÷êà A äåëèò åãî âîòíîøåíèè 0 (òàê êàê −→
AA = ~0 = 0 · −−→AB), à òî÷êà B íå äåëèò åãî íè âêàêîì îòíîøåíèè (òàê êàê −−→

BB = ~0 è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ÷èñëà t, ÷òî
−−→
AB = t · −−→BB). Íà ðèñ. 11 òî÷êà C1 äåëèò îòðåçîê AB â îòíîøåíèè 1

2
, àòî÷êà C2 � â îòíîøåíèè −4.Ïóñòü t = −1 è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2). Òîãäà −−→

AB =
−→
AC +

−−→
CB = ~0,÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê òî÷êè A è B ðàçëè÷íû. Ïóñòü òåïåðü t 6= −1.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà C, äåëÿùàÿ îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t, ñóùå-ñòâóåò. Âûâåäåì �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîîðäèíàò òî÷êè C, åñëè èç-âåñòíû êîîðäèíàòû òî÷åê A(a1, a2, a3) è B(b1, b2, b3) è ÷èñëî t. Îáîçíà÷èìêîîðäèíàòû òî÷êè C ÷åðåç (c1, c2, c3). �àñïèñûâàÿ ðàâåíñòâî −→

AC = t ·−−→CB



42 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàâ êîîðäèíàòàõ, èìååì



c1 − a1 = t(b1 − c1),
c2 − a2 = t(b2 − c2),
c3 − a3 = t(b3 − c3).

(3)Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî




c1 =
a1 + tb1
1 + t

,

c2 =
a2 + tb2
1 + t

,

c3 =
a3 + tb3
1 + t

.

(4)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè òî÷êà C ñóùåñòâóåò, òî îíà åäèíñòâåííà. Ñó-ùåñòâîâàíèå òî÷êè C òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ ëåãêî. Â ñàìîì äåëå, ðàñ-ñìîòðèì òî÷êó C, êîîðäèíàòû êîòîðîé çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè (4). Òîãäàáóäóò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (3). Íî ïîñëåäíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàêðàâåíñòâî (2), ðàñïèñàííîå â êîîðäèíàòàõ.
r r
r r

A

B

C1

C2

�èñ. 11Èòàê, òî÷êà C, äåëÿùàÿ îòðåçîê AB â îòíîøåíèè t, ñóùåñòâóåò òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà t 6= −1, ïðè÷åì ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ îíàåäèíñòâåííà. Ïîñìîòðèì, ãäå ýòà òî÷êà ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ. Èç ðàâåí-ñòâà (2) âûòåêàåò, ÷òî íàïðàâëåííûå îòðåçêè −→
AC è −−→

CB êîëëèíåàðíû.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà C äîëæíà ëåæàòü íà ïðÿìîé AB. Êàê îòìå-÷àëîñü âûøå, îíà íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé B. Ïóñòü òåïåðü C �ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé AB, îòëè÷íàÿ îò B. Òîãäà âåêòîðû −→
AC è−−→

CB êîëëèíåàðíû è −−→
CB 6= ~0. Â ñèëó êðèòåðèÿ êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ(ñì. ñ. 22) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî t, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2). Èòàê,òî÷êà C äåëèò îòðåçîê AB â íåêîòîðîì îòíîøåíèè òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé AB è îòëè÷íà îò òî÷êè B. Ëåãêî ïîíÿòüòàêæå, ÷òî åñëè C ïðèíàäëåæèò îòðåçêó AB, òî t > 0, à â ïðîòèâíîìñëó÷àå t < 0.



� 5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè 43Îòìåòèì îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî C � ñå-ðåäèíà îòðåçêà AB. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíàäåëèò ýòîò îòðåçîê â îòíîøåíèè 1. Â ñèëó (4) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êa Cèìååò êîîðäèíàòû
(
a1 + b1

2
,
a2 + b2

2
,
a3 + b3

2

)
. (5)Èíûìè ñëîâàìè,êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà åñòü ïîëóñóììà (ñðåäíåå àðè-�ìåòè÷åñêîå) êîîðäèíàò åãî íà÷àëà è êîíöà.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóë (4) ðåøèì ñëåäóþùóþçàäà÷ó: íàéòè êîîðäèíàòû òî÷êè T , ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìå-äèàí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè P (p1, p2, p3), Q(q1, q2, q3) è R(r1, r2, r3).

r r
r

r

r

rP

Q

R

S

T

�èñ. 12Îáîçíà÷èì ÷åðåç S òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíû PT è ñòîðîíû QR(ðèñ. 12), à ÷åðåç (s1, s2, s3) � êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè. Â ñèëó ñêàçàí-íîãî âûøå s1 =
q1 + r1

2
, s2 =

q2 + r2
2

, s3 =
q3 + r3

2
. Èçâåñòíî, ÷òî òî÷êàïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí îòñåêàåò îò ìåäèàíû 2

3
åå äëèíû (åñëè ñ÷èòàòü îòâåðøèíû òðåóãîëüíèêà). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà T äåëèò îòðåçîê PS âîòíîøåíèè 2. Ñëåäîâàòåëüíî,





t1 =
p1 + 2s1
1 + 2

=
p1 + q1 + r1

3
,

t2 =
p2 + 2s2
1 + 2

=
p2 + q2 + r2

3
,

t3 =
p3 + 2s3
1 + 2

=
p3 + q3 + r3

3
.



44 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà3. Çàìåíà ñèñòåìû êîîðäèíàò�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâà-íû äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò è èçâåñòíû êîîðäèíàòû íåêîòîðîé òî÷êè âîäíîé èç íèõ. Êàê íàéòè êîîðäèíàòû òîé æå òî÷êè â äðóãîé ñèñòåìåêîîðäèíàò?Èòàê, ïóñòü (O; ~b1,~b2,~b3) è (P ; ~c1,~c2,~c3) � äâå ñèñòåìû êîîð-äèíàò (ðèñ. 13). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò
(O; ~b1,~b2,~b3) ñòàðîé, à ñèñòåìó êîîðäèíàò (P ; ~c1,~c2,~c3) � íîâîé. Ïóñòü
(x1, x2, x3) � êîîðäèíàòû òî÷êèM â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òðåáóåò-ñÿ íàéòè åå êîîðäèíàòû â íîâîé ñèñòåìå. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç (x′1, x′2, x′3).
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�èñ. 13Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (p1, p2, p3) êîîðäè-íàòû òî÷êè P â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ÷åðåç (t11, t21, t31) � êîîð-äèíàòû âåêòîðà ~c1 â áàçèñå (~b1,~b2,~b3), ÷åðåç (t12, t22, t32) � êîîðäèíàòûâåêòîðà ~c2 â áàçèñå (~b1,~b2,~b3), íàêîíåö, ÷åðåç (t13, t23, t33) � êîîðäèíàòûâåêòîðà ~c3 â áàçèñå (~b1,~b2,~b3). Ìàòðèöó
T =



t11 t12 t13
t21 t22 t23
t31 t32 t33


íàçîâåì ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Èíûìè ñëî-âàìè, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà (~b1,~b2,~b3) ê áàçèñó (~c1,~c2,~c3) � ýòîìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íîâîãî áà-çèñà â ñòàðîì áàçèñå.Âû÷èñëèì äâóìÿ ñïîñîáàìè âåêòîð −−→

OM . Ñ îäíîé ñòîðîíû, −−→OM =
x1~b1 + x2~b2 + x3~b3. Ñ äðóãîé,
−−→
OM =

−−→
OP +

−−→
PM = (p1~b1 + p2~b2 + p3~b3) + (x′1~c1 + x′2~c2 + x′3~c3) =



� 5. Ñèñòåìà êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû òî÷êè 45
= p1~b1 + p2~b2 + p3~b3 + x′1(t11

~b1 + t21~b2 + t31~b3) +

+ x′2(t12
~b1 + t22~b2 + t32~b3) + x′3(t13

~b1 + t23~b2 + t33~b3) =

= (p1 + t11x
′
1 + t12x

′
2 + t13x

′
3)
~b1 + (p2 + t21x

′
1 + t22x

′
2 + t23x

′
3)
~b2 +

+ (p3 + t31x
′
1 + t32x

′
2 + t33x

′
3)
~b3.Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 2




x1 = p1 + t11x

′
1 + t12x

′
2 + t13x

′
3,

x2 = p2 + t21x
′
1 + t22x

′
2 + t23x

′
3,

x3 = p3 + t31x
′
1 + t32x

′
2 + t33x

′
3.

(6)Ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè ïåðåõîäà îò ñòàðîé ñèñòåìûêîîðäèíàò ê íîâîé èëè �îðìóëàìè çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò. Çíàÿíîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè M , ïî ýòèì �îðìóëàì ìîæíî íàéòè ñòàðûåêîîðäèíàòû. Ìîæíî ðåøèòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó. Äëÿ ýòîãî íóæíî ïî-ñìîòðåòü íà �îðìóëû (6) êàê íà ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñòðåìÿ íåèçâåñòíûìè x′1, x′2, x′3:


t11x

′
1 + t12x

′
2 + t13x

′
3 = x1 − p1,

t21x
′
1 + t22x

′
2 + t23x

′
3 = x2 − p2,

t31x
′
1 + t32x

′
2 + t33x

′
3 = x3 − p3.

(7)Â ñîîòâåòñòâèå ñ �îðìóëîé (4) èç � 4
~c1~c2~c3 =

∣∣∣∣∣∣

t11 t21 t31
t12 t22 t32
t13 t23 t33

∣∣∣∣∣∣
·~b1~b2~b3.Îïðåäåëèòåëü, âõîäÿùèé â ýòî ðàâåíñòâî, îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû ~c1,~c2,~c3 áûëè áû êîìïëàíàðíûìè (ñì. òåîðåìóèç � 4) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå îáðàçîâûâàëè áû áàçèñà. Íåïîñðåäñòâåííûåâû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí îïðåäåëèòåëþ ñè-ñòåìû (7) (îòìåòèì, ÷òî ýòî íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 9 â � 13),è ïîòîìó ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü òàêæå îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñîãëàñíî òåî-ðåìå 2 èç � 1, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (7) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-øåíèå. Íàéäÿ ýòî ðåøåíèå, ìû íàéäåì âûðàæåíèå êîîðäèíàò òî÷êèM âíîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÷åðåç åå êîîðäèíàòû â ñòàðîé ñèñòåìå. Ìû íåáóäåì ïðèâîäèòü ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû â îáùåì âèäå, òàê êàê îíèâûãëÿäÿò äîâîëüíî ãðîìîçäêî.Ìû ðàññìîòðåëè çàäà÷ó çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî íà ïëîñêîñòè �îðìóëû ïå-ðåõîäà èìåþò âèä {

x1 = p1 + t11x
′
1 + t12x

′
2,

x2 = p2 + t21x
′
1 + t22x

′
2.

(8)



46 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÂ ãëàâàõ 9 è 10 íàì ïîíàäîáèòñÿ îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòèõ �îðìóë.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàð-òîâà, à íîâàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàðîé ïîâîðîòîì ïëîñ-êîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò ñòàðîé ñèñòåìû íà íåêîòîðûé óãîë α(ðèñ. 14).
-

6

������*

A
A
A

A
A
AK

s
O ~b1

~b2

~c1
~c2

α

α

�èñ. 14Â ÷àñòíîñòè, íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîìñòàðîé ñèñòåìû, è ïîòîìó p1 = p2 = 0. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìàòðèöàïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó èìååò â äàííîì ñëó÷àå âèä
T =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(îíà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α).Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëû ïåðåõîäà ïðèíèìàþò âèä
{
x1 = x′1 cosα − x′2 sinα,
x2 = x′1 sinα + x′2 cosα.

(9)Ýòè �îðìóëû íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íàóãîë α.� 6. Çàäà÷èÂî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ïàðàãðà�à, â êîòîðûõ ÿâíî íå îãîâîðåíî ïðî-òèâíîå, êîîðäèíàòû âåêòîðîâ äàíû â ïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå,à êîîðäèíàòû òî÷åê � â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:



� 6. Çàäà÷è 471) çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçè-ñó;2) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì ïðîåêöèé âåêòîðà íà ïëîñêîñòüèëè ïðÿìóþ;3) çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðûõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé;4) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì ïëîùàäåé è îáúåìîâ ãåîìåòðè-÷åñêèõ �èãóð;5) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ �îðìóëîé äåëåíèÿ îòðåçêà â äàííîì îòíîøå-íèè.Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà.Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-óãîëüíèêà ABC, òî −−→
AH +

−−→
BH +

−−→
CH = ~0.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ñåðåäèíû ñòîðîí AB, AC è BC ÷åðåç D, Eè F ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 15). Â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ABC âûáåðåìáàçèñ (

−−→
AB,

−→
AC) è íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ −→

AF , −−→BE è −−→
CD â ýòîìáàçèñå. Èç î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ

−→
AF =

−−→
AB+

−−→
BF=

−−→
AB+

1

2

−−→
BC=

−−→
AB+

1

2
(
−→
AC−−−→

AB)=
1

2

−−→
AB+

1

2

−→
AC,

−−→
BE=

−−→
BA+

−→
AE=−−−→

AB+
1

2

−→
AC,

−−→
CD=

−→
CA+

−−→
AD=

1

2

−−→
AB− −→

ACâûòåêàåò, ÷òî −→
AF =

(
1

2
,
1

2

), −−→BE =

(
−1,

1

2

) è −−→
CD =

(
1

2
,−1

). Èñïîëü-çóÿ èçâåñòíîå èç øêîëüíîãî êóðñà ñâîéñòâî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí,ïîëó÷àåì, ÷òî
−−→
AH=

2

3
·−→AF =

(
1

3
,
1

3

)
,
−−→
BH=

2

3
·−−→BE=

(
−2

3
,
1

3

)
,
−−→
CH=

2

3
·−−→CD=

(
1

3
,−2

3

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, −−→AH +

−−→
BH +

−−→
CH = (0, 0) = ~0.



48 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà
s s s
s
s
s s

A B

C

D

E F

H

6

-�
�
�
���

s s
s

σ

~a
~b

~cO

A

C�èñ. 15 �èñ. 16�åøèì òåïåðü çàäà÷ó âòîðîãî òèïà.Çàäà÷à 2. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà ~a = (5, 3, 1) íàïëîñêîñòü σ, îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó ~b = (2, 1,−1).�åøåíèå. Âûáåðåì â ïëîñêîñòè σ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O è îòëî-æèì îò íåå âåêòîðû ~a è~b. Êîíåö âåêòîðà ~a îáîçíà÷èì áóêâîé A. Ïóñòü C� îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà ïëîñêîñòü σ. Íåîáõîäèìî íàéòèêîîðäèíàòû âåêòîðà ~c =
−−→
OC (ðèñ. 16). Âåêòîðû −→

AC è ~b êîëëèíåàðíû.Ñëåäîâàòåëüíî, −→AC = t~b è ~c = ~a +
−→
AC = ~a + t~b äëÿ íåêîòîðîãî t. Ïî-ñêîëüêó ~b ⊥ ~c, òî ~b~c = 0. Íî

~b~c = (~b,~a+ t~b) = ~b~a+ t~b~b = 12 + 6t.Òàêèì îáðàçîì, 12 + 6t = 0, îòêóäà t = −2 è ~c = ~a− 2~b = (1, 1, 3).Îòâåò: (1,1,3).Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì òðåòüåãî òèïà.Çàäà÷à 3. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x = (11,−2, 11) â áàçèñå ~a =
(1,−2,−1), ~b = (3, 0, 5), ~c = (0,−2, 2).�åøåíèå. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â áàçèñå ~a,~b,~c ÷åðåç
(x1, x2, x3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî

~x = x1~a+ x2~b+ x3~c.Ïðèðàâíèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâûå, âòîðûå è òðåòüè êîîðäèíàòû âåê-òîðîâ, ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñè-ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




x1 + 3x2 = 11,
−2x1 − 2x3 = −2,
−x1 + 5x2 + 2x3 = 11.



� 6. Çàäà÷è 49�åøèì ýòó ñèñòåìó ïî ïðàâèëó Êðàìåðà (ñì. òåîðåìó 2 â � 1). Èìååì
∆ =

∣∣∣∣∣∣

1 3 0
−2 0 −2
−1 5 2

∣∣∣∣∣∣
= 28, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣

11 3 0
−2 0 −2
11 5 2

∣∣∣∣∣∣
= 56,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣

1 11 0
−2 −2 −2
−1 11 2

∣∣∣∣∣∣
= 84, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 3 11
−2 0 −2
−1 5 11

∣∣∣∣∣∣
= −28.Ñëåäîâàòåëüíî, x1 = ∆1

∆
= 2, x2 = ∆2

∆
= 3, x3 = ∆3

∆
= −1.Îòâåò: (2, 3,−1).Çàäà÷à 4. Äàíû âåêòîðû ~a = (1, 2,−1), ~b = (1, 1, 2) è ~c = (1,−1, 0).Íàéòè âåêòîð ~d äëèíû√

2, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ~a, êîìïëàíàðíûé âåê-òîðàì ~b è ~c è îáðàçóþùèé îñòðûé óãîë ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåìîñè Oz.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà ~d ÷åðåç (x1, x2, x3). Èçóñëîâèé |~d| =
√
2 è ~d ⊥ ~a âûòåêàþò ðàâåíñòâà x21 + x22 + x23 = 2 è x1 +

2x2 − x3 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, à èç êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ ~d, ~b è ~c �ðàâåíñòâî ∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3
1 1 2
1 −1 0

∣∣∣∣∣∣
= 0.�àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü èç ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïî ïåðâîéñòðîêå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé





x21 + x22 + x23 = 2,
x1 + 2x2 − x3 = 0,

2x1 + 2x2 − 2x3 = 0.Âû÷èòàÿ èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷àåì x1 − x3 = 0, ò. å.
x1 = x3. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî x2 = 0. Ó÷èòûâàÿïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = ±1. Èòàê, íàøà ñèñòåìà èìååò äâàðåøåíèÿ: ~d1 = (1, 0, 1) è ~d2 = (−1, 0,−1). Äî ñèõ ïîð ìû íå èñïîëüçîâà-ëè óñëîâèå î òîì, ÷òî âåêòîð ~d îáðàçóåò îñòðûé óãîë ñ ïîëîæèòåëüíûìíàïðàâëåíèåì îñè Oz. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ~z � ïðîèçâîëüíûé âåê-òîð, íàïðàâëåíèå êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåìîñè Oz, òî óãîë ( ~̂d, ~z) � îñòðûé, ò. å. ~d~z > 0. ßñíî, ÷òî â êà÷åñòâå ~z ìîæ-íî âçÿòü âåêòîð ~z0 = (0, 0, 1). Ïîñêîëüêó ~d1~z0 = 1, à ~d2~z0 = −1, ïîëó÷àåì,÷òî ~d = (1, 0, 1).



50 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàÎòâåò: ~d = (1, 0, 1).�åøèì çàäà÷ó ÷åòâåðòîãî òèïà.Çàäà÷à 5. Äàí òåòðàýäð ABCD ñ âåðøèíàìè A(3,−2, 1), B(4,−3,0), C(5,−1, 1) è D(4,−4, 2). Íàéòè äëèíó åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåð-øèíû D.�åøåíèå. Ïîëîæèì ~b =
−−→
AB, ~c =

−→
AC è ~d =

−−→
AD. ßñíî, ÷òî

~b = (1,−1,−1), ~c = (2, 1, 0) è ~d = (1,−2, 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç h äëèíóâûñîòû òåòðàýäðà, îïóùåííîé èç âåðøèíû D, ÷åðåç V � îáúåì ïàðàë-ëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a, ~b è ~c, à ÷åðåç S � ïëîùàäüïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~a è ~b. ßñíî, ÷òî V = S · h.Â ñèëó òåîðåìû èç � 4, V = |~a~b~c|. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (6) èç � 4, èìååì
V = mod

∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
2 1 0
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
= 8(ñèìâîë mod èìååò çäåñü òîò æå ñìûñë, ÷òî è â �îðìóëå (6) èç � 4).Äàëåå, â ñèëó ñâîéñòâà 1 íà ñ. 30, S = |~a × ~b|. Íàéäåì ñíà÷àëà âåêòîð

~a×~b, îáîçíà÷èâ ÷åðåç (~e1, ~e2, ~e3) òîò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîìäàíû êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (3) èç � 4, èìååì
~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~e1 ~e2 ~e3
1 −1 −1
2 1 0

∣∣∣∣∣∣
= ~e1 − 2~e2 + 3~e3 = (1,−2, 3).Ñëåäîâàòåëüíî, S = |~a×~b| =

√
1 + 4 + 9 =

√
14 è h =

V

S
=

8√
14
.Îòâåò: 8√

14
.Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ïÿòîãî òèïà.Çàäà÷à 6. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(1, 1), B(4, 5) è C(−2, −3).Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå Bñî ñòîðîíîé AC.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ òî÷êó ÷åðåç D. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâîáèññåêòðèñû óãëà òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

|AD|
|DC| =

|BA|
|BC| =

√
(1− 4)2 + (1− 5)2√

(−2− 4)2 + (−3− 5)2
=

5

10
=

1

2
.



� 6. Çàäà÷è 51Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà D äåëèò îòðåçîê AC â îòíîøåíèè 1

2
. Îáîçíà÷èìêîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè ÷åðåç (x, y). Ïî �îðìóëàì (4) èç � 5 ïîëó÷àåì,÷òî x =

1− 1

3/2
= 0 è y =

1− 3/2

3/2
= −1

3
.Îòâåò: (0,−1

3

).2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà:à) ∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣; á) ∣∣∣∣ 2 1
4 2

∣∣∣∣; â) ∣∣∣∣ 1 1
−1 2

∣∣∣∣; ã) ∣∣∣∣ cosα − sinα
sinα cosα

∣∣∣∣; ä) ∣∣∣∣ cosα sinα
sinα cosα

∣∣∣∣;å) ∣∣∣∣ sinα sinα
− cosα cosα

∣∣∣∣; æ) ∣∣∣∣ tgα −1
1 tgα

∣∣∣∣; ç) ∣∣∣∣ sinα cosα
sinβ cos β

∣∣∣∣; è) ∣∣∣∣ cosα sinα
sin β cos β

∣∣∣∣;ê) ∣∣∣∣ a+ b a− b
a− b a+ b

∣∣∣∣; ë) ∣∣∣∣ x− 1 1
x3 x2 + x+ 1

∣∣∣∣.2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà, èñõîäÿ èç îïðåäåëå-íèÿ:à) ∣∣∣∣∣∣ 1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
; á) ∣∣∣∣∣∣ 1 −2 1

2 −1 0
1 3 2

∣∣∣∣∣∣
; â) ∣∣∣∣∣∣ 0 1 1

1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣
; ã) ∣∣∣∣∣∣ 1 −1 3

2 1 4
4 −1 10

∣∣∣∣∣∣
; ä) ∣∣∣∣∣∣ a a a

−a a x
−a −a x

∣∣∣∣∣∣
.3. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàçëîæåíèåì ïî ïåð-âîé ñòðîêå:à) ∣∣∣∣∣∣ 1 1 1

−1 0 1
−1 −1 0

∣∣∣∣∣∣
; á) ∣∣∣∣∣∣ 1 −2 3

2 1 4
−1 2 5

∣∣∣∣∣∣
; â) ∣∣∣∣∣∣ 1 −1 0

2 3 1
4 1 1

∣∣∣∣∣∣
; ã) ∣∣∣∣∣∣ a a aa b b

a a b

∣∣∣∣∣∣
.4. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà:à) åñëè îïðåäåëèòåëü ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó (ñòîëáåö) èëè äâåîäèíàêîâûå ñòðîêè (ñòîëáöà), òî îí ðàâåí íóëþ;á) åñëè óìíîæèòü ñòðîêó (ñòîëáåö) íà ÷èñëî t, òî âåñü îïðåäåëèòåëüóìíîæèòñÿ íà ÷èñëî t;â) åñëè ê íåêîòîðîé ñòðîêå (ñòîëáöó) ïðèáàâèòü äðóãóþ ñòðîêó (ñòîë-áåö), óìíîæåííóþ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ;ã) ∣∣∣∣∣∣a11 a12 a13a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= −a21 ·

∣∣∣∣
a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a22 ·
∣∣∣∣
a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣− a23 ·
∣∣∣∣
a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣(ðàçëîæåíèå ïî âòîðîé ñòðîêå);



52 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðàä) ∣∣∣∣∣∣a11 a12 a13a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a31 ·

∣∣∣∣
a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣− a32 ·
∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣+ a33 ·
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣(ðàçëîæåíèå ïî òðåòüåé ñòðîêå);å) çàïèñàòü ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïåðâîìó,âòîðîìó è òðåòüåìó ñòîëáöàì è äîêàçàòü ýòè ðàâåíñòâà.5. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà, óêàçàííûå â çàäà÷å4: à) ∣∣∣∣∣∣ 1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
; á) ∣∣∣∣∣∣ 2 10 100

0,1 2 10
0,01 0,1 2

∣∣∣∣∣∣
; â) ∣∣∣∣∣∣ sinα cosα 1

sin β cos β 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣
; ã) ∣∣∣∣∣∣ a+ b c 1

b+ c a 1
c+ a b 1

∣∣∣∣∣∣
.6*. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AD, BE è CF . Äîêà-çàòü, ÷òî −−→

AD +
−−→
BE +

−−→
CF = ~0.7*. Ïóñòü A1A2 . . . An � ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê, à O � åãî öåíòð.Äîêàçàòü, ÷òî −−→

OA1 +
−−→
OA2 + · · ·+−−→

OAn = ~0.8. Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðû ~a è ~b, ÷òîáûâåêòîð ~a+~b äåëèë ïîïîëàì óãîë ìåæäó íèìè?9. Ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êè A(3,−1, 2), B(1, 2,−1), C(−1, 1,−3) è
D(3,−5, 3) ñëóæàò âåðøèíàìè òðàïåöèè.10. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AD, BE è CF . Èç-âåñòíî, ÷òî −−→AB = (2, 6,−4), −→AC = (4, 2,−2). Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðîâ−−→
AD, −−→BE è −−→

CF .11. Íà ïëîñêîñòè äàíû âåêòîðû ~p è ~q. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~sâ áàçèñå (~p, ~q):à) ~p = (1, 2), ~q = (−3, 1), ~s = (−7, 7);á) ~p = (3,−2), ~q = (2, 2), ~s = (1, 6);â) ~p = (1,−1), ~q = (7, 5), ~s = (5, 7).12. Â ïðîñòðàíñòâå äàíû âåêòîðû ~p, ~q, ~r. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà
~s â áàçèñå (~p, ~q, ~r):à) ~p = (3,−2, 1), ~q = (−1, 1,−2), ~r = (2, 1,−3), ~s = (11,−6, 5);á) ~p = (2, 1, 0), ~q = (1,−1, 2), ~r = (2, 2,−1), ~s = (3, 7,−7);â) ~p = (1, 1,−2), ~q = (2, 1, 0), ~r = (−3, 1, 2), ~s = (8, 2,−4).13. Îïðåäåëèòü ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òî÷-êàõ A(1,−3), B(3,−5) è C(−5, 7).14. Òî÷êè (2,−1), (−1, 4) è (−2, 2) ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí òðå-óãîëüíèêà. Îïðåäåëèòü åãî âåðøèíû.15. Äàíû òî÷êè A(3,−1) è B(2, 1). Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû:à) òî÷êè M , ñèììåòðè÷íîé òî÷êå A îòíîñèòåëüíî òî÷êè B;á) òî÷êè N , ñèììåòðè÷íîé òî÷êå B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A.



� 6. Çàäà÷è 5316. Äàíû òðè âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà A(3,−5), B(5,−3) è
C(−1, 3). Îïðåäåëèòü ÷åòâåðòóþ âåðøèíóD, ïðîòèâîïîëîæíóþ âåðøèíå
B. 17. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(2,−5), B(1,−2), C(4, 7). Íàé-òè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå B ñîñòîðîíîé AC.18. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(3,−5), B(−3, 3), C(−1,−2).Îïðåäåëèòü äëèíó áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå A.19. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû òðåõ âåðøèí òðàïåöèè A(−4,−5, 6), B(2,1,3) è C(0, 0, 0). Íàéòè ÷åòâåðòóþ âåðøèíó D è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèà-ãîíàëåé, åñëè äëèíà îñíîâàíèÿ CD ðàâíà 18.20*.Ìåäèàíà è áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, ïðîâåäåííûå èç âåð-øèíû A, ïåðåñåêàþò ñòîðîíó BC â òî÷êàõ M è L ñîîòâåòñòâåííî. �àç-ëîæèòü âåêòîðû −−→

AM è −→
AL ïî áàçèñó, ñîñòîÿùåìó èç âåêòîðîâ ~a =

−−→
AB è

~b =
−→
AC.21*. Òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ëåæèò íà îñè àáñ-öèññ, äâå åãî âåðøèíû � òî÷êè A(2,−3) è B(−5, 1), òðåòüÿ âåðøèíà Cëåæèò íà îñè îðäèíàò. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷åê M è C.22. Âåêòîðû ~a è ~b îáðàçóþò óãîë 2π

3
, |~a| = 3, |~b| = 4. Âû÷èñëèòü:à) ~a~b; á) ~a~a; â) (~a+~b,~a+~b); ã) (3~a− 2~b,~a+2~b); ä) (3~a+2~b, 3~a+2~b).23. Âåêòîðû ~a è ~b îðòîãîíàëüíû, âåêòîð ~c îáðàçóåò ñ íèìè óãëû,ðàâíûå π

3
. Çíàÿ, ÷òî |~a| = 3, |~b| = 5, |~c| = 8, âû÷èñëèòü:à) (3~a− 2~b,~b+3~c); á) (~a+~b+~c,~a+~b+~c); â) (~a+2~b− 3~c,~a+2~b− 3~c).24. Äàíî, ÷òî |~a| = 3, |~b| = 5. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèèïàðàìåòðà t âåêòîðû ~a+ t~b è ~a− t~b áóäóò îðòîãîíàëüíû.25. Âåêòîðû ~a è ~b îáðàçóþò óãîë π

6
, |~a| = √

3, |~b| = 1. Íàéòè óãîëìåæäó âåêòîðàìè ~p = ~a+~b è ~q = ~a−~b.26. Äàíû âåêòîðû ~a = (4,−2,−4) è ~b = (6,−3, 2). Âû÷èñëèòü:à) ~a~b; á) √~a~a; â) √~b~b; ã) (2~a− 3~b,~a+ 2~b); ä) (~a+~b,~a+~b).27. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−1,−2, 4), B(−4,−2, 0) è C(3,
−2, 1). Îïðåäåëèòü åãî âíóòðåííèé óãîë ïðè âåðøèíå B.28*. Âû÷èñëèòü òóïîé óãîë, îáðàçîâàííûé ìåäèàíàìè, ïðîâåäåííû-ìè èç âåðøèí îñòðûõ óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-íèêà.29. Âåêòîð ~x îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a = (3, 2, 2) è ~b = (18,−22,−5) èîáðàçóåò ñ îñüþ Oy òóïîé óãîë. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x, çíàÿ, ÷òî
|~x| = 14.



54 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà30. Äàíû âåêòîðû ~a = (2, 3,−1), ~b = (1,−2, 3), ~c = (2,−1, 1). Íàéòèâåêòîð ~x, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðàì ~a è ~b è òàêîé, ÷òî ~x~c = −6.31*. Ñóììà âåêòîðîâ åäèíè÷íîé äëèíû ~a, ~b è ~c ðàâíà ~0. Âû÷èñëèòü
~a~b+~b~c+ ~c~a.32. Äàíî: |~a| = 10, |~b| = 2 è ~a~b = 12. Âû÷èñëèòü |~a×~b|.33. Äàíî: |~a| = 3, |~b| = 26 è |~a×~b| = 72. Âû÷èñëèòü ~a~b.34. Âåêòîðû ~a è ~b îðòîãîíàëüíû, |~a| = 3, |~b| = 4. Âû÷èñëèòü:à) |[~a+~b,~a−~b]|; á) |[3~a −~b,~a− 2~b]|.35. Äîêàçàòü, ÷òî (~a×~b,~a×~b) + (~a,~b)2 = (~a,~a) · (~b,~b).36*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ~a+~b+ ~c = ~0, òî ~a×~b = ~b× ~c = ~c× ~a.37*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ~a×~b = ~b×~c = ~c×~a è êàêèå-òî äâà èç âåêòîðîâ
~a, ~b è ~c íå êîëëèíåàðíû, òî ~a+~b+ ~c = ~0.38*. Âåêòîðû ~a, ~b è ~c óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì ~a×~b = ~c, ~b×~c = ~a,
~c× ~a = ~b. Íàéòè äëèíû ýòèõ âåêòîðîâ è óãëû ìåæäó íèìè.39. Äàíû âåêòîðû ~a = (3,−1,−2), ~b = (1, 2,−1). Âû÷èñëèòü:à) [~a,~b]; á) [2~a+~b,~b]; â) [2~a−~b, 2~a+~b].40. Äàíû òî÷êè A(1, 2, 0), B(3, 0,−3) è C(5, 2, 6). Âû÷èñëèòü ïëî-ùàäü òðåóãîëüíèêà ABC.41. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(1,−1, 2), B(5,−6, 2) è C(1, 3,
−1). Âû÷èñëèòü äëèíó âûñîòû, îïóùåííîé èç òî÷êè B íà ñòîðîíó AC.42. Âåêòîð ~c îðòîãîíàëåí âåêòîðàì ~a è ~b, óãîë ìåæäó ~a è ~b ðàâåí
30◦. Çíàÿ, ÷òî |~a| = 6, |~b| = 3, |~c| = 3, âû÷èñëèòü ~a~b~c.43. Äàíû âåêòîðû ~a = (2,−3, 1), ~b = (−3, 1, 2) è ~c = (1, 2, 3). Âû÷èñ-ëèòü:à) [[~a,~b],~c]; á) [~a, [~b,~c]].44. Äîêàçàòü, ÷òî |~a~b~c| 6 |~a| · |~b| · |~c|.45*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ~a×~b+~b× ~c+ ~c× ~a = ~0, òî âåêòîðû ~a, ~b è ~cêîìïëàíàðíû.46*. Èç îäíîé òî÷êè îòëîæåíû òðè íåêîìïëàíàðíûõ âåêòîðà ~a, ~b, ~c.Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç êîíöû ýòèõ âåêòîðîâ, ïåð-ïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó ~a×~b+~b× ~c+ ~c× ~a.47. Äàíû âåêòîðû ~a = (1,−1, 3), ~b = (−2, 2, 1), ~c = (3,−2, 5). Âû÷èñ-ëèòü ~a~b~c.48. Íàéòè îáúåì òåòðàýäðà, âåðøèíû êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ
A(2,−1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2,−1) è D(4, 1, 3).49. Äàíû âåðøèíû òåòðàýäðà A(2, 3, 1), B(4, 1,−2), C(6, 3, 7) è
D(−5,−4, 8). Íàéòè äëèíó åãî âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû D.50. Äàíû âåêòîðû ~a = (11, 10, 2) è~b = (4, 0, 3). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû1, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðàì ~a è ~b è íàïðàâëåííûé òàê, ÷òîáû òðîéêà
(~a,~b,~c) èìåëà ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ.



� 6. Çàäà÷è 5551. Äàíû âåêòîðû ~a = (1, 1, 1) è ~b = (1, 0, 0). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû1, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ~a, îáðàçóþùèé ñ âåêòîðîì ~b óãîë π
3
è íàïðàâ-ëåííûé òàê, ÷òîáû òðîéêà (~a,~b,~c) áûëà ïðàâîé.52. Äàíû âåêòîðû ~a = (0, 1, 1) è ~b = (1, 1, 0). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû1, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ~a, îáðàçóþùèé ñ âåêòîðîì ~b óãîë π

4
è íàïðàâ-ëåííûé òàê, ÷òîáû òðîéêà (~a,~b,~c) èìåëà ïîëîæèòåëüíóþ îðèåíòàöèþ.53. Ïóñòü S � ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

~a = (a1, a2) è ~b = (b1, b2) êàê íà ñòîðîíàõ. Äîêàçàòü, ÷òî
S = mod

∣∣∣∣
a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣(ñèìâîë mod èìååò çäåñü òîò æå ñìûñë, ÷òî è â �îðìóëå (6) èç � 4).54*. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c âûïîëíåíîðàâåíñòâî [~a, [~b,~c]] = ~b · (~a,~c)−~c · (~a,~b) (íàçûâàåìîå �îðìóëîé áàö ìèíóñöàá)55*. Äàíû òî÷êè A(2,−1, 7) è B(4, 5,−2). Â êàêîì îòíîøåíèè äåëèòîòðåçîê AB òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ ïëîñêîñòüþ Oyz?56. Îòðåçîê, îãðàíè÷åííûé òî÷êàìè A(−1, 8, 3) è B(9,−7,−2), ðàç-äåëåí òî÷êàìè C, D, E, F íà ïÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé. Íàéòè êîîðäèíàòûýòèõ òî÷åê.57. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû êîíöîâ îòðåçêà, êîòîðûé òî÷êàìè (2,2)è (1,5) ðàçäåëåí íà òðè ðàâíûå ÷àñòè.3. Îòâåòû1. à) −2; á) 0; â) 3; ã) 1; ä) cos 2α; å) sin 2α; æ) 1

cos2 α
; ç) sin(α− β);è) cos(α+ β); ê) 4ab; ë) −1.2. à) 0; á) 13; â) 2; ã) 0; ä) 2a2(a+x). 3. à) 1; á) 40; â) 0; ã) a(b− a)2.4. å) �àçëîæåíèå ïî ïåðâîìó ñòîëáöó :∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11 ·

∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a21 ·
∣∣∣∣
a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a31 ·
∣∣∣∣
a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣;ðàçëîæåíèå ïî âòîðîìó ñòîëáöó :∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= −a12 ·

∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a22 ·
∣∣∣∣
a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ − a32 ·
∣∣∣∣
a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣;ðàçëîæåíèå ïî òðåòüåìó ñòîëáöó :∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a13 ·

∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣− a23 ·
∣∣∣∣
a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣+ a33 ·
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣.



56 �ëàâà 1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà5. à) 0; á) 4; â) sin(β − γ) + sin(γ − α) + sin(α − β); ã) 0.6. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 1 íà ñ. 47.7. Óêàçàíèå: ïîâåðíóòü ïëîñêîñòü âîêðóã òî÷êè O íà öåíòðàëüíûé óãîëäàííîãî n-óãîëüíèêà.8. Âåêòîðû ~a è ~b äîëæíû èìåòü îäèíàêîâóþ äëèíó (ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7íà ñ. 114).9. Óêàçàíèå: ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû −−→
AB è −−→

CD êîëëèíåàðíû.10. −−→
AD = (3, 4,−3), −−→BE = (0,−5, 3), −−→CF = (−3, 1, 0).11. à) (2,3); á) (−1, 2); â) (−2, 1).12. à) (2,−3, 1); á) (2,−3, 1); â) (1, 2,−1). 13. (2,−4), (−2, 2), (−1, 1).14. (1,−3), (3,1), (−5, 7). 15. à) M(1, 3); á) N(4,−3). 16. D(−3, 1).17. (5

2
,−2

). 18. 14
√
2

3
.19. D(−12,−12, 6), (−8

3
,−10

3
, 4

).20. −−→
AM =

~a+~b

2
, −→AL =

|~b| · ~a+ |~a| ·~b
|~a|+ |~b|

. 21. M(−1, 0), C(0, 2).22. à) −6; á) 9; â) 13; ã) −61; ä) 73. 23. à) −62; á) 162; â) 373.24. t = ±0,6. 25. arccos
2√
7
. 26. à) 22; á) 6; â) 7; ã) −200; ä) 129.27. π

4
. 28. arccos(−0,8). 29. (−4,−6, 12). 30. (−3, 3, 3). 31. −3

2
. 32. 16.33. ±30. 34. à) 24; á) 60.36. Óêàçàíèå: óìíîæèòü âåêòîðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ~a + ~b + ~c = ~0 íàâåêòîðû ~a è ~b.38. Ëèáî ~a, ~b è ~c � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå âåêòîðû åäèíè÷íîé äëèíû,ëèáî ~a = ~b = ~c = ~0.39. à) (5,1,7); á) (10,2,14); â) (20,4,28). 40. 14. 41. 5. 42. 27.43. à) (−7, 14,−7); á) (10,13,19).45. Óêàçàíèå: óìíîæèòü ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ~a×~b+~b×~c+~c×~a = ~0íà ~c.46. óìíîæèòü ñêàëÿðíî âåêòîð ~a×~b+~b×~c+~c×~a íà âåêòîðû ~a−~c è ~b−~c.47. −7. 48. 3. 49. 11. 50. ~c = ( 6

5
√
5
,− 1√

5
,− 8

5
√
5

).51. ~c = (1

2
,
−1 +

√
2

4
,
−1−

√
5

4

). 52. ~c = (1

3
,
2

3
,−2

3

). 55. −1

2
.56. C(1, 5, 2), D(3, 2, 1), E(5,−1, 0), F (7,−4,−1). 57. (3,−1), (0,8).4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �11. à) Äàíû âåêòîðû ~a = (1,−1, 0) è ~b = (1,−2, 1). Íàéòè âåêòîð ~cäëèíû 2

√
3, îðòîãîíàëüíûé ~a è~b è íàïðàâëåííûé òàê, ÷òî òðîéêà (~a,~b,~c)� ëåâàÿ.



� 6. Çàäà÷è 57á) Äàíû âåêòîðû ~a = (1,−1, 0) è ~b = (1,−2, 1). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû√
14, êîìïëàíàðíûé âåêòîðàì ~a è ~b, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ~d = (2, 1, 1)è íàïðàâëåííûé òàê, ÷òî òðîéêà (~a, ~d,~c) � ëåâàÿ.â) Äàíû âåêòîðû ~a = (2, 1, 1) è ~b = (0, 1,−1). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû√
3, îðòîãîíàëüíûé ~a è ~b è íàïðàâëåííûé òàê, ÷òî òðîéêà (~a,~b,~c) �ïðàâàÿ.ã) Äàíû âåêòîðû ~a = (2,−1, 1) è ~b = (1, 0,−1). Íàéòè âåêòîð ~c äëèíû√
21, êîìïëàíàðíûé âåêòîðàì ~a è~b, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó ~d = (0,−2, 1)è íàïðàâëåííûé òàê, ÷òî òðîéêà (~a, ~d,~c) � ëåâàÿ.2. à) Íàéòè äëèíó áèññåêòðèñû AD òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè

A(4, 1), B(7, 5) è C(−4, 7).á) Íàéòè äëèíó âûñîòû AE òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè
A(−1, 1), B(1, 4) è C(5, 7).â) Íàéòè äëèíó áèññåêòðèñû AD òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè
A(0, 0), B(3, 4) è C(6, 8).ã) Íàéòè äëèíó âûñîòû AE òðåóãîëüíèêà ABC ñ âåðøèíàìè
A(2,−3), B(3,−4) è C(3,−1).3. Äàíû âåêòîðû ~a, ~b è ~c. Íàéòè âåêòîð [~a, [~b,~c]]− (~a,~c)~b:à) ~a = (1, 2,−1), ~b = (2, 0, 1), ~c = (−1, 1,−2);á) ~a = (1, 0, 2), ~b = (2, 1, 1), ~c = (3, 1, 1);â) ~a = (−1, 2,−1), ~b = (1, 3, 2), ~c = (2, 2, 0);ã) ~a = (1, 1,−1), ~b = (1, 2,−1), ~c = (0, 1, 2).4. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòûðå òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè:à) A(4, 2, 3), B(1, 1, 4), C(2, 1, 3), D(1, 0, 2);á) A(1, 4, 1), B(1, 1,−2), C(−1, 2, 3), D(0, 2, 1);â) A(1, 1, 1), B(2, 1, 0), C(−1, 1, 3), D(0, 1, 2);ã) A(2, 1, 1), B(−1, 4, 1), C(1,−1, 0), D(2, 4, 2).5. Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà ~c íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåê-òîðó ~a:à) ~a = (1, 1, 0), ~c = (0, 4, 3); á) ~a = (1,−2, 1), ~c = (4,−2, 4);â) ~a = (1, 2, 3), ~c = (−1, 4, 7); ã) ~a = (1,−1, 2), ~c = (4, 0, 7).



�ëàâà 2Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÂ äàííîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè è ïëîñêîñòè è ïðÿ-ìûå â ïðîñòðàíñòâå. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû óðàâíåíèé ïðÿ-ìûõ è ïëîñêîñòåé (ïðè ýòîì îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûìè ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì), à òàêæå âîïðîñû î âçàèìíîì ðàñïîëî-æåíèè ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, îá óãëàõ ìåæäó íèìè è î ðàññòîÿíèè îòòî÷êè äî ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè.� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòèÈçó÷åíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè îñíîâàíî íà ïîíÿòèÿõ êîîðäèíàòíîãîè ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé. Ïðåäâàðèòåëüíî ìû îçíàêîìèìñÿñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíèè.1. Êîîðäèíàòíîå è ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ëèíèèÎáîçíà÷èì ÷åðåç F(x, y) âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå x è y,êîíñòàíòû, çíàêè àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå F(x, y) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèÿ x + 2y − 1, x2 +
y2 − 2

√
x− y, sin(x+ π), lnx+ y è ò.ä.Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå F(x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûìóðàâíåíèåì ëèíèè ℓ, åñëè òî÷êà íà ïëîñêîñòè ëåæèò íà ℓ òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F(x, y) = 0.Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿ-þò óðàâíåíèþ F(x, y) = 0, íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 59óðàâíåíèÿ.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàð-òîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå ëèíèè ℓ ðàññìîòðèì îêðóæíîñòüðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a, b). Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-êà ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî M ∈ ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |CM | = r,ò. å. √
(x− a)2 + (y − b)2 = r. (1)Ñëåäîâàòåëüíî, (1) � óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ℓ. Ïðàâäà, îáû÷íî ïîä óðàâ-íåíèåì îêðóæíîñòè ïîíèìàþò äðóãîå óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå (1), � àèìåííî óðàâíåíèå (x− a)2 + (y − b)2 = r2.Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ïî äàííîé ëèíèè íàéäåíî åå êîîðäèíàòíîåóðàâíåíèå. �àññìîòðèì ïðèìåð îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà ïî óðàâíåíèþîïðåäåëÿåòñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç. �àññìîòðèì óðàâíåíèå x2+y2−

2x + 4y = 0. Ïðåîáðàçóåì åãî ëåâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä âûäåëåíèÿïîëíîãî êâàäðàòà. Èìååì
(x2 − 2x+ 1)− 1 + (y2 − 4y + 4)− 4 = 0èëè (x−1)2+(y−2)2 = 5. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåòîêðóæíîñòü ðàäèóñà √

5 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,2).Ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíèè. Ïðåäïîëî-æèì ïî-ïðåæíåìó, ÷òî â ïëîñêîñòè çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ëèíèþ ℓ. Ïðåäñòàâèì åå ñåáå êàê òðà-åêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè M(x, y). Ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà äâèæåòñÿ, åå êî-îðäèíàòû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ìåíÿþòñÿ, ò. å. ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè âðå-ìåíè. Ïóñòü êîîðäèíàòà x åñòü �óíêöèÿ f(t), à êîîðäèíàòà y � �óíêöèÿ
g(t). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x = f(t),
y = g(t)

(2)íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî ïàðà-ìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) ëèíèè ℓ. Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî, ïîíè-ìàåòñÿ ëè t êàê âðåìÿ èëè êàê ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèéâ êà÷åñòâå çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (ìû íà÷àëè ñ èíòåðïðåòàöèè
t êàê âðåìåíè èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè). Ïåðåìåííàÿ
t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ t ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñìíîæåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, à îãðàíè÷èâàòüñÿ íåêîòîðûìåãî ïðîìåæóòêîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåêîòîðîé ëèíèè ℓ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè



60 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè
M(x, y) íà ℓ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå t, ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè èçìåíåíèÿïàðàìåòðà, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (2). È îáðàòíî, åñëè t ïðè-íàäëåæèò îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, òî òî÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîéîïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (2), ëåæèò íà ℓ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñîñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíî-ñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàð-òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âîçüìåì óãîë, îáðàçóå-ìûé ðàäèóñîì-âåêòîðîì òåêóùåé òî÷êè M(x, y) íà îêðóæíîñòè è ïîëî-æèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè (ðèñ. 1). Òîãäà {

x = r cos t,
y = r sin t.

(3)Ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè, òî åå êîîðäèíàòûóäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (3). Îáðàòíî, åñëè êîîðäèíàòû (x, y)íåêîòîðîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, òî, î÷åâèäíî,
x2 + y2 = r2 è ïîòîìó òî÷êà ëåæèò íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà r ñ öåíòðîìâ íà÷àëå êîîðäèíàò. Ñëåäîâàòåëüíî, (3) � ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿíàøåé îêðóæíîñòè. Èòàê, ïî çàäàííîé ëèíèè ℓ ìû ñîñòàâèëè åå ïàðà-ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.
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�èñ. 1Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. �àññìîòðèì ñèñòåìóóðàâíåíèé {
x = 1 − t,
y = 2 + t.

(4)



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 61Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ. Ïóñòü òî÷êà M0 ñ êîîð-äèíàòàìè (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ãåîìåòðè÷åñêîìó îáðàçó ñèñòåìû óðàâ-íåíèé (4). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî t0 òàêîå, ÷òî x0 = 1 − t0 è
y0 = 2 + t0. Ñêëàäûâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, èìååì x0 + y0 = 3 èëè
y0 = −x0 + 3. Èòàê, êîîðäèíàòû òî÷êè M0 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
y = −x + 3, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà, çàäàåò ïðÿìóþ(ñì. òàêæå òåîðåìó 1 íèæå). Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà, êîîðäèíàòûêîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (4), ëåæèò íà ïðÿìîé y = −x+3. Ñïðà-âåäëèâî è îáðàòíîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (x0, y0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
y = −x+3, òî, âçÿâ t0 = −x0+1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî x0 = 1+t0 è y0 = 2+t0.Èòàê, ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ
y = −x+ 3.�àññìîòðåííûé âûøå ñïîñîá ïåðåõîäà îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíå-íèé ê êîîðäèíàòíîìó íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷åíèåì ïàðàìåòðà. Îò êîîð-äèíàòíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ñ ïîìîùüþââåäåíèÿ ïàðàìåòðà. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð. Óðàâíåíèå
x2 + y2 = r2 îïðåäåëÿåò, êàê ìû çíàåì, îêðóæíîñòü ðàäèóñà r ñ öåí-òðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ââåäåì ïàðàìåòð t ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
x = r cos t. Òîãäà r2 cos2 t + y2 = r2. Ñëåäîâàòåëüíî, y = ±r sin t. Ïî-ñêîëüêó sin(−t) = − sin t, à cos(−t) = cos t, â ñëó÷àå y = −r sin t ìû ìî-æåì çàìåíèòü ïàðàìåòð t íà −t. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3). Òàêèìîáðàçîì, âñÿêîå ðåøåíèå èñõîäíîãî êîîðäèíàòíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì è ñèñòåìû ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿè â îáðàòíîì.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîéÎïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå

Ax+By + C = 0 (5)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, åñëè
A2 +B2 6= 0.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòû A è B íå ìîãóòáûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ.Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êî-îðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâ-íåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, è, îáðàòíî, âñÿêîå óðàâ-íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ.



62 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ïðÿìàÿ ℓ è ñèñòåìàêîîðäèíàò (O; ~b1,~b2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû (â ýòîéñèñòåìå êîîðäèíàò) íåêîòîðîé òî÷êè M0, ëåæàùåé íà ïðÿìîé, è íåêîòî-ðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ~a, êîëëèíåàðíîãî ïðÿìîé: M0(x0, y0), ~a = (r, s)(ðèñ. 2).�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïëîñêîñòè M(x, y). Î÷åâèäíî, ÷òî
M ∈ ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −−−→

M0M ‖ ~a. Ïðèìåíèì êðèòåðèé êîë-ëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ, èçâåñòíûé èç øêîëüíîãî êóðñà (ñì. ñ. 22). Èìååì−−−→
M0M = t~a äëÿ íåêîòîðîãî t. Åñëè ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî çàïèñàòü âêîîðäèíàòàõ, òî ïîëó÷èì x− x0 = tr, y − y0 = ts èëè

x− x0
r

=
y − y0
s

. (6)Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6). Ýòî óðàâíåíèå íà-çûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Ïðåîáðàçóÿóðàâíåíèå (6), ïîëó÷àåì sx− ry+(−sx0+ ry0) = 0. Ýòî è åñòü óðàâíåíèåïåðâîãî ïîðÿäêà (êîý��èöèåíòû s è −r îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðà-ùàþòñÿ, ïîñêîëüêó âåêòîð ~a = (r, s) � íåíóëåâîé). Ïåðâîå óòâåðæäåíèåòåîðåìû äîêàçàíî.
-�
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r

rM(x, y)

M0(x0, y0)

O ℓ

~a = (r, s)

~b1

~b2

�èñ. 2Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (5), ãäå A 6=
0 èëè B 6= 0. Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå (x0, y0) ýòîãî óðàâíåíèÿ.Òîãäà, ðàçóìååòñÿ, Ax0 + By0 + C = 0. Âû÷òåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èçóðàâíåíèÿ (5). Ïîëó÷èì

A(x− x0) +B(y − y0) = 0. (7)ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (5) è (7) èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.�àññìîòðèì òåïåðü ïðÿìóþ ℓ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êóM0(x0, y0) â



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 63íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~a = (−B,A). Íàïèøåì äëÿ ýòîé ïðÿìîé óðàâíåíèåâèäà (6):
x− x0
−B =

y − y0
A

.Ïðåîáðàçîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (7). Ñëåäîâàòåëüíî,óðàâíåíèå (7), êàê è óðàâíåíèå (5), îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ ℓ. Òåîðåìà 1äîêàçàíà.Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäàþùåå ïðÿìóþ, íàçûâàåòñÿ åå êîîð-äèíàòíûì óðàâíåíèåì. Íàðÿäó ñ ýòèì òåðìèíîì â òîì æå ñìûñëå ÷àñòîóïîòðåáëÿþò òåðìèí îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé.Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Âî-ïå-ðâûõ, îòìåòèì, ÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíñëåäóþùèé ïîëåçíûé �àêò:åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0, òîâåêòîð (−B,A) êîëëèíåàðåí ℓ.Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñêàëÿðíîå ïðî-èçâåäåíèå âåêòîðîâ (A,B) è (−B,A) ðàâíî −AB + BA = 0, ò. å. ýòèâåêòîðû îðòîãîíàëüíû. Òàêèì îáðàçîì,åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò óðàâíåíèåì Ax + By + C = 0, òî âåêòîð (A,B)ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ýòîé ïðÿìîé.Ñëåäóþùèå äâà çàìå÷àíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ðàâåíñòâó (6). Îäèí èç çíàìå-íàòåëåé â ýòîì ðàâåíñòâå (íî íå îáà!) ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ. Â ýòîìñëó÷àå ðàâåíñòâî (6) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîïîðöèÿ. Òàê, óðàâíåíèå
x− 1

1
=
y − 2

0åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äðóãîé ñïîñîá çàïèñè óðàâíåíèÿ
(x− 1) · 0 = (y − 2) · 1,è ïîòîìó çàäàåò ïðÿìóþ y − 2 = 0.ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (6) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

(x− x0)s− (y − y0)r = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∣∣∣∣
x− x0 y − y0
r s

∣∣∣∣ = 0, (8)



64 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèêîòîðîå òàêæå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêî-ñòè.Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðÿìàÿ ñ êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì Ax+By+
C = 0 ïàðàëëåëüíà îñè Oy òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B = 0. Åñëè
B 6= 0, òî óðàâíåíèå Ax+By + C = 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

y = −A
B
x− C

B
.Ïîëîæèì k = −A

B
, b = −C

B
. Òîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

y = kx+ b. (9)Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîý��èöèåí-òîì. Èìåííî ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé ðàññìàòðèâàåòñÿ â øêîëüíîì êóð-ñå ìàòåìàòèêè, èç êîòîðîãî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ ℓ çàäà-íà (â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) óðàâíåíèåì (9), òî
k = tgϕ, ãäå ϕ � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox è ℓ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òîóðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì ñóùåñòâóåò íå äëÿâñåõ ïðÿìûõ, à òîëüêî äëÿ ïðÿìûõ, íå ïàðàëëåëüíûõ îñè îð-äèíàò.Åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (9) è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíà-òàìè (x0, y0), òî y0 = kx0 + b, îòêóäà b = y0 − kx0. Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âìåñòî b â óðàâíåíèå (9), ïîñëå î÷åâèäíûõïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì åùå îäíó ðàçíîâèäíîñòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé:

y − y0 = k(x− x0). (10)Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìîé.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé
{
x = x0 + rt,
y = y0 + st

(11)íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî òèïà (èëèïðîñòî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî òèïà), åñëè r2+s2 6= 0.Óñëîâèå r2 + s2 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë r è
s îòëè÷íî îò 0.



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 65Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà êî-îðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü çàäàíà ñè-ñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî òèïà, è, îáðàòíî, ëþáàÿñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî òèïà îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíû ïðÿìàÿ ℓ è ñèñòåìàêîîðäèíàò (O; ~b1,~b2). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû (â ýòîéñèñòåìå êîîðäèíàò) íåêîòîðîé òî÷êè M0, ëåæàùåé íà ïðÿìîé, è íåêîòî-ðîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà ~a, êîëëèíåàðíîãî ïðÿìîé: M0(x0, y0), ~a = (r, s)(ðèñ. 2). �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïëîñêîñòè M(x, y). Î÷åâèä-íî, ÷òî M ∈ ℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −−−→
M0M ‖ ~a. Âîñïîëüçóåìñÿ,êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, êðèòåðèåì êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ(ñì. ñ. 22): ïîñêîëüêó ~a 6= ~0, óñëîâèå −−−→

M0M ‖ ~a ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâî-âàíèþ òàêîãî ÷èñëà t, ÷òî −−−→
M0M = t~a. �àñïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âêîîðäèíàòàõ. Ïîëó÷èì {

x − x0 = rt,
y − y0 = st,÷òî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå ðàâåíñòâ (11). Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2äîêàçàíî.Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà (11). �àññìîò-ðèì ïðÿìóþ ℓ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êóM0(x0, y0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó

~a = (r, s). Åñëè äëÿ ýòîé ïðÿìîé íàïèñàòü ñèñòåìó ïàðàìåòðè÷åñêèõóðàâíåíèé òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåì àáçàöå, òî ìû ïîëó-÷èì ñèñòåìó (11). Ñëåäîâàòåëüíî, (11) îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ ℓ. Òåîðåìà 2äîêàçàíà.Ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïåðâîãî òèïà, çàäàþùàÿ ïðÿ-ìóþ, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî ïà-ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) ýòîé ïðÿìîé.Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïðèìåðàì, óêàæåì åùå äâà âèäà óðàâíåíèéïðÿìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ïðèíàäëå-æàùèå ïðÿìîé: M0(x0, y0) è M1(x1, y1). Òîãäà âåêòîð −−−−→
M0M1 = (x1 −

x0, y1 − y0) êîëëèíåàðåí ïðÿìîé è îòëè÷åí îò íóëü-âåêòîðà. Ïîäñòàâëÿÿåãî êîîðäèíàòû â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïîëó÷àåì ñëåäóþùååóðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì:
x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

. (12)Êàê è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü



66 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèñ èñïîëüçîâàíèåì îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, à èìåííî � â âèäå
∣∣∣∣
x− x0 y − y0
x1 − x0 y1 − y0

∣∣∣∣ = 0. (13)Ïóñòü òåïåðü ℓ � ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò è íå ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Òîãäà ñóùå-ñòâóþò òàêèå íåíóëåâûå ÷èñëà a è b, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñåêàåò îñü Ox âòî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), à îñü Oy � â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, b)(ðèñ. 3). Íàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ ïî ýòèì äâóì òî÷êàì:
x− a

0− a
=
y − 0

b− 0
,èëè b(x−a) = −ay. Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì bx+ay = ab.�àçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà ab (âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,÷òî ÷èñëà a è b îòëè÷íû îò íóëÿ). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+
y

b
= 1, (14)êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé â îòðåçêàõ. Ýòîò òåðìèí îáú-ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïàðàìåòðû a è b, �èãóðèðóþùèå â óðàâíåíèè (14),ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, äëèíû îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïðÿìîé íà îñÿõêîîðäèíàò. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â îòðåçêàõ îñîáåííî ïîëåçíî ïðè ðåøåíèèçàäà÷, â êîòîðûõ �èãóðèðóåò ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî ïðÿ-ìîé îò îñåé êîîðäèíàò: ÿñíî, ÷òî åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì (14),òî ýòà ïëîùàäü ðàâíà |ab|

2
(ñì. çàäà÷ó 5 íà ñ. 111).

-

6

ss
s
O x

y

(a, 0)

(0, b)

ℓ

�èñ. 3Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîé ïðÿ-ìîé, íàçûâàåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð,ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì.



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 67Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî êàê íàïðàâëÿþùèé, òàê è íîðìàëü-íûé âåêòîð äëÿ äàííîé ïðÿìîé îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Ïðÿìàÿ èìååòáåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã äðóãó) íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâè áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõ äðóã äðóãó) íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òîåñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (5) è (7), òî âåêòîðñ êîîðäèíàòàìè (−B,A) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòî-ðîì, à â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäè-íàò âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (A,B) ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûìâåêòîðîì;åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (6), (8) è (11), òîâåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (r, s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèìâåêòîðîì;åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (6), (7), (8), (10),(11), (12) è (13), òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0) ïðèíàä-ëåæèò ïðÿìîé (ÿâëÿåòñÿ åå íà÷àëüíîé òî÷êîé).Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïåðåõîäà îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ê äðó-ãîìó. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì 2x − y + 3 = 0.Íàéäåì åå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü êî-îðäèíàòû õîòÿ áû îäíîé òî÷êè ïðÿìîé è êîîðäèíàòû åå íàïðàâëÿþùåãîâåêòîðà. Êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé, ÿâëÿþòñÿðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 2x − y + 3 = 0. Ïðèðàâíèâàÿ, íàïðèìåð, x ê 1, ïî-ëó÷àåì y = 5. Òàêèì îáðàçîì, ãîäèòñÿ òî÷êà M0(1, 5). Â ñèëó ñäåëàííîãîâûøå çàìå÷àíèÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð(1,2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå äàííîé ïðÿìîé ìîæíîçàïèñàòü â âèäå {
x = 1 + t,
y = 5 + 2t.Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè áû íàéòè íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ èïî-äðóãîìó. À èìåííî, íàéäåì åùå îäíó òî÷êó íà ýòîé ïðÿìîé. Ïîëà-ãàÿ â óðàâíåíèè 2x − y + 3 = 0, íàïðèìåð, y = 1, ïîëó÷àåì x = −1.Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M1(−1, 1) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé. ßñíî, ÷òî âåêòîð−−−−→

M0M1 = (−2,−4) áóäåò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì íàøåé ïðÿìîé. Ïîýòî-ìó ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé
{
x = −1 − 2t,
y = 1 − 4tòàêæå çàäàåò ïðÿìóþ ℓ. Òó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è �îðìàëüíî, íåïðèáåãàÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì (ò. å. íå óïîìèíàÿ î òî÷êå, ïðèíàä-



68 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèëåæàùåé ïðÿìîé, è î åå íàïðàâëÿþùåì âåêòîðå). À èìåííî, ïîëîæèì
x = t. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ 2x − y + 3 = 0 èìååì 2t − y + 3 = 0, ò. å.
y = 2t+3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ ìîæíîçàïèñàòü â âèäå {

x = t,
y = 2 + 3t.Ýòîò �îðìàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ââåäåíèÿïàðàìåòðà. Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè òðè ðàçíûõ îòâåòà, íî âñå îíèïðàâèëüíûå � ìû íàøëè òðè ðàçëè÷íûõ âèäà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíå-íèé îäíîé è òîé æå ïðÿìîé. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíå-íèÿ ïðÿìîé îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî (êàê, âïðî÷åì, è åå êîîðäèíàòíîåóðàâíåíèå).�àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ïàðàìåòðè÷å-ñêèìè óðàâíåíèÿìè {
x = 1 − 2t,
y = 2 + 3t.Íàéäåì åå êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå. ßñíî, ÷òî òî÷êà (1,2) ïðèíàäëåæèòïðÿìîé, à âåêòîð (−2, 3) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ïîýòîìóìîæíî ñðàçó íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ:

x− 1

−2
=
y − 2

3
.Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé èìååì 3(x−1)+2(y−2) = 0 èëè 3x+2y−7 = 0. Ýòóçàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü �îðìàëüíî, íå ïðèáåãàÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèìîáðàçàì. Óìíîæèì óðàâíåíèå x = 1−2t íà 3, à óðàâíåíèå y = 2+3t íà 2 èñëîæèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì 3x+2y = 7 èëè 3x+2y−7 = 0.Òàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ�àññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ïî óðàâíåíèÿì äâóõ ïðÿìûõîïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïðÿìûõ, ò. å. âûÿñíèòü, ïàðàë-ëåëüíû îíè, ïåðåñåêàþòñÿ èëè ñîâïàäàþò? Îòâåò íà íåãî äàåòÒåîðåìà 3. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ1 èìååò óðàâíåíèå A1x+B1y+C1 = 0,à ïðÿìàÿ ℓ2 � óðàâíåíèå A2x+B2y + C2 = 0.1) ℓ1 è ℓ2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1

A2

6= B1

B2

;2) ℓ1 è ℓ2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1

A2

=
B1

B2

6= C1

C2

;



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 693) ℓ1 è ℓ2 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
{
A1x + B1y + C1 = 0,
A2x + B2y + C2 = 0.

(15)ßñíî, ÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòàñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíà íå èìååò ðåøåíèé; ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíàèìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.�àññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1: A1

A2

6= B1

B2

. Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.Â ñèëó òåîðåìû 1 èç � 1 ñèñòåìà (15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å.ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.Ñëó÷àé 2: A1

A2

=
B1

B2

6= C1

C2

. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = 0, à ∣∣∣∣
C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Ïîëîæèì A1

A2

=
B1

B2

=

t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (15) èìååò ðåøåíèå (x0, y0), ò. å.
{
tA2x0 + tB2y0 + C1 = 0,
A2x0 + B2y0 + C2 = 0.Óìíîæèì âòîðîå ðàâåíñòâî íà −t è ñëîæèì åãî ñ ïåðâûì. Ïîëó÷èì, ÷òî

C1 − C2t = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó B1

B2

6= C1

C2

. Ìû äîêàçàëè,÷òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû.Ñëó÷àé 3: A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîñèëüíû òîìó, ÷òî
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣ = 0.
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A2

= t. Òîãäà A1 = tA2, B1 = tB2, C1 = tC2 è ïåðâîå óðàâíå-íèå ñèñòåìû (15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå t(A2x+B2y + C2) = 0, ïðè÷åì
t 6= 0 (òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A1 = B1 = 0). Òàêèì îáðàçîì, ïåð-âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) ðàâíîñèëüíî âòîðîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, îíèîïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ.Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì èç òðåõ ñëó÷àåâ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿïðÿìûõ ìû ïîëó÷èì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Óáåäèìñÿ íà ïðèìåðå ñëó÷àÿïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ÷òî ýòè æå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è íåîáõîäèìûìè.Ïóñòü ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà óñëîâèÿ ñëó÷àåâ 2 è 3 íå âûïîëíÿ-þòñÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðÿìûå áûëè áû ïàðàëëåëüíû ëèáîñîâïàäàëè. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå ñëó÷àÿ 1, ò. å. A1

B1

6= A2

B2

.Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ñëó÷àÿõ ïàðàëëåëüíîñòè è ñîâ-ïàäåíèÿ ïðÿìûõ. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.4. Ïîëóïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìûå ïðÿìîéÏîêàæåì, êàê ïî óðàâíåíèþ ïðÿìîé è êîîðäèíàòàì äâóõ òî÷åê, íåëåæàùèõ íà ýòîé ïðÿìîé, âûÿñíèòü, ëåæàò ëè îíè ïî îäíó ñòîðîíó èëèïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïðÿìîé.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì
Ax+By+C = 0. Òîãäà âåêòîð ~n = (A,B) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîìïðÿìîé ℓ.Ñðàâíèâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå ñî ñêàçàííûì íà ñ. 63, ìû âèäèì, ÷òîåñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, òî ãëàâíûé âåêòîðïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì.Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Â ñà-ìîì äåëå, ÿñíî, ÷òî åñëè t � íåíóëåâîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèÿ Ax + By +
C = 0 è tAx+ tBy+ tC = 0 îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïðÿìóþ, ãëàâíûìèâåêòîðàìè êîòîðîé áóäóò êàê (A,B), òàê è (tA, tB). Â òî æå âðåìÿ èçêðèòåðèÿ ñîâïàäåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, äîêàçàííîãî âûøå â äàííîì ïàðà-ãðà�å, âûòåêàåò, ÷òî ëþáûå äâà ãëàâíûõ âåêòîðà ïðÿìîé êîëëèíåàðíû.Îòìåòèì, ÷òîåñëè ~n � ãëàâíûé âåêòîð ïðÿìîé ℓ, òî âåêòîð ~n íå êîëëè-íåàðåí ℓ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M0(x0, y0) ∈ ℓ, ò. å. Ax0 + By0 + C = 0. Îòëîæèìâåêòîð ~n îò òî÷êè M0. Ïîëó÷èì òî÷êó M1(x0 + A, y0 + B). Ïîäñòàâèâ



� 7. Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè 71êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïîëó÷èì
A(x0 +A) +B(y0 +B) + C = Ax0 +By0 + C +A2 +B2 = A2 +B2 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, M1 /∈ ℓ. Ïîñêîëüêó M0 ∈ ℓ, à −−−−→

M0M1 = ~n, ýòî îçíà÷àåò,÷òî âåêòîð ~n íå êîëëèíåàðåí ℓ. Âñÿ ïëîñêîñòü äåëèòñÿ ïðÿìîé ℓ íà òðèíåïåðåñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: ïðÿìóþ ℓ è äâå ïîëóïëîñêîñòè (â êàæäóþ èçýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé âõîäÿò òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíûïî êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé). Îáîçíà÷èì òó ïîëóïëîñêîñòü,â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà M1, ÷åðåç λ, à äðóãóþ � ÷åðåç µ (ðèñ. 4).
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M0

M1

M(x′, y′)

N(x′′, y′′)

λ

µ

~n

ℓ

�èñ. 4Òåîðåìà 4. Ïóñòü M(x′, y′) � òî÷êà ïëîñêîñòè. Åñëè M ∈ λ, òî
Ax′ +By′ + C > 0, à åñëè M ∈ µ, òî Ax′ +By′ + C < 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ∈ λ. ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåì ïðÿìóþ,êîëëèíåàðíóþ âåêòîðó ~n, äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé ℓ. Òî÷êó ïåðåñå÷å-íèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç N , à åå êîîðäèíàòû � ÷åðåç (x′′, y′′) (ðèñ. 4). ßñíî,÷òî Ax′′ +By′′ + C = 0.Âåêòîðû −−→

NM è ~n ñîíàïðàâëåííû, ò. å. −−→
NM = t~n äëÿ íåêîòîðîãî

t > 0. Çàïèñàâ ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷èì, ÷òî
x′ − x′′ = tA è y′ − y′′ = tB, îòêóäà x′ = x′′ + tA è y′ = y′′ + tB.Ñëåäîâàòåëüíî,

Ax′ +By′ + C = A(x′′ + tA) +B(y′′ + tB) + C =

= Ax′′ +By′′ + C + t(A2 +B2) = t(A2 +B2) > 0.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçû-âàåòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî. Íàäî òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî åñëè M ∈ µ, òî
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−−→
NM ↑↓ ~n è ïîòîìó −−→

NM = t~n äëÿ íåêîòîðîãî t < 0. Òåîðåìà 4 äîêà-çàíà.Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò:òî÷êè P (x1, y1) è Q(x2, y2) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó(ïî ðàçíûå ñòîðîíû) îò ïðÿìîé Ax + By + C = 0 òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà Ax1 + By1 + C è Ax2 + By2 + Cèìåþò îäèíàêîâûé çíàê (ñîîòâåòñòâåííî � ðàçíûå çíàêè).5. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîéÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ íà ïëîñêîñòè,� ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà. Íàøà öåëü � âûâåñòè �îðìóëó äëÿ ðàñ-ñòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì Ax+By + C = 0,à M(x′, y′) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M0(x0, y0)îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ òî÷êè M íà ℓ (ðèñ. 5).
A

A
A

A
AK A

AAK

r

r

M0(x0, y0)

M(x′, y′)
ℓ

~n

�èñ. 5Ïîñêîëüêó ñèñòåìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, òî, êàêîòìå÷àëîñü íà ñ. 63, âåêòîð ~n = (A,B) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ℓ. Ïîñêîëü-êó âåêòîð −−−→
M0M òàêæå ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ℓ, ïîëó÷àåì, ÷òî −−−→

M0M ‖ ~n.Ñëåäîâàòåëüíî, cos(−̂−−→M0M,~n) = ±1 è ïîòîìó (
−−−→
M0M,~n) = ±|−−−→M0M | · |~n|.Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò M äî ℓ ÷åðåç d(M, ℓ). Â ñèëó ñêàçàííîãîâûøå

d(M, ℓ) = |−−−→M0M | = |(−−−→M0M,~n)|
|~n| .Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M0 ∈ ℓ, ïîëó÷àåì, ÷òî Ax0 + By0 + C = 0. Èñïîëüçóÿàíàëîã �îðìóëû (2) èç � 3 äëÿ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, èìååì

(
−−−→
M0M,~n) = A(x′ − x0) +B(y′ − y0) = Ax′ +By′ − (Ax0 +By0) =

= Ax′ +By′ + C.
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d(M, ℓ) =

|Ax′ +By′ + C|√
A2 +B2

. (16)Ýòî è åñòü èñêîìàÿ �îðìóëà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé.6. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìèÏî-ïðåæíåìó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿíà ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé. Íàøà öåëü � íà-ó÷èòüñÿ íàõîäèòü óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè åñòü äâå ïðÿìûå, çàäàííûå êàíîíè-÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, � ïðÿìûå
ℓ1 :

x− x1
q1

=
y − y1
r1

è ℓ2 :
x− x2
q2

=
y − y2
r2

.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâ-ëÿþùèìè âåêòîðàìè. Èñïîëüçóÿ àíàëîã �îðìóëû (5) èç � 3 äëÿ âåêòîðîâíà ïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè α � óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2, òî
cosα =

q1q2 + r1r2√
q21 + r21 ·

√
q22 + r22

. (17)Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè â ñëó-÷àÿõ, êîãäà îáå îíè çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè èëè îäíàçàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì, à äðóãàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-íèÿìè.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 çàäàíû êîîðäèíàòíûìèóðàâíåíèÿìè A1x+B1y + C1 = 0 è A2x+B2y + C2 = 0 ñîîòâåòñòâåííî.Êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 63, âåêòîðû ~n1 = (A1, B1) è ~n2 = (A2, B2) ÿâëÿþòñÿíîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ïðÿìûõ ℓ1 è ℓ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî ïîíÿòü(ðèñ. 6), ÷òî ó ïðÿìûõ ℓ1 è ℓ2 ìîæíî âûáðàòü íàïðàâëÿþùèå âåêòîðûòàê, ÷òî óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí óãëó ìåæäó ~n1 è ~n2. Òàêèì îáðàçîì, âêà÷åñòâå óãëà ìåæäó ℓ1 è ℓ2 ìîæíî âçÿòü óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~n1 è
~n2. Èñïîëüçóÿ, êàê è âûøå, àíàëîã �îðìóëû (5) èç � 3 äëÿ âåêòîðîâ íàïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2 ìîæíî íàéòè ïî�îðìóëå

cosα =
A1A2 +B1B2√

A2
1 +B2

1 ·
√
A2

2 +B2
2

. (18)Íàêîíåö, â ñëó÷àå, åñëè îäíà èç ïðÿìûõ çàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíå-íèåì (èëè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè), à äðóãàÿ � êîîðäèíàòíûì



74 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèóðàâíåíèåì, òî íóæíî ñíà÷àëà ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ îáåèõ ïðÿìûõ ê îä-íîìó (âñå ðàâíî, ê êàêîìó èìåííî) âèäó, ò. å. íàéòè ëèáî êîîðäèíàòíîåóðàâíåíèå ïåðâîé ïðÿìîé, ëèáî êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîé ïðÿìîé,à çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òîé èç �îðìóë (17) è (18), êîòîðàÿ ïîäõîäèò âäàííîì ñëó÷àå.Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè íà ïëîñêîñòè âñåãäà èìåþòñÿäâà óãëà, îäèí èç êîòîðûõ îñòðûé, à äðóãîé � òóïîé (çà èñêëþ÷åíèåìñëó÷àÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, êîãäà óãëîâ òîæå äâà, íî îáà îíèðàâíû π

2
). Ìû íå çíàåì, êàê ðàñïîëîæåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà òåíàïðàâëÿþùèå èëè íîðìàëüíûå âåêòîðû äâóõ ïðÿìûõ, ñ ïîìîùüþ êî-òîðûõ ìû íàó÷èëèñü âûøå íàõîäèòü óãîë ìåæäó ïðÿìûìè. Ïîýòîìó ñïîìîùüþ �îðìóë (17) è (18) ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êàê îñòðûé, òàê èòóïîé óãîë, ïðè÷åì çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêîé èìåííî (ðèñ. 7).

-

6

Z
ZZ}

�
�
�7

ℓ1

ℓ2

~n1~n2

~s1

~s2
α

α

����*
� -

ℓ1

ℓ2

~s1 ~s1

~s2

αβ�èñ. 6 �èñ. 7Åñëè α è β � äâà ðàçëè÷íûõ óãëà ìåæäó äâóìÿ �èêñèðîâàííûìèïðÿìûìè, òî β = π − α. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cosα = − cos(π − α), êîñèíóñîñòðîãî óãëà ïîëîæèòåëåí, à êîñèíóñ òóïîãî óãëà îòðèöàòåëåí, ìû ïî-ëó÷àåì, ÷òî îñòðûé óãîë ìîæíî íàéòè ïî îäíîé èç �îðìóë
cosα =

|q1q2 + r1r2|√
q21 + r21 ·

√
q22 + r22

èëè cosα =
|A1A2 +B1B2|√

A2
1 +B2

1 ·
√
A2

2 +B2
2

,à òóïîé óãîë � ïî îäíîé èç �îðìóë
cosα = − |q1q2 + r1r2|√

q21 + r21 ·
√
q22 + r22

èëè cosα = − |A1A2 +B1B2|√
A2

1 +B2
1 ·
√
A2

2 +B2
2

.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü äàíû ïðÿìûå
ℓ1 : 3x− 4y = 7 è ℓ2 :

x+ 6

1
=
y − 17

1



� 8. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå 75è òðåáóåòñÿ íàéòè òóïîé óãîë ìåæäó íèìè. Êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå ïðÿ-ìîé ℓ2 èìååò âèä x− y + 23 = 0. Èìååì
cosα = −|3 + 4|

5
√
2

=
−7

5
√
2
.� 8. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâåÈçó÷åíèå ïëîñêîñòè îñíîâàíî íà ïîíÿòèÿõ êîîðäèíàòíîãî è ïàðàìåò-ðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî ìû îçíàêîìèìñÿ ñ ïîíÿ-òèÿìè êîîðäèíàòíîãî è ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîéïîâåðõíîñòè.1. Êîîðäèíàòíîå è ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿïîâåðõíîñòèÊîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî êîîäè-íàòíîìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç F(x, y, z) âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå ïåðåìåííûå x, yè z, êîíñòàíòû, çíàêè àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé è ýëåìåíòàðíûõ �óíê-öèé. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå F(x, y, z) ìîæíî âçÿòü âûðàæåíèÿ x + 2y −

5z − 1, x2 + y2 − 2
√
xyz, sin(xyz), lnx+ y, x2 − 2z2, y4 − 1 è ò.ä.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò.Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå F(x, y, z) = 0 íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíûìóðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè σ, åñëè òî÷êà ëåæèò íà σ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ F(x, y, z) = 0. Ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-íåíèþ F(x, y, z) = 0, íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî óðàâíå-íèÿ.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äå-êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå ïîâåðõíîñòè σ ðàññìîòðèì ñ�åðóðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå C(a, b, c). Ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëü-íàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. ßñíî, ÷òî M ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|CM | = r, ò. å. √
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r. (1)Ñëåäîâàòåëüíî, (1) � óðàâíåíèå ñ�åðû σ. Ïðàâäà, îáû÷íî ïîä óðàâíå-íèåì ñ�åðû ïîíèìàþò äðóãîå óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå (1), � à èìåííîóðàâíåíèå

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = r2. (2)



76 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÂ ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ïî äàííîé ïîâåðõíîñòè íàéäåíî åå êîîðäè-íàòíîå óðàâíåíèå. �àññìîòðèì ïðèìåð îáðàòíîé çàäà÷è, êîãäà ïî óðàâ-íåíèþ îïðåäåëÿåòñÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç. �àññìîòðèì óðàâíåíèå
x2+ y2+ z2− 2x+4y− 6z− 2 = 0. Ïðåîáðàçóåì åãî ëåâóþ ÷àñòü, èñïîëü-çóÿ ìåòîä âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà. Èìååì

(x2 − 2x+ 1)− 1 + (y2 + 4y + 4)− 4 + (z2 − 6z + 9)− 9− 2 = 0èëè (x−1)2+(y+2)2+(z−3)2 = 16. Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíîå óðàâíåíèåîïðåäåëÿåò ñ�åðó ðàäèóñà 4 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,−2, 3).Ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòè èëè ïðîñòî ïà-ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïîâåðõíîñòè íàçûâàþò ñèñòåìó óðàâíå-íèé âèäà



x = f(u, v),
y = g(u, v),
z = h(u, v),ãäå f(u, v), g(u, v) è h(u, v) � íåêîòîðûå �óíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ

u è v. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî òî÷êà M0(x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíî-ñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ u0, v0òàêèå, ÷òî x0 = f(u0, v0), y0 = g(u0, v0) è z0 = h(u0, v0).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âûâåäåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû ðà-äèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïóñòü òî÷êà M(x, y, z) ïðèíàäëå-æèò ñ�åðå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëå-íèåì îñè Ox è ðàäèóñ-âåêòîðîì ïðîåêöèè òî÷êè M íà ïëîñêîñòü Oxy, à÷åðåç v � óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Oz è ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè M (ðèñ. 8). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî



x = r cos u cos v,
y = r sinu cos v,
z = r sin v.Ýòî è åñòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ�åðû.
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�èñ. 82. Âèäû óðàâíåíèé ïëîñêîñòèÎïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå
Ax+By + Cz +D = 0 (3)íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, åñëè

A2 +B2 + C2 6= 0.Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî êîý��èöèåíòû A,B è C íå ìî-ãóò áûòü îäíîâðåìåííî ðàâíû íóëþ.Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåìïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè, è, îáðàòíî, âñÿêîå óðàâíåíèåïåðâîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ïëîñêîñòü σ è ñè-ñòåìà êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2,~b3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû(â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) íåêîòîðîé òî÷êè M0, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè,è íåêîòîðûõ äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ ìåæäó ñîáîé âåêòîðîâ ~a1,~a2, êîëëè-íåàðíûõ ïëîñêîñòè: M0(x0, y0, z0), ~a1 = (q1, r1, s1), ~a2 = (q2, r2, s2) (ðèñ.9).



78 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà M(x, y, z). Î÷åâèäíî,÷òîM ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû −−−→
M0M , ~a1 è ~a2 êîìïëàíàð-íû. Ïðèìåíèì êðèòåðèé êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, ñ�îðìóëèðîâàííûéâ òåîðåìå èç � 4. Èìååì

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
q1 r1 s1
q2 r2 s2

∣∣∣∣∣∣
= 0. (4)Òàêèì îáðàçîì, òî÷êàM ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè σ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííîìó óðàâíå-íèþ. �àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîé ñòðîêå, èìååì

∣∣∣∣
r1 s1
r2 s2

∣∣∣∣ · (x− x0)−
∣∣∣∣
q1 s1
q2 s2

∣∣∣∣ · (y − y0) +

∣∣∣∣
q1 r1
q2 r2

∣∣∣∣ · (z − z0) = 0. (5)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
A =

∣∣∣∣
r1 s1
r2 s2

∣∣∣∣ , B = −
∣∣∣∣
q1 s1
q2 s2

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣
q1 r1
q2 r2

∣∣∣∣ ,

D = −Ax0 −By0 − Cz0.Òîãäà ðàâåíñòâî (5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Ax+By+Cz+D = 0. Ëåãêîïîíÿòü, ÷òî åñëè A = B = C = 0, òî q1
q2

=
r1
r2

=
s1
s2
, è ïîòîìó âåêòîðû

~a1 è ~a2 êîëëèíåàðíû âîïðåêè èõ âûáîðó. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëèóðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
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� 8. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå 79Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì óðàâíåíèå (3), ãäå A 6= 0,èëè B 6= 0, èëè C 6= 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A 6= 0.Âîçüìåì êàêîå-íèáóäü ðåøåíèå (x0, y0, z0) ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, ðà-çóìååòñÿ, Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0. Âû÷òåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èçóðàâíåíèÿ (3). Ïîëó÷èì
A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (6)ßñíî, ÷òî óðàâíåíèÿ (3) è (6) èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøå-íèé. �àññìîòðèì òåïåðü ïëîñêîñòü σ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~a1 = (−B,A, 0) è ~a2 = (−C, 0, A)(îòìåòèì, ÷òî ýòè äâà âåêòîðà íå êîëëèíåàðíû, ïîñêîëüêó A 6= 0). Íà-ïèøåì äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèå âèäà (5):
∣∣∣∣
A 0
0 A

∣∣∣∣ · (x− x0)−
∣∣∣∣
−B 0
−C A

∣∣∣∣ · (y − y0) +

∣∣∣∣
−B A
−C 0

∣∣∣∣ · (z − z0) = 0.�àñêðûâàÿ â ýòîì ðàâåíñòâå îïðåäåëèòåëè è ñîêðàùàÿ íà A, ìû ïîëó-÷èì óðàâíåíèå (6). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (6), êàê è óðàâíåíèå (3),îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü σ. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäaþùåå ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ åå êîîð-äèíàòíûì óðàâíåíèåì. Íàðÿäó ñ ýòèì òåðìèíîì â òîì æå ñìûñëå ÷àñòîóïîòðåáëÿþò òåðìèí îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè.Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòü σ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì Ax + By + Cz + D = 0.�àññìîòðèì âåêòîðû ~s1 = (−B,A, 0), ~s2 = (−C, 0, A) è ~s3 = (0,−C,B).Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíî, ÷òî âåêòîðû ~s1 è ~s2êîëëèíåàðíû σ. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåêòîð ~s3 òàêæå êîëëèíå-àðåí σ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñðåäè âåêòîðîâ ~s1, ~s2 è ~s3 âñåãäà íàéäåòñÿ ïîêðàéíåé ìåðå äâà íåêîëëèíåàðíûõ. Â ñàìîì äåëå, åñëè A 6= 0, òî ~s1 ∦ ~s2;åñëè A = 0, íî B 6= 0, òî ~s1 ∦ ~s3; íàêîíåö, åñëè A = B = 0, òî C 6= 0 èïîòîìó ~s2 ∦ ~s3. Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé �àêò.Ïóñòü ïëîñêîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì Ax+By +Cz +D = 0.Ïîëîæèì ~s1 = (−B,A, 0), ~s2 = (−C, 0, A) è ~s3 = (0,−C,B).Åñëè A 6= 0, òî âåêòîðû ~s1 è ~s2 íå êîëëèíåàðíû è ÿâëÿþòñÿíàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ïëîñêîñòè; åñëè B 6= 0, òî òåìèæå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò âåêòîðû ~s1 è ~s3, à åñëè C 6= 0 �âåêòîðû ~s2 è ~s3.�àññìîòðèì òåïåðü âåêòîð ~n = (A,B,C). Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîé äå-êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòîãî âåêòîðà íà



80 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèêàæäûé èç âåêòîðîâ ~s1, ~s2 è ~s3 ðàâíî 0 (â ñàìîì äåëå, ~n~s1 = −AB+BA+
0 = 0, ~n~s2 = −AC +0+CA = 0 è ~n~s3 = 0−BC +CB = 0), ò. å. âåêòîð ~nîðòîãîíàëåí êàæäîìó èç âåêòîðîâ ~s1, ~s2 è ~s3. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ~nïåðïåíäèêóëÿðåí ê σ. Òàêèì îáðàçîì,åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìåêîîðäèíàò óðàâíåíèåì Ax + By + Cz + D = 0, òî âåêòîð

(A,B,C) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ýòîé ïëîñêîñòè.Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå îòíîñèòñÿ ê ðàâåíñòâó (4). Ìû äîêàçàëè, ÷òî òî÷-êà M(x, y, z) ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êî-îðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, (4) � óðàâ-íåíèå ïëîñêîñòè. Åãî íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè.Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïëîñêîñòè.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé



x = x0 + q1u + q2v,
y = y0 + r1u + r2v,
z = z0 + s1u + s2v

(7)íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî òèïà (èëèïðîñòî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî òèïà), åñëè âåêòîðû
~a1 = (q1, r1, s1) è ~a2 = (q2, r2, s2) íå êîëëèíåàðíû ìåæäó ñîáîé.Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü çàäàíà ñèñòåìîé ïà-ðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî òèïà, è, îáðàòíî, ëþáàÿ ñèñòåìàïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî òèïà îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ïëîñêîñòü σ è ñè-ñòåìà êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2,~b3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìû çíàåì êîîðäèíàòû(â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) íåêîòîðîé òî÷êèM0, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, èíåêîòîðûõ äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ ìåæäó ñîáîé âåêòîðîâ ~a1,~a2, êîëëèíå-àðíûõ ïëîñêîñòè:M0(x0, y0, z0), ~a1 = (q1, r1, s1), ~a2 = (q2, r2, s2). �àññìîò-ðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà M(x, y, z). Î÷åâèäíî, ÷òî M ∈ σòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû −−−→

M0M , ~a1 è ~a2 êîìïëàíàðíû. Äî ñèõïîð ìû ïîâòîðÿëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Òåïåðü âìåñòî êðèòåðèÿêîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ.Èòàê, M ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû −−−→
M0M , ~a1 è ~a2 ëåæàò âîäíîé ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó äâà ïîñëåäíèõ èç íèõ íå êîëëèíåàðíû, îíèîáðàçóþò áàçèñ ýòîé ïëîñêîñòè, è ìû ìîæåì ðàçëîæèòü âåêòîð −−−→

M0M



� 8. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå 81ïî ýòîìó áàçèñó. Èíûìè ñëîâàìè, M ∈ σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñóùåñòâóþò ÷èñëà u è v òàêèå, ÷òî



x − x0 = uq1 + vq2,
y − y0 = ur1 + vr2,
z − z0 = us1 + vs2,îòêóäà 



x = x0 + uq1 + vq2,
y = y0 + ur1 + vr2,
z = z0 + us1 + vs2.Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 äîêàçàíî.Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà (7). �àññìîòðèìïëîñêîñòü σ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M0(x0, y0, z0) ïàðàëëåëüíî âåêòî-ðàì ~a1 = (q1, r1, s1) è ~a2 = (q2, r2, s2). Åñëè äëÿ ýòîé ïëîñêîñòè íàïèñàòüïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïðåäûäóùåìàáçàöå, òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó (7). Ñëåäîâàòåëüíî, (7) îïðåäåëÿåò ïëîñ-êîñòü σ. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî òèïà, çàäàþùàÿ ïëîñ-êîñòü, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòîïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) ýòîé ïëîñêîñòè.Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ïðèìåðàì, óêàæåì åùå äâà âèäà óðàâíå-íèÿ ïëîñêîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì òðè òî÷êè M0(x0, y0, z0),

M1(x1, y1, z1) è M2(x2, y2, z2), ïðèíàäëåæàùèå ïëîñêîñòè è íå ëåæàùèåíà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà âåêòîðû −−−−→
M0M1 = (x1 − x0, y1 − y0, z1 − z0) è−−−−→

M0M2 = (x2 − x0, y2 − y0, z2 − z0) êîëëèíåàðíû ïëîñêîñòè è íå êîëëèíå-àðíû ìåæäó ñîáîé (ïîñëåäíåå ãàðàíòèðîâàíî òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òîòî÷êè M0,M1 è M2 íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé). Ïîäñòàâëÿÿ èõ êîîð-äèíàòû â óêàçàííîå âûøå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïîëó÷à-åì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè ïîòðåì òî÷êàì: ∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0. (8)Ïóñòü òåïåðü σ � ïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàòè íå ïàðàëëåëüíàÿ íè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèåíåíóëåâûå ÷èñëà a, b è c, ÷òî ïëîñêîñòü σ ïåðåñåêàåò îñü Ox â òî÷êå ñêîîðäèíàòàìè (a, 0, 0), îñü Oy � â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, b, 0), à îñü

Oz � â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, c). Íàïèøåì óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ



82 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèïî ýòèì òðåì òî÷êàì: ∣∣∣∣∣∣

x− a y z
−a b 0
−a 0 c

∣∣∣∣∣∣
= 0.�àçëîæèì îïðåäåëèòåëü èç ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî ïåðâîé ñòðî-êå. Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì bcx + acy + abz = abc.�àçäåëèì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà abc (âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,÷òî ÷èñëà a, b è c îòëè÷íû îò íóëÿ). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, (9)êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Ýòîò òåðìèí îáú-ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïàðàìåòðû a, b è c, �èãóðèðóþùèå â óðàâíåíèè (9),ñóòü, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, äëèíû îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ íàîñÿõ êîîðäèíàò.Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîéïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ëþáîé íåíóëåâîéâåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåê-òîðîì.Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî êàê íàïðàâëÿþùèé, òàê è íîðìàëü-íûé âåêòîð äëÿ äàííîé ïëîñêîñòè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Ïëîñêîñòüèìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ è áåñêîíå÷íî ìíîãî(êîëëèíåàðíûõ äðóã äðóãó) íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ.Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òîåñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (3) è (6), òîêàæäûé èç âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè (−B,A, 0), (−C, 0, A) è

(0,−C,B) ÿâëÿþòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (çà èñêëþ-÷åíèåì òîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ýòîò âåêòîð � íóëåâîé), à â ñëó-÷àå ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âåêòîð ñêîîðäèíàòàìè (A,B,C) ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì;åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (4) è (7), òî âåê-òîðû ñ êîîðäèíàòàìè (q1, r1, s1) è (q2, r2, s2) ÿâëÿþòñÿ ååíàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè;åñëè ïëîñêîñòü çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (4), (6), (7) è (8),òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò ïëîñêî-ñòè (ÿâëÿåòñÿ åå íà÷àëüíîé òî÷êîé).Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïåðåõîäà îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïëîñêî-ñòè ê äðóãîìó. Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì
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2x − y + z + 3 = 0. Íàéäåì åå ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî çíàòü êîîðäèíàòû õîòÿ áû îäíîé òî÷êè ïëîñêîñòè è êîîðäè-íàòû äâóõ åå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ, íå êîëëèíåàðíûõ ìåæäó ñîáîé.Êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïëîñêîñòè, ÿâëÿþòñÿ ðåøå-íèåì óðàâíåíèÿ 2x − y + z + 3 = 0. Ïðèðàâíèâàÿ, íàïðèìåð, x è y ê0, ïîëó÷àåì z = −3. Òàêèì îáðàçîì, ãîäèòñÿ òî÷êà M0(0, 0,−3). Â ñèëóñäåëàííîãî âûøå çàìå÷àíèÿ â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ìîæ-íî âçÿòü âåêòîðû (1,2,0) è (−1, 0, 2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ äàííîé ïëîñêîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå




x = u − v,
y = 2u ,
z = −3 + 2v.Îòìåòèì, ÷òî ìû ìîãëè áû íàéòè íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïëîñêîñòè σ èïî-äðóãîìó. À èìåííî, íàéäåì åùå äâå òî÷êè íà ýòîé ïëîñêîñòè. Ïîëàãàÿâ óðàâíåíèè 2x − y + z + 3 = 0, íàïðèìåð, x = z = 1, ïîëó÷àåì y = 6, àïîëàãàÿ x = z = 0, ïîëó÷àåì y = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè M1(1, 6, 1) è

M2(0, 3, 0) ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè. ßñíî, ÷òî âåêòîðû −−−−→
M0M1 = (1, 6, 4)è −−−−→

M0M2 = (0, 3, 3) áóäóò íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè íàøåé ïëîñêîñòè.Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî îíè íå êîëëèíåàðíû. Ïîýòîìó ïàðàìåòðè÷å-ñêèå óðàâíåíèÿ 


x = u ,
y = 6u + 3v,
z = −3 + 4u + 3vòàêæå çàäàþò ïëîñêîñòü σ. Òó æå çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü è �îðìàëü-íî, íå ïðèáåãàÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì (ò. å. íå óïîìèíàÿ î òî÷êå,ïðèíàäëåæàùåé ïëîñêîñòè, è î åå íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðàõ). À èìåííî,ïîëîæèì x = u è y = v. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ 2x − y + z + 3 = 0 èìååì

2u− v+ z+3 = 0, ò. å. z = −2u+ v− 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè σ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå



x = u ,
y = v,
z = −3 − 2u + v.Ýòîò �îðìàëüíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ââåäå-íèÿ ïàðàìåòðîâ. Îòìåòèì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè òðè ðàçíûõ îòâåòà, íî âñåîíè ïðàâèëüíûå � ìû íàøëè òðè ðàçëè÷íûå ñèñòåìû ïàðàìåòðè÷åñêèõóðàâíåíèé îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèå



84 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèóðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî (êàê, âïðî÷åì, è åå êî-îðäèíàòíîå óðàâíåíèå).�àññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà ïàðàìåòðè-÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



x = 1 + u − v,
y = 2 + 2u + 3v,
z = −1 + u + v.Íàéäåì åå êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå. ßñíî, ÷òî òî÷êà (1, 2,−1) ïðèíàäëå-æèò ïëîñêîñòè, à âåêòîðû (1,2,1) è (−1, 3, 1) ÿâëÿþòñÿ åå íàïðàâëÿþùè-ìè âåêòîðàìè, íå êîëëèíåàðíûìè ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçóíàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ:

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 2 z + 1
1 2 1

−1 3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.�àñêðûâ îïðåäåëèòåëü, èìååì −(x − 1) − 2(y − 2) + 5(z + 1) = 0 èëè

−x−2y+5z+10 = 0. Ýòó çàäà÷ó òàêæå ìîæíî ðåøèòü �îðìàëüíî, íå ïðè-áåãàÿ ê ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçàì. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïåðâûå äâà óðàâ-íåíèÿ â ñèñòåìå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàøåé ïëîñêîñòè â âèäå
u−v = x−1, 2u+3v = y−2. Áóäåì ñìîòðåòü íà íèõ êàê íà ñèñòåìó óðàâ-íåíèé îòíîñèòåëüíî u è v. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì u =

3x+ y − 5

5
,

v =
−2x+ y

5
. Ïîäñòàâèâ ýòè ðàâåíñòâà â óðàâíåíèå z = −1 + u + v èïðîèçâåäÿ íåîáõîäèìûå óïðîùåíèÿ, ïîëó÷èì z =

x+ 2y − 10

5
, îòêóäà

x+2y− 5z− 10 = 0. Ìû ïîëó÷èëè êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå íàøåé ïëîñ-êîñòè (îòìåòèì, ÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò êîîðäèíàòíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó-÷åííîãî ïåðâûì ñïîñîáîì). Òàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîìèñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé�àññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ïî óðàâíåíèÿì äâóõ ïëîñêîñòåéîïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïëîñêîñòåé, ò. å. âûÿñíèòü, áó-äóò ëè îíè ïàðàëëåëüíû, ïåðåñåêàòüñÿ èëè ñîâïàäàòü? Îòâåò íà íåãîäàåòÒåîðåìà 3. Ïóñòü ïëîñêîñòü σ1 èìååò óðàâíåíèå A1x + B1y +
C1z +D1 = 0, à ïëîñêîñòü σ2 � óðàâíåíèå A2x+B2y + C2z +D2 = 0.



� 8. Ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå 851) σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A1

A2

6= B1

B2

èëè B1

B2

6= C1

C2

;2) σ1 è σ2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

6= D1

D2

;3) σ1 è σ2 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

=
D1

D2

.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

(10)ßñíî, ÷òî ïëîñêîñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, íî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íå ðàâíîñèëüíû; ïà-ðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé; ñîâ-ïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû.Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ íå ïðî-ïîðöèîíàëüíû, ò. å. A1

A2

6= B1

B2

èëè B1

B2

6= C1

C2

. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî A1

A2

6= B1

B2

. Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòè ïåðåñå-êàþòñÿ. Ïðèäàäèì z ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå z = z0 è çàïèøåì ñèñòåìó(10) â âèäå {
A1x + B1y = −C1z0 − D1,
A2x + B2y = −C2z0 − D2.

(11)Óñëîâèå A1

A2

6= B1

B2

ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 1 èç � 1 ñèñòåìà (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç (x0, y0). Òîãäà òðîéêà ÷èñåë (x0, y0, z0) áóäåò ðåøå-íèåì ñèñòåìû (10). Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòè σ1 è σ2 èìåþò ïî êðàéíåé



86 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèìåðå îäíó îáùóþ òî÷êó, ò. å. îíè ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ñîâïàäàþò.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïëîñêîñòè ñîâïàäàþò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ3 ïëîñêîñòüñ óðàâíåíèåì z = z0. Ïåðåñå÷åíèå (ñîâïàäàþùèõ) ïëîñêîñòåé σ1 è σ2 ñ
σ3 ñîäåðæèò òî÷êó M0(x0, y0, z0), à çíà÷èò, îíî ñîäåðæèò è íåêîòîðóþïðÿìóþ. Ó âñåõ òî÷åê ýòîé ïðÿìîé òðåòüÿ êîîðäèíàòà ðàâíà z0 (òàê êàêîíè ëåæàò â ïëîñêîñòè σ3). Ïóñòü M1(x1, y1, z0) � òî÷êà ýòîé ïðÿìîé,îòëè÷íàÿ îò M0. Òîãäà ïàðà ÷èñåë (x1, y1) îòëè÷íà îò (x0, y0) è ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì ñèñòåìû (11). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî, êàê îòìå÷àëîñüâûøå, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïëîñêî-ñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ.Ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè A1

A2

6= B1

B2

èëè B1

B2

6= C1

C2

, òî ïëîñêîñòè ïåðåñå-êàþòñÿ. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òîïëîñêîñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ, íî A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

. Ïîëîæèì A1

A2

= t.Òîãäà ñèñòåìó (10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
{
tA2x + tB2y + tC2z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0.Åñëè D1

D2

= t, òî óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû ðàâíîñèëüíû, à åñëè
D1

D2

6= t, òî ýòà ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïëîñêî-ñòè σ1 è σ2 ñîâïàäàþò, à âî âòîðîì îíè ïàðàëëåëüíû. Íè òî íè äðóãîåíåâîçìîæíî, òàê êàê ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò-ñÿ. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.Óòâåðæäåíèÿ 2 è 3 äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèÿì 2 è 3 âòåîðåìå 3 èç � 7. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.4. Ïîëóïðîñòðàíñòâà,îïðåäåëÿåìûå ïëîñêîñòüþÏîêàæåì, êàê ïî óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè è êîîðäèíàòàì äâóõ òî÷åê,íå ëåæàùèõ â ýòîé ïëîñêîñòè, âûÿñíèòü, ëåæàò ëè îíè ïî îäíó ñòîðîíóèëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ïëîñêîñòè.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà óðàâíåíèåì Ax + By +
Cz +D = 0. Òîãäà âåêòîð ~n = (A,B,C) íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì âåêòîðîìïëîñêîñòè σ.Ñðàâíèâàÿ ýòî îïðåäåëåíèå ñî ñêàçàííûì íà ñ. 80, ìû âèäèì, ÷òîåñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, òî ãëàâíûé âåêòîðïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíûì âåêòîðîì.
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B
B
B
B
B
BBM

r

r

M0

M1

~n

λ

µ

σ �èñ. 10Îòìåòèì, ÷òî ãëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Âñàìîì äåëå, ÿñíî, ÷òî åñëè t � íåíóëåâîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèÿ Ax+By+
Cz+D = 0 è tAx+tBy+tCz+tD = 0 îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïëîñêîñòü,ãëàâíûìè âåêòîðàìè êîòîðîé áóäóò êàê (A,B,C), òàê è (tA, tB, tC). Âòî æå âðåìÿ èç óêàçàííîãî â òåîðåìå 3 êðèòåðèÿ ñîâïàäåíèÿ ïëîñêîñòåéâûòåêàåò, ÷òî ëþáûå äâà ãëàâíûõ âåêòîðà ïëîñêîñòè êîëëèíåàðíû.Îòìåòèì, ÷òî åñëè ~n � ãëàâíûé âåêòîð ïëîñêîñòè σ, òî âåêòîð ~n íåêîëëèíåàðåí σ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçà-òåëüñòâó àíàëîãè÷íîãî �àêòà î ãëàâíîì âåêòîðå ïðÿìîé, ïðèâåäåííîìóâ � 7 (ñì. ñ. 70). Oòëîæèì âåêòîð ~n îò òî÷êè M0 ∈ σ. Êîíåö âåêòîðàîáîçíà÷èì ÷åðåç M1. Òî÷êà M1 íå ëåæèò â σ, ïîñêîëüêó âåêòîð ~n íåêîëëèíåàðåí σ. Âñå ïðîñòðàíñòâî äåëèòñÿ ïëîñêîñòüþ σ íà òðè íåïåðå-ñåêàþùèåñÿ ÷àñòè: ïëîñêîñòü σ è äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà (â êàæäîå èçýòèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ âõîäÿò òå è òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå ðàñïîëîæå-íû ïî êàêóþ-ëèáî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè). Îáîçíà÷èì òî ïîëóïðî-ñòðàíñòâî, â êîòîðîé ëåæèò òî÷êà M1, ÷åðåç λ, à äðóãîå � ÷åðåç µ (ðèñ.10).Òåîðåìà 4. Ïóñòü M(x′, y′, z′) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàí-ñòâà. Åñëè M ∈ λ, òî Ax′ + By′ + Cz′ + D > 0, à åñëè M ∈ µ, òî
Ax′ +By′ + Cz′ +D < 0.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó îíî âïîëíåàíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 4 èç � 7.Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò:òî÷êè P (x1, y1, z1) è Q(x2, y2, z2) ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòî-ðîíó (ïî ðàçíûå ñòîðîíû) îò ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+D = 0òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà Ax1 +By1 +Cz1 +D = 0



88 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèè Ax2 + By2 + Cz2 +D = 0 èìåþò îäèíàêîâûé çíàê (ñîîò-âåòñòâåííî � ðàçíûå çíàêè).5. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòèÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ â ïðîñòðàí-ñòâå, � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà. Íàøà öåëü � óêàçàòü �îðìóëó äëÿðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè.Ïóñòü ïëîñêîñòü σ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì Ax+By+Cz+
D = 0, à M(x′, y′, z′) � íåêîòîðàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Ïîñêîëüêó ñèñòå-ìà êîîðäèíàò � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, òî, êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 80,âåêòîð ~n = (A,B,C) ïåðïåíäèêóëÿðåí ê σ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d(M,σ)ðàññòîÿíèå îò M äî σ. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà:

d(M,σ) =
|Ax′ +By′ + Cz′ +D|√

A2 +B2 + C2
. (12)Ìû îïóñêàåì âûâîä ýòîé �îðìóëû, ïîñêîëüêó îí àíàëîãè÷åí âûâîäó�îðìóëû (16) èç � 7.6. Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìèÁóäåì ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿâ ïðîñòðàíñòâå, ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé. Íàøà öåëü � íà-ó÷èòüñÿ íàõîäèòü óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ äâå ïëîñêîñòè, çàäàííûå êîîðäèíàòíûìèóðàâíåíèÿìè, � ïëîñêîñòè

σ1 : A1x+B1y + C1z +D1 = 0 è σ2 : A2x+B2y + C2z +D2 = 0.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íîð-ìàëüíûìè âåêòîðàìè. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (5) èç � 3, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
α � óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè σ1 è σ2, òî

cosα =
A1A2 +B1B2 + C1C2√

A2
1 +B2

1 +C2
1 ·
√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.Åñëè îäíà èç ïëîñêîñòåé çàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì èëè ïà-ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, òî íóæíî ñíà÷àëà íàéòè åå êîîðäèíàòíîåóðàâíåíèå (à åñëè îáå ïëîñêîñòè çàäàíû �íåïîäõîäÿùèìè� óðàâíåíèÿìè,òî íàéòè êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå êàæäîé èç íèõ), à çàòåì âîñïîëüçî-âàòüñÿ ïðèâåäåííîé âûøå �îðìóëîé.



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 89Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè âñåãäà èìåþòñÿ äâà óãëà,îäèí èç êîòîðûõ îñòðûé, à äðóãîé � òóïîé (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, êîãäà óãëîâ òîæå äâà, íî îáà îíè ðàâíû
π

2
). Ìû íå çíàåì, êàê ðàñïîëîæåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà òå íîð-ìàëüíûå âåêòîðû äâóõ ïëîñêîñòåé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû íàó÷èëèñüíàõîäèòü óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîéâûøå �îðìóëû ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êàê îñòðûé, òàê è òóïîé óãîë, ïðè-÷åì çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêîé èìåííî. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè êàêîé-òîêîíêðåòíûé óãîë, òî ñëåäóåò äåéñòâîâàòü òàê, êàê îïèñàíî â êîíöå � 7.� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâåÊàê è â �ïëîñêîì� ñëó÷àå, èçó÷åíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå îñíîâà-íî íà ïîíÿòèÿõ êîîðäèíàòíûõ è ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé âïðîñòðàíñòâå. Ïðåäâàðèòåëüíî ìû îçíàêîìèìñÿ ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè äëÿïðîèçâîëüíîé ëèíèè.1. Êîîðäèíàòíûå è ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ëèíèèÊàê è â íà÷àëå � 8, îáîçíà÷èì ÷åðåç F(x, y, z) âûðàæåíèå, ñîäåðæà-ùåå ïåðåìåííûå x, y è z, êîíñòàíòû, çíàêè àðè�ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé èýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ëþáóþêðèâóþ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü (ðàçóìååòñÿ, ìíîãèìè ðàç-ëè÷íûìè ñïîñîáàìè) êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîýòîìó åñòå-ñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü ëèíèÿ ℓ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòåé

σ1 è σ2, ïîâåðõíîñòü σ1 çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì F1(x, y, z) = 0,à ïîâåðõíîñòü σ2 � êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì F2(x, y, z) = 0. Òîãäàñèñòåìà {
F1(x, y, z) = 0,
F2(x, y, z) = 0íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî êîîðäèíàò-íûìè óðàâíåíèÿìè) ëèíèè ℓ. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîð-äèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íàçûâà-åòñÿ åå ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì.Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè(ñì. íà÷àëî � 8) è òîãî �àêòà, ÷òî ëèíèÿ ℓ ÿâëåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîâåðõ-



90 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèíîñòåé σ1 è σ2, âûòåêàåò, ÷òî êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàí-ñòâà óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ëèíèè ℓ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà òî÷êà ëåæèò íà ℓ.Ïðèâåäåì ïðèìåðû. Ïóñòü σ1 è σ2 � ïëîñêîñòè, çàäàííûå êîîðäè-íàòíûìè óðàâíåíèÿìè 2x− y+ z− 1 = 0 è x+3y− z = 0 ñîîòâåòñòâåííî.Êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèÿõ ïëîñêîñòåé íå ïðîïîð-öèîíàëüíû. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïëîñêîñòè σ1 è σ2 ïåðåñåêàþòñÿ (ñì.òåîðåìó 3 â � 8). Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé
{
2x − y + z − 1 = 0,
x + 3y − z = 0ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé íåêîòîðîé ïðÿìîé (òîé, ïîêîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïëîñêîñòè σ1 è σ2).Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ: äîêà-çàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x2 + y2 + z2 − 2x − 4y + 4z + 5 = 0,

x − y + z = 0ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü, è íàéòè åå ðàäèóñ. Ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîëíîãîêâàäðàòà ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå óêàçàííîé ñèñòå-ìû ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ (x−1)2+(y−2)2+(z+2)2 = 4. Ñëåäîâàòåëü-íî, îíî çàäàåò ñ�åðó σ1 ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 2,−2). Âòîðîåóðàâíåíèå çàäàåò ïëîñêîñòü σ2. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (12) èç � 8, ïîëó÷à-åì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñ�åðû σ1 äî ïëîñêîñòè σ2 ðàâíî √
3. Îíîìåíüøå ðàäèóñà ñ�åðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü è ñ�åðà ïåðåñåêàþò-ñÿ ïî îêðóæíîñòè. Îáîçíà÷èì ðàäèóñ ýòîé îêðóæíîñòè ÷åðåç r, ðàäèóññ�åðû � ÷åðåç R, öåíòð îêðóæíîñòè ÷åðåç A, à öåíòð ñ�åðû � ÷åðåç C.ßñíî, ÷òî |CA|2 + r2 = R2. Ïîñêîëüêó |CA| =

√
3, à R = 2, èìååì r = 1.Ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíèè â ïðîñòðàí-ñòâå. Îíè ââîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ëèíèè íàïëîñêîñòè (ñì. íà÷àëî � 7). Ïðåäïîëîæèì ïî-ïðåæíåìó, ÷òî â ïðîñòðàí-ñòâå çà�èêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. �àññìîòðèì íåêî-òîðóþ ëèíèþ ℓ. Ïðåäñòàâèì åå ñåáå êàê òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ òî÷êè

M(x, y, z). Ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà äâèæåòñÿ, åå êîîðäèíàòû ñ òå÷åíèåìâðåìåíè ìåíÿþòñÿ, ò. å. ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè âðåìåíè. Ïóñòü êîîðäèíà-òà x åñòü �óíêöèÿ f(t), êîîðäèíàòà y � �óíêöèÿ g(t), à êîîðäèíàòà z ��óíêöèÿ h(t). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé



x = f(t),
y = g(t),
z = h(t)

(1)



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 91íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî ïàðà-ìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) ëèíèè ℓ. Ïðè ýòîì íåñóùåñòâåííî, ïîíè-ìàåòñÿ ëè t êàê âðåìÿ èëè êàê ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèéâ êà÷åñòâå çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (ìû íà÷àëè ñ èíòåðïðåòàöèè
t êàê âðåìåíè èñêëþ÷èòåëüíî äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè). Ïåðåìåííàÿ
t íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ t ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñìíîæåñòâîì âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R, à îãðàíè÷èâàòüñÿ íåêîòîðûìåãî ïðîìåæóòêîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé íåêîòîðîé ëèíèè ℓ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
M(x, y, z) íà ℓ ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå t, ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè èçìåíå-íèÿ ïàðàìåòðà, òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (1). È, îáðàòíî, åñëè tïðèíàäëåæèò îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà, òî òî÷êà, êîîðäèíàòû êî-òîðîé îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (1), ëåæèò íà ℓ.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñîñòàâèì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêðóæíî-ñòè ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â òî÷êå C(0, 0, 1) è ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêî-ñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè Oxy (â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò). Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 11. Ïóñòü
M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòü,â êîòîðîé ðàñïîëîæåíà îêðóæíîñòü, ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè Oxy, àï-ïëèêàòû (òðåòüè êîîðäèíàòû) òî÷åê M è C ñîâïàäàþò, ò. å. z = 1. Îòòî÷êè C îòëîæèì íåíóëåâîé âåêòîð ~a, ñîíàïðàâëåííûé ñ ïîëîæèòåëü-íûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox, è âîçüìåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà óãîë ìåæäóâåêòîðàìè −−→

CM è ~a (îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Ó÷èòûâàÿ,÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 2, èìååì



x = 2cos t,
y = 2 sin t,
z = 1 .

(2)Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî è îáðàòíî, åñëè êîîðäèíàòû (x, y, z) íåêîòîðîéòî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé, òî òî÷êà M ëåæèò íàíàøåé îêðóæíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, (2) � ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿýòîé îêðóæíîñòè. Èòàê, ïî çàäàííîé ëèíèè ℓ ìû ñîñòàâèëè åå ïàðàìåò-ðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ.



92 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè
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�èñ. 11Îáðàòíóþ çàäà÷ó ìû çäåñü ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.2. Âèäû óðàâíåíèé ïðÿìîéÒåîðåìà 1. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíàñèñòåìîé óðàâíåíèé âèäà
{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 = 0,

(3)â óðàâíåíèÿõ êîòîðîé êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ íå ïðîïîðöèî-íàëüíû. Îáðàòíî, âñÿêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (3), â óðàâíåíèÿõ êî-òîðîé êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ íå ïðîïîðöèîíàëüíû, îïðåäåëÿ-åò ïðÿìóþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðÿìàÿ ℓ. Ïðåäñòà-âèì ℓ êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé σ1 è σ2. Ïóñòü
A1x+B1y + C1z +D1 = 0 è A2x+B2y + C2z +D2 = 0� êîîðäèíàòíûå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëü-êó ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ â èõ óðàâ-íåíèÿõ íå ïðîïîðöèîíàëüíû (ñì. òåîðåìó 3 â � 8). ßñíî, ÷òî ãåîìåòðè÷å-ñêèì îáðàçîì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) áóäåò â òî÷íîñòè ïðÿìàÿ ℓ. Ïåðâîåóòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. �àññìîòðèì ñèñòåìó (3). Êàæäîå èçäâóõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ýòó ñèñòåìó, çàäàåò íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü.



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 93Ýòè äâå ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû ïðè íåèç-âåñòíûõ â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (3) íå ïðîïîðöèîíàëüíû (âíîâü ñì. òåî-ðåìó 3 â � 8). ßñíî, ÷òî ïðÿìàÿ, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ýòè ïëîñêîñòè,çàäàåòñÿ ñèñòåìîé (3). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (3), â óðàâíåíèÿõ êîòîðîé êîý��èöèåíòûïðè íåèçâåñòíûõ íå ïðîïîðöèîíàëüíû, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàò-íûõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè) ïðÿìîé â ïðî-ñòðàíñòâå. Íàðÿäó ñ ýòèì òåðìèíîì â òîì æå ñìûñëå ÷àñòî óïîòðåáëÿþòòåðìèí ñèñòåìà îáùèõ óðàâíåíèé (èëè îáùèå óðàâíåíèÿ) ïðÿìîé â ïðî-ñòðàíñòâå.Ïåðåéäåì ê ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ïðÿìîé.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà



x = x0 + qt,
y = y0 + rt,
z = z0 + st

(4)íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî òèïà (èëèïðîñòî ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òðåòüåãî òèïà), åñëè q2+ r2+
s2 6= 0.Êàê îáû÷íî, óñëîâèå q2 + r2 + s2 6= 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðåîäíî èç ÷èñåë q, r è s îòëè÷íî îò íóëÿ.Òåîðåìà 2. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìàêîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêàÿ ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäà-íà ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî òèïà, è, îáðàòíî,ëþáàÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî òèïà îïðåäåëÿåòïðÿìóþ.Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâóòåîðåìû 2 èç � 7, è ïîòîìó ìû åãî îïóñêàåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëèïðÿìàÿ çàäàíà óðàâíåíèÿìè (4), òî òî÷êà M0(x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèòýòîé ïðÿìîé, à âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (q, r, s) êîëëèíåàðåí åé.Ñèñòåìà ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåòüåãî òèïà, çàäàþùàÿ ïðÿ-ìóþ, íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé (èëè ïðîñòî ïà-ðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè) ýòîé ïðÿìîé.Óêàæåì åùå äâà âèäà óðàâíåíèé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü ïðÿ-ìàÿ çàäàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé (4) (â êîòîðîé ïî êðàéíåé ìåðå îäíîèç ÷èñåë q, r è s îòëè÷íî îò íóëÿ). Âûðàæàÿ ïàðàìåòð t èç êàæäîãî èçóðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû è ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó-



94 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè÷àåì ðàâåíñòâà
x− x0
q

=
y − y0
r

=
z − z0
s

, (5)êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé â ïðîñòðàí-ñòâå. Îòìåòèì, ÷òî îäèí èëè äâà èç çíàìåíàòåëåé â (5) (íî íå âñå òðè!)ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâà (5) ïîíèìàþòñÿ êàêñîâîêóïíîñòü äâóõ ïðîïîðöèé. Òàê, óðàâíåíèå
x− 1

1
=
y − 2

0
=
z + 18

0åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äðóãîé ñïîñîá çàïèñè ñèñòåìû óðàâíåíèé
{
(x− 1) · 0 = (y − 2) · 1,
(x− 1) · 0 = (z + 18) · 1,è ïîòîìó çàäàåò ïðÿìóþ
{
y − 2 = 0,
z + 18 = 0.Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð, êîëëèíåàðíûé äàííîé ïðÿ-ìîé, íàçûâàåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì.Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé îïðå-äåëåí íåîäíîçíà÷íî. Ïðÿìàÿ èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî (êîëëèíåàðíûõäðóã äðóãó) íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ. Îòìåòèì åùå, ÷òîäëÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîíÿòèå íîðìàëüíîãî âåêòîðàíå îïðåäåëåíî.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû çíàåì äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, ïðèíàä-ëåæàùèå ïðÿìîé: M0(x0, y0, z0) è M1(x1, y1, z1). Òîãäà âåêòîð −−−−→

M0M1 =
(x1 −x0, y1− y0, z1 − z0) êîëëèíåàðåí ïðÿìîé è îòëè÷åí îò íóëü-âåêòîðà.Ïîäñòàâëÿÿ åãî êîîðäèíàòû â êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïîëó÷à-åì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ïîäâóì òî÷êàì:

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

. (6)Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî:åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (4) è (5), òî âåêòîðñ êîîðäèíàòàìè (q, r, s) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòî-ðîì;



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 95åñëè ïðÿìàÿ çàäàíà ëþáûì èç óðàâíåíèé (4), (5) è (6), òîòî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0, z0) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé (ÿâ-ëÿåòñÿ åå íà÷àëüíîé òî÷êîé).�àññìîòðèì âîïðîñ î ïåðåõîäå îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèÿ ïðÿìîé êäðóãîìó. Ïåðåõîä îò êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ê ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðî-âåäåì â îáùåì âèäå.Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè (3). Íàéäåì ååïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü êîîðäèíàòûõîòÿ áû îäíîé òî÷êè ïðÿìîé è êîîðäèíàòû åå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.Êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-åì ñèñòåìû óðàâíåíèé (3). Ïîñêîëüêó êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõâ óðàâíåíèÿõ ýòîé ñèñòåìû íå ïðîïîðöèîíàëüíû, äëÿ îïðåäåëåííîñòèáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî A1

A2

6= B1

B2

. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ 6= 0.Äàëåå, ñèñòåìó (3) íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
{
A1x + B1y = −C1z − D1,
A2x + B2y = −C2z − D2.

(7)Ïðèäàäèì z íåêîòîðîå çíà÷åíèå z0. Ñèñòåìà (7) ïðåâðàòèòñÿ â ñèñòåìóñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:
{
A1x + B1y = −C1z0 − D1,
A2x + B2y = −C2z0 − D2.

(8)Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (8) îòëè÷åí îò 0. Ïîòåîðåìå 1 èç � 1 îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x0, y0):
{
A1x0 + B1y0 = −C1z0 − D1,
A2x0 + B2y0 = −C2z0 − D2.

(9)Òàêèì îáðàçîì, òðîéêà ÷èñåë (x0, y0, z0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3).Ìû íàøëè íà÷àëüíóþ òî÷êó ïðÿìîé. Îñòàëîñü íàéòè åå íàïðàâëÿþùèéâåêòîð. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) âû÷òåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñè-ñòåìû (9), à èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) � âòîðîå óðàâíåíèå ñè-ñòåìû (9). Ïîëó÷èì ñèñòåìó
{
A1(x− x0) + B1(y − y0) = −C1(z − z0),
A2(x− x0) + B2(y − y0) = −C2(z − z0).



96 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÁóäåì ñìîòðåòü íà ýòó ñèñòåìó êàê íà ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
x − x0 è y − y0. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâà-òåëüíî, åå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå 1 èç � 1:

x− x0 =

∣∣∣∣
−C1(z − z0) B1

−C2(z − z0) B2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
, y − y0 =

∣∣∣∣
A1 −C1(z − z0)
A2 −C2(z − z0)

∣∣∣∣
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
. (10)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∣∣∣∣
−C1(z − z0) B1

−C2(z − z0) B2

∣∣∣∣ = (z − z0)

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
A1 −C1(z − z0)
A2 −C2(z − z0)

∣∣∣∣ = −(z − z0)

∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ .Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâà (10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
x− x0∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
,

y − y0

−
∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣èëè â âèäå
x− x0∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣
=

y − y0

−
∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣
=

z − z0∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
.Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî âåêòîð

~a =

(∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
) (11)ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.Èòàê, èñõîäÿ èç êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ïðÿìîé, ìû íàøëè åå íà-÷àëüíóþ òî÷êó è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð, à çíà÷èò, ìîæåì íàïèñàòü è ååïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:





x = x0 +

∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ · t,

y = y0 −
∣∣∣∣
A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ · t,

z = z0 +

∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ · t.



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 97Âåðíåìñÿ ê ðàâåíñòâó (11), êîòîðîå ïîêàçûâàåò, êàê íàéòè êîîðäè-íàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé ℓ, çàäàííîé êîîðäèíàòíûìè óðàâ-íåíèÿìè (3). Ìû âûâåëè åãî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò� ïðîèçâîëüíàÿ. Ôîðìóëû ïîëó÷èëèñü äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèìè è òðóä-íûìè äëÿ çàïîìèíàíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà êîîðäèíàò �ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, îíè èìåþò î÷åíü ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ (èíàìíîãî áîëåå ïðîñòîé âûâîä). Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ çàäàíàñèñòåìîé óðàâíåíèé (3) â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Îáîçíà÷èì ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþ ïåðâûì óðàâíåíèåì ýòîé ñèñòåìû, ÷å-ðåç σ1, à ïëîñêîñòü, çàäàâàåìóþ âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû, � ÷åðåç
σ2. Ïîñêîëüêó òåïåðü âñå ïðîèñõîäèò â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò, âåêòîðû ~n1 = (A1, B1, C1) è ~n2 = (A2, B2, C2) ÿâëÿþòñÿíîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ïëîñêîñòåé σ1 è σ2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì÷åðåç ~b âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ. Òîãäà ~b ⊥ ~n1. Ïîñêîëü-êó âåêòîð ~n1 ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñêîñòè σ1, ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîð ~bêîëëèíåàðåí ïëîñêîñòè σ1. Àíàëîãè÷íî èç òîãî, ÷òî ~b ⊥ ~n2, à âåêòîð ~n2ïåðïåíäèêóëÿðåí ê ïëîñêîñòè σ2, âûòåêàåò, ÷òî âåêòîð ~b êîëëèíåàðåíïëîñêîñòè σ2. Íî òîãäà ~b êîëëèíåàðåí ïðÿìîé, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿïëîñêîñòè σ1 è σ2, ò. å. ïðÿìîé ℓ. Äàëåå, èç òîãî, ÷òî σ1 ∦ σ2, âûòåêàåò,÷òî ~n1 ∦ ~n2. Ñëåäîâàòåëüíî, ~b = [~n1, ~n2] 6= ~0 (ñì. ñâîéñòâî 1 íà ñ. 30).Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ.Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~n1 è ~n2 èìååòâ òî÷íîñòè òå êîîðäèíàòû, êîòîðûå óêàçàíû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà(11) � ñì. �îðìóëó (2) â � 4. Èòàê,åñëè â ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðÿ-ìàÿ çàäàíà êàê ïåðåñå÷åíèå äâóõ ïëîñêîñòåé, òî â êà÷åñòâååå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîðíîå ïðîèçâå-äåíèå íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ ýòèõ ïëîñêîñòåé.Ìû ïîäðîáíî ðàçîáðàëè â îáùåì âèäå çàäà÷ó ïåðåõîäà îò êîîðäèíàò-íûõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ê åå ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèÿì. Îáðàòíóþ çà-äà÷ó ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìèóðàâíåíèÿìè 



x = 1 − 2t,
y = 3 + t,
z = −1 − 3t.

(12)Íàéäåì åå êîîðäèíàòíûå óðàâíåíèÿ. Òî÷êà (1, 3,−1) ïðèíàäëåæèò ïðÿ-ìîé, à âåêòîð (−2, 1,−3) ÿâëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Ïîýòîìó



98 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèìîæíî ñðàçó íàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ:
x− 1

−2
=
y − 3

1
=
z + 1

−3
.Èç ðàâåíñòâà ïåðâûõ äâóõ äðîáåé ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèéïîëó÷àåì x+ 2y − 7 = 0, à èç ðàâåíñòâà âòîðîé è òðåòüåé äðîáåé âûâî-äèòñÿ, ÷òî 3y + z − 8 = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x + 2y − 7 = 0,

3y + z − 8 = 0
(13)ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ℓ. Òó æå çàäà÷óìîæíî ðåøèòü è ïî-äðóãîìó � ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Ñëîæèâïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (12) ñ åå âòîðûì óðàâíåíèåì, óìíîæåííûì íà2, ïîëó÷èì x+2y−7 = 0. Óìíîæèâ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà 3 è ïðè-áàâèâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ, èìååì 3y+z−8 = 0.Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ äâóõ íåïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé, êàæäàÿ èçêîòîðûõ ñîäåðæèò ïðÿìóþ ℓ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà, ñîñòàâëåííàÿ èçóðàâíåíèé ýòèõ ïëîñêîñòåé, áóäåò ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèåéïðÿìîé ℓ. Îòìåòèì, ÷òî ìû âíîâü ïîëó÷èëè ñèñòåìó (13). Íî ýòî ñîâ-ïàäåíèå ñëó÷àéíî. Êîîðäèíàòíûå (êàê è ïàðàìåòðè÷åñêèå) óðàâíåíèÿïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, è ðàçíûå ñïîñîáû ðå-øåíèÿ ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðàçëè÷íûì óðàâíåíèÿì îäíîé è òîé æå ïðÿ-ìîé.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè�àññìîòðèì ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ïî óðàâíåíèÿì ïðÿìîé è ïëîñêî-ñòè îïðåäåëèòü èõ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå, ò. å. âûÿñíèòü, ïàðàëëåëüíàïðÿìàÿ ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàåò åå èëè ñîäåðæèòñÿ â íåé? Îòâåò íà íåãîäàåòÒåîðåìà 3. Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ èìååò óðàâíåíèå




x = x0 + qt,
y = y0 + rt,
z = z0 + st,

(14)à ïëîñêîñòü σ � óðàâíåíèå Ax+By + Cz +D = 0.1) ℓ è σ ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq+Br+Cs 6= 0;2) ℓ è σ ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq +Br+Cs = 0è Ax0 +By0 + Cz0 +D 6= 0;



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 993) ℓ ëåæèò â σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq + Br + Cs = 0 è
Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (14) âìåñòî x,

y è z â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå
A(x0 + qt) +B(y0 + rt) + C(z0 + st) +D = 0. (15)Åñëè òî÷êà M(x, y, z) ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî è ℓ è σ, òî, ñ îäíîéñòîðîíû, ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðîì x, y è

z óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (14), à ñ äðóãîé, x, y è z óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèþ ïëîñêîñòè. Íî â òàêîì ñëó÷àå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t, ñîîòâåò-ñòâóþùåå òî÷êå M , ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15). Ñëåäîâàòåëü-íî, ïðÿìàÿ ℓ è ïëîñêîñòü σ ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; ℓ è σ ïàðàëëåëüíû òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íå èìååò ðåøåíèé; íàêîíåö, ℓ ëåæèò â σ òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Óðàâíåíèå (15) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(Aq +Br + Cs)t+ (Ax0 +By0 + Cz0 +D) = 0.ßñíî, ÷òî îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Aq + Br + Cs 6= 0 (÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 1); íå èìååò ðåøåíèéòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq+Br+Cs = 0 è Ax0+By0+Cz0+D 6= 0(÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 2); èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà Aq +Br+Cs = 0 è Ax0 +By0 +Cz0 +D = 0 (÷òîäîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå 3). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.4. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèé âîïðîñ: êàê ïî óðàâíåíèÿì äâóõ ïðÿ-ìûõ îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýòèõ ïðÿìûõ, ò. å. âûÿñíèòü,ñêðåùèâàþòñÿ îíè, ïåðåñåêàþòñÿ, ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò? Îòâåòíà íåãî äàåòÒåîðåìà 4. Ïóñòü ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 èìåþò óðàâíåíèÿ



x = x1 + q1t,
y = y1 + r1t,
z = z1 + s1t

è 


x = x2 + q2t,
y = y2 + r2t,
z = z2 + s2tñîîòâåòñòâåííî.



100 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè1) ℓ1 è ℓ2 ñêðåùèâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
q1 r1 s1
q2 r2 s2

∣∣∣∣∣∣
6= 0;2) ℓ1 è ℓ2 ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
q1 r1 s1
q2 r2 s2

∣∣∣∣∣∣
= 0 (16)è ëèáî q1

q2
6= r1
r2
, ëèáî r1

r2
6= s1
s2
;3) ℓ1 è ℓ2 ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðà-âåíñòâî (16), q1

q2
=

r1
r2

=
s1
s2

è ëèáî x2 − x1
q1

6= y2 − y1
r1

, ëèáî
y2 − y1
r1

6= z2 − z1
s1

;4) ℓ1 è ℓ2 ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî ðàâåí-ñòâî (16), q1
q2

=
r1
r2

=
s1
s2

è x2 − x1
q1

=
y2 − y1
r1

=
z2 − z1
s1

.Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ~a1 = (q1, r1, s1)� íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ℓ1; ~a2 = (q2, r2, s2) � íàïðàâëÿþùèéâåêòîð ïðÿìîé ℓ2; M1(x1, y1, z1) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà ℓ1; M2(x2, y2, z2) �íà÷àëüíàÿ òî÷êà ℓ2; ~c = −−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) (ðèñ. 12).ßñíî, ÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè òîãäà è òîëü-êî òîãäà, êîãäà âåêòîðû ~c, ~a1 è ~a2 êîìïëàíàðíû. Âñïîìèíàÿ êðèòåðèéêîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, óêàçàííûé íà ñ. 39, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå 1äîêàçûâàåìîé òåîðåìû.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðÿìûå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè èëè,÷òî ýêâèâàëåíòíî, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (16). ßñíî, ÷òî ïðè âûïîëíå-íèè ýòîãî óñëîâèÿ ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

~a1 ∦ ~a2. Ó÷èòûâàÿ êðèòåðèé êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ (ñì. ñ. 22), ïîëó-÷àåì óòâåðæäåíèå 2.Ïóñòü, íàêîíåö, ~a1 ‖ ~a2. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ëèáî ïàðàë-ëåëüíû, ëèáî ñîâïàäàþò. ×òîáû ðàçäåëèòü ýòè äâà ñëó÷àÿ, äîñòàòî÷íîïðîâåðèòü, ëåæèò ëè òî÷êàM2 íà ïðÿìîé ℓ1. Åñëè îòâåò ïîëîæèòåëåí, òîïðÿìûå ñîâïàäàþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ïàðàëëåëüíû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 101êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ1 èìåþò âèä x− x1
q1

=
y − y1
r1

=
z − z1
s1

,ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèÿ 3 è 4.
�
�
�
�
�
�
�
�
���

XXXXXz

����1

r

r

ℓ1

ℓ2

M1

M2

~a1

~a2

~c

�èñ. 12Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.5. �àññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîéÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò, çàäàííàÿ â ïðîñòðàí-ñòâå, � ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà. Íàøà öåëü � âûâåñòè �îðìóëó äëÿðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.Ïóñòü ïðÿìàÿ ℓ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè



x = x0 + qt,
y = y0 + rt,
z = z0 + st,àM1(x1, y1, z1)� ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Òî÷êó ñ êîîðäèíàòà-ìè (x0, y0, z0), ïðèíàäëåæàùóþ ïðÿìîé ℓ, îáîçíà÷èì ÷åðåç M0, à âåêòîðñ êîîðäèíàòàìè (q, r, s), ÿâëÿþùèéñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé

ℓ, � ÷åðåç ~a. Êðîìå òîãî, ïîëîæèì ~c = −−−−→
M0M1 = (x1−x0, y1− y0, z1− z0).Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå îò òî÷êèM1 äî ïðÿìîé ℓ ÷åðåç d(M1, ℓ). ßñíî,÷òî d(M1, ℓ) � âûñîòà ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ~aè ~c (ðèñ. 13). Îáîçíà÷èì åãî ïëîùàäü ÷åðåç S. Òîãäà d(M1, ℓ) =

S

|~a| .Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 2 íà ñ. 30, ïîëó÷àåì, ÷òî
d(M1, ℓ) =

|~a× ~c|
|~a| .



102 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÏî ñóùåñòâó ýòî è åñòü �îðìóëà ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé â ïðî-ñòðàíñòâå.
�
�
�
���

�����������1

r

r

ℓ
M0

M1

d(M1, ℓ)

~a
~c

�èñ. 13Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (5) èç � 4 è �îðìóëó (4) èç � 3, ìîæíî â ÿâíîìâèäå âûðàçèòü d(M1, ℓ) ÷åðåç êîîðäèíàòû òî÷êè M1 è ïàðàìåòðû, âõî-äÿùèå â óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ1:
d(M1,ℓ)=

√∣∣∣∣
x1−x0 y1−y0
q r

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
x1−x0 z1−z0
q s

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣
y1−y0 z1−z0
r s

∣∣∣∣
2

√
q2+r2+s2

.6. Óãîë ìåæäó ïðÿìûìè.Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþÁóäåì ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé. Íàøà öåëü � íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü óãîë ìåæ-äó äâóìÿ ïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñ-êîñòüþ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå åñòü äâå ïðÿìûå, çàäàííûå êàíî-íè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, � ïðÿìûå
ℓ1 :

x− x1
q1

=
y − y1
r1

=
z − z1
s1

è ℓ2 :
x− x2
q2

=
y − y2
r2

=
z − z2
s2

.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ðàâåí óãëó ìåæäó èõ íàïðàâ-ëÿþùèìè âåêòîðàìè. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (5) èç � 3, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè
α � óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2, òî

cosα =
q1q2 + r1r2 + s1s2√

q21 + r21 + s21 ·
√
q22 + r22 + s22

.



� 9. Ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå 103Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè â ñëó÷àå,êîãäà îáå îíè çàäàíû ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè èëè îäíà ïðÿìàÿçàäàíà êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, à äðóãàÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè.Åñëè îäíà èç ïðÿìûõ çàäàíà êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè, òî íóæíîñíà÷àëà íàéòè åå êàíîíè÷åñêèå èëè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (à åñëèîáå ïðÿìûå çàäàíû êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè, òî íàéòè êàíîíè÷åñêèåèëè ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êàæäîé èç íèõ), à çàòåì âîñïîëüçîâàòü-ñÿ ïðèâåäåííîé âûøå �îðìóëîé.Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè, ìåæäó äâóìÿïðÿìûìè â ïðîñòðàíñòâå âñåãäà èìåþòñÿ äâà óãëà, îäèí èç êîòîðûõ îñò-ðûé, à äðóãîé � òóïîé (çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿ-ìûõ, êîãäà óãëîâ òîæå äâà, íî îáà îíè ðàâíû π

2
). Ìû íå çíàåì, êàê ðàñ-ïîëîæåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà òå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû äâóõ ïðÿ-ìûõ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû íàó÷èëèñü íàõîäèòü óãîë ìåæäó ïðÿìûìè.Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîé âûøå �îðìóëû ìû ìîæåì ïîëó÷èòüêàê îñòðûé, òàê è òóïîé óãîë, ïðè÷åì çàðàíåå íåèçâåñòíî, êàêîé èìåííî.Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè êàêîé-òî êîíêðåòíûé óãîë, òî ñëåäóåò äåéñòâîâàòüòàê, êàê îïèñàíî â êîíöå � 7.Ïåðåéäåì ê âîïðîñó îá óãëå ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ. Ïóñòü èìå-þòñÿ ïðÿìàÿ ℓ, çàäàííàÿ êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x− x0
q

=
y − y0
r

=
z − z0
s

,è ïëîñêîñòü σ, çàäàííàÿ êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì Ax+By+Cz+D = 0.Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìàÿ ℓ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü σ, ïîñêîëüêó âïðîòèâíîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí 0. Óãîë ìåæäó ℓè σ ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìîé ℓ è åå ïðîåêöèåé íà σ. Îáîçíà÷èì ÷å-ðåç ℓ1 ïðîåêöèþ ℓ íà σ, à ÷åðåç ℓ2 � ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ê σ èïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ℓ è σ. Äàëåå, ïóñòü α � èñêîìûéóãîë ìåæäó ℓ è σ (ò. å. óãîë ìåæäó ℓ è ℓ1), à β � óãîë ìåæäó ℓ è ℓ2(ðèñ. 14). ßñíî, ÷òî α+ β =
π

2
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óãîë β ìîæíî íàéòèêàê óãîë ìåæäó íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ïðÿìûõ ℓ è ℓ2. Ó ïåðâîéèç íèõ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû (p, q, r), à ó âòîðîé îíñîâïàäàåò ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïëîñêîñòè σ è ïîòîìó èìååò êîîðäè-íàòû (A,B,C). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî sinα = sin

(π
2
− β

)
= cos β, è èñïîëüçóÿ�îðìóëó (5) èç � 3, èìååì

sinα =
qA+ rB + sC√

q2 + r2 + s2 ·
√
A2 +B2 + C2

.



104 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÀáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ âñëó÷àå, êîãäà ïðÿìàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè.
s

ℓ

ℓ1

ℓ2

α
β σ

�èñ. 14Åñëè æå ïðÿìàÿ çàäàíà êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè è/èëè ïëîñ-êîñòü çàäàíà êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì èëè ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíå-íèÿìè, òî íóæíî ñíà÷àëà íàéòè êàíîíè÷åñêèå (èëè ïàðàìåòðè÷åñêèå)óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, à çàòåì âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííîé âûøå �îðìóëîé.Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ (òàê æå, êàê ìåæäó ïðÿ-ìûìè íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå è ìåæäó ïëîñêîñòÿìè) âñåãäàèìåþòñÿ äâà óãëà, îäèí èç êîòîðûõ îñòðûé, à äðóãîé � òóïîé (çà èñêëþ-÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíû, â êîòîðîìóãëîâ òîæå äâà, íî îáà îíè ðàâíû π

2
). Êàê è âî âñåõ ïðåäøåñòâîâàâøèõñëó÷àÿõ, ìû íå çíàåì, êàêîé èìåííî óãîë áóäåò íàéäåí ñ ïîìîùüþ ïðè-âåäåííîé âûøå �îðìóëû. Äåéñòâîâàòü òàê, êàê îïèñàíî â êîíöå � 7, íàýòîò ðàç íåëüçÿ, òàê êàê sinα = sin
(π
2
− α

). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî ïðè-âåäåííîé âûøå �îðìóëå ìû íàøëè, ÷òî sinα = a. Òîãäà êîñèíóñ îñòðîãîóãëà ìåæäó ℓ è σ ðàâåí √
1− a2, à êîñèíóñ òóïîãî óãëà ìåæäó íèìèðàâåí −

√
1− a2.� 10. Çàäà÷èÂî âñåõ çàäà÷àõ ýòîãî ïàðàãðà�à ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåòñÿïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé.



� 10. Çàäà÷è 1051. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) çàäà÷è íà ïåðåõîä îò îäíîãî âèäà óðàâíåíèé ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòèê äðóãîìó;2) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñî âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì ïðÿìûõ è ïëîñêî-ñòåé;3) çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ïðîåêöèé è ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê;4) çàäà÷è î òðåóãîëüíèêå;5) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êèäî ïðÿìîé èëè äî ïëîñêîñòè è âû÷èñëåíèåì óãëîâ ìåæäó ïðÿìûìèè ïëîñêîñòÿìè.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî òèïà ïðèâîäèëèñü â � 7�9, ïîýòîìóçäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è âòîðîãî òèïà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çà-äà÷ó.Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðÿìûå
{

x + y − 3z + 1 = 0,
2x − y − 9z − 16 = 0

è {
2x + y + 2z + 5 = 0,
2x − 2y − z − 13 = 0ïåðåñåêàþòñÿ, è íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ýòè ïðÿìûå.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïåðâóþ ïðÿìóþ ÷åðåç ℓ1, à âòîðóþ � ÷åðåç

ℓ2. Ñîñòàâèì ñèñòåìó èç óðàâíåíèé, çàäàþùèõ ýòè ïðÿìûå:




x + y − 3z + 1 = 0,
2x − y − 9z − 16 = 0,
2x + y + 2z + 5 = 0,
2x − 2y − z − 13 = 0.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èìååì x = −y+3z − 1. Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâóþ ÷àñòüýòîãî ðàâåíñòâà âìåñòî x â òðè äðóãèõ óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì




−3y − 3z − 18 = 0,
−y + 8z + 3 = 0,

−4y + 5z − 15 = 0.



106 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÈç âòîðîãî óðàâíåíèÿ y = 8z + 3. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïåðâîå è òðåòüåóðàâíåíèÿ ïîëó÷èì {
−27z − 27 = 0,
−27z − 27 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, z = −1. Èç ñêàçàííîãî ðàíåå âûòåêàåò, ÷òî y = −5, à

x = 1. Èòàê, íàøà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òåì ñàìûììû äîêàçàëè, ÷òî íàøè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ. Îäíîâðåìåííî ìû íàøëèíà÷àëüíóþ òî÷êó ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íàøó ïðÿìóþ, â êà÷å-ñòâå òàêîâîé ìîæíî âçÿòü òî÷êó M0(1,−5,−1). Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïè-ñàòü óðàâíåíèå ýòîé ïëîñêîñòè, îñòàëîñü íàéòè äâà åå íåêîëëèíåàðíûõíàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà. Â êà÷åñòâå ýòèõ âåêòîðîâ åñòåñòâåííî âçÿòü íà-ïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ ℓ1 è ℓ2. Ïóñòü ~b1,~b2,~b3 � âåêòîðû ïðàâîãîîðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, êîòîðûé âõîäèò â èñõîäíóþ ñèñòåìó êîîð-äèíàò. Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïåðâîé è âòîðîé ïðÿìîé îáîçíà÷èì ñî-îòâåòñòâåííî ÷åðåç ~s1 è ~s2. Ó÷èòûâàÿ çàìå÷àíèå, ñäåëàííîå íà ñ. 97, è�îðìóëó (3) èç � 4, èìååì
~s1 =

∣∣∣∣∣∣

~b1 ~b2 ~b3
1 1 −3
2 −1 −9

∣∣∣∣∣∣
= (−12, 3,−3), ~s2 =

∣∣∣∣∣∣

~b1 ~b2 ~b3
2 1 2
2 −2 −1

∣∣∣∣∣∣
= (3, 6,−6).Ñëåäîâàòåëüíî, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè èìååò âèä

∣∣∣∣∣∣

x− 1 y + 5 z + 1
−12 3 −3
3 6 −6

∣∣∣∣∣∣
= 0.Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì y + z + 6 = 0.Îòâåò: y + z + 6 = 0.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è òðåòüåãî òèïà ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.Çàäà÷à 2. Äàíû òî÷êà A(1, 2,−3) è ïðÿìàÿ ℓ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè-÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè 



x = 4 + t,
y = −1 − t,
z = 3 + t.Íàéòè òî÷êó B, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè A íà ïðÿìóþ ℓ, è òî÷êó

C, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ.



� 10. Çàäà÷è 107�åøåíèå. �àññìîòðèì ïëîñêîñòü σ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ê ïðÿìîé ℓ. ßñíî, ÷òî òî÷êà B ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-íèÿ ℓ è σ (ðèñ. 15). Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ~s = (1,−1, 1) ïåðïåí-äèêóëÿðåí ïëîñêîñòè σ, è ïîòîìó åãî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå íîðìàëü-íîãî âåêòîðà ýòîé ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèåïëîñêîñòè èìååò âèä x − y + z + D = 0. ×òîáû íàéòè ÷èñëî D, íàäîó÷åñòü, ÷òî A ∈ σ, è ïîòîìó êîîðäèíàòû òî÷êè A äîëæíû óäîâëåòâî-ðÿòü óðàâíåíèþ ïëîñêîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, 1−2−3+D = 0, ò. å. D = 4.Èòàê, ïëîñêîñòü σ èìååò óðàâíåíèå x− y+ z+4 = 0. Êîîðäèíàòû òî÷êè
B ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé





x = 4 + t,
y = −1− t,
z = 3 + t,

x− y + z + 4 = 0.Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå,èìååì 4 + t+ 1+ t+ 3 + t+ 4 = 0, îòêóäà t = −4. Ñëåäîâàòåëüíî, x = 0,
y = 3 è z = −1. Èòàê, òî÷êà B èìååò êîîðäèíàòû (0, 3,−1). Îáîçíà÷èìêîîðäèíàòû òî÷êè C ÷åðåç (x0, y0, z0). Ïîñêîëüêó B � ñåðåäèíà îòðåçêà
AC, â ñèëó �îðìóëû (5) èç � 5 èìååì:

0 =
1 + x0

2
, 3 =

2 + y0
2

, −1 =
−3 + z0

2
,îòêóäà x0 = −1, y0 = 4, z0 = 1. Èòàê, òî÷êà C èìååò êîîðäèíàòû

(−1, 4, 1).Îòâåò: B(0, 3,−1), C(−1, 4, 1).Óêàæåì ïëàí ðåøåíèÿ òðåõ äðóãèõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê òðåòüåìóòèïó.1) Äàíû òî÷êà A è ïðÿìàÿ ℓ íà ïëîñêîñòè. Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷-êó B, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè A íà ℓ, è òî÷êó C, ñèììåòðè÷íóþ
A îòíîñèòåëüíî ℓ. Òî÷êà B åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ è ïðÿìîé
ℓ′, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ℓ (ðèñ. 16). ×òîáû íàïèñàòüóðàâíåíèå ℓ′, íàäî èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íàïðàâëÿþùèéâåêòîð ïðÿìîé ℓ ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ′, à íîðìàëü-íûé âåêòîð ïðÿìîé ℓ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ′. Ïîñëåòîãî êàê òî÷êà B áóäåò íàéäåíà, òî÷êà C íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê â êîíöåðåøåíèÿ çàäà÷è 2.
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6r r r

A B C

ℓ

σ
~s r r r

A B C

ℓ

ℓ′�èñ. 15 �èñ. 16
r
r
r

A

B

C

ℓ

σ

r
r
r
r
A

B

C

M

ℓ

σ

�èñ. 17 �èñ. 182) Äàíû òî÷êà A è ïëîñêîñòü σ. Òðåáóåòñÿ íàéòè òî÷êó B, ÿâëÿþùó-þñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè A íà σ, è òî÷êó C, ñèììåòðè÷íóþ A îòíîñèòåëüíî
σ. Òî÷êà B åñòü òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè σ è ïðÿìîé ℓ, ïðîõîäÿùåé÷åðåç A ïåðïåíäèêóëÿðíî ê σ (ðèñ. 17). ×òîáû íàïèñàòü óðàâíåíèå ℓ, íà-äî èñïîëüçîâàòü òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè
σ ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé ℓ. Ïîñëå òîãî êàê òî÷êà Báóäåò íàéäåíà, òî÷êà C íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê â êîíöå ðåøåíèÿ çàäà÷è2. 3) Äàíû ïðÿìàÿ ℓ è ïëîñêîñòü σ (ïðè÷åì ℓ è σ ïåðåñåêàþòñÿ). Òðå-áóåòñÿ íàéòè ïðîåêöèþ ïðÿìîé ℓ íà σ è ïðÿìóþ, ñèììåòðè÷íóþ ℓ îòíî-ñèòåëüíî σ. Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ â òðè äåéñòâèÿ. Ñíà÷àëà íàäî íàéòèòî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ℓ è ïëîñêîñòè σ (îáîçíà÷èì åå ÷åðåç M). Çà-òåì íàäî âçÿòü íà ℓ êàêóþ-íèáóäü òî÷êó A, îòëè÷íóþ îò M , è íàéòèñíà÷àëà òî÷êó B, ÿâëÿþùóþñÿ ïðîåêöèåé òî÷êè A íà σ, à çàòåì òî÷êó
C, ñèììåòðè÷íóþ A îòíîñèòåëüíî σ (ñì. ïðåäûäóùèé àáçàö). Ïðîåêöè-åé ℓ íà σ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ MB, à ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé ℓ îòíîñèòåëüíî
σ, � ïðÿìàÿ MC (ðèñ. 18). Äëÿ êàæäîé èç íèõ òåïåðü ìîæíî íàïèñàòüóðàâíåíèå ïðÿìîé ïî äâóì òî÷êàì � ñì. �îðìóëó (6) â � 9.



� 10. Çàäà÷è 109Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì ÷åòâåðòîãî òèïà. Ïîä çàäà÷àìè î òðåóãîëüíèêåìû áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ äàíû êàêèå-òî ýëåìåíòû òðåóãîëü-íèêà, à íàäî íàéòè äðóãèå åãî ýëåìåíòû (ýëåìåíòû òðåóãîëüíèêà � ýòîêîîðäèíàòû åãî âåðøèí, óðàâíåíèÿ ñòîðîí, âûñîò, ìåäèàí, áèññåêòðèñ,âåëè÷èíû óãëîâ è ò.ï.). Çàäà÷è ýòîãî òèïà ìû áóäåì ðåøàòü òîëüêî íàïëîñêîñòè.
u

u

u

u

A

B

C

H

�èñ. 19Çàäà÷à 3. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(1, 0), B(4, 3) è òî÷êàïåðåñå÷åíèÿ åãî âûñîò H(3, 1). Íàéòè êîîðäèíàòû åãî òðåòüåé âåðøèíû
C. �åøåíèå. Ñîñòàâèì êîîðäèíàòíûå óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ AC è BCè íàéäåì òî÷êó C êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ. Äàëüíåéøèåðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóåò ðèñ. 19.Âåêòîð −−→

BH èìååò êîîðäèíàòû (−1,−2). Îí îðòîãîíàëåí ïðÿìîé AC.Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé èìååò âèä −x−2y+D = 0. Ïîä-ñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè A, ïðèíàäëåæàùåé ïðÿìîé
AC, íàõîäèì D: −1 + D = 0, îòêóäà D = 1. Èòàê, ïðÿìàÿ AC èìååòóðàâíåíèå −x − 2y + 1 = 0. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, íàõîäèì óðàâíåíèåïðÿìîé BC: 2x+ y − 11 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòû òî÷êè C ÿâëÿ-þòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
−x − 2y + 1 = 0,
2x + y − 11 = 0.Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå íà 2 è ñêëàäûâàÿ ñî âòîðûì, èìååì −3y −

9 = 0, îòêóäà y = −3. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì òåïåðü, ÷òî x = 7.Èòàê, òî÷êà C èìååò êîîðäèíàòû (7,−3).



110 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÎòâåò: C(7,−3).Çàäà÷à 4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, çíàÿ îäíó åãîâåðøèíó P (0, 0), à òàêæå óðàâíåíèÿ âûñîòû x − 3y + 8 = 0 è ìåäèàíû
−3x+ y + 8 = 0, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé è òîé æå âåðøèíû.�åøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà P íå ïðèíàäëåæèò óêàçàííûì â óñëî-âèè âûñîòå è ìåäèàíå, òàê êàê íå óäîâëåòâîðÿåò èõ óðàâíåíèÿì. Âåðøè-íó òðåóãîëüíèêà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò ýòè ïðÿìûå, îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q, à òðåòüþ âåðøèíó òðåóãîëüíèêà � ÷åðåç R. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äàííîéâûñîòû è ñòîðîíû PR îáîçíà÷èì ÷åðåç S, à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äàííîéìåäèàíû è ñòîðîíû PR � ÷åðåç T (ðèñ. 20).�åøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé

{
x − 3y + 8 = 0,

−3x + y + 8 = 0,ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà Q èìååò êîîðäèíàòû (4,4). Íàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿ-ìîé PQ ïî äâóì òî÷êàì: x
4
=
y

4
, ò. å. x− y = 0.Íàéäåì òåïåðü óðàâíåíèå ïðÿìîé PR. Âåêòîð ~n = (1,−3) ÿâëÿåòñÿíîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿìîé QS. Ïîñêîëüêó ïðÿìûå QS è PR ïåð-ïåíäèêóëÿðíû, ýòîò âåêòîð áóäåò íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé PR. Òàêêàê òî÷êà P èìååò êîîðäèíàòû (0,0), ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ ïðÿìîé PR èìåþò âèä
{
x = t,
y = −3t.Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòíîìó óðàâíåíèþ, èìååì 3x+ y = 0.Îñòàåòñÿ íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé QR. Äîáàâèâ ê ñèñòåìå ïàðàìåòðè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé PR óðàâíåíèå ìåäèàíû QT , ïîëó÷èì ñèñòåìóóðàâíåíèé 




x = t,
y = −3t,

−3x+ y + 8 = 0,êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû òî÷êè T . �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõî-äèì, ÷òî t =
4

3
, x =

4

3
è y = −4. Èòàê, òî÷êà T èìååò êîîðäèíàòû

(
4

3
,−4

). Ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà PR. Èñïîëüçóÿ �îðìó-ëû (5) èç � 5, íàõîäèì, ÷òî òî÷êà R èìååò êîîðäèíàòû (8

3
,−8

). Îñòàåòñÿ



� 10. Çàäà÷è 111íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé QR ïî äâóì òî÷êàì: x− 4

−4/3
=
y − 4

−12
. Ïîñëåî÷åâèäíûõ óïðîùåíèé îíî ïðèíèìàåò âèä 9x− y − 32 = 0.Îòâåò: x− y = 0, 3x+ y = 0, 9x− y − 32 = 0.

u u u u

u

P

Q

RS T�èñ. 20Çàäà÷à 5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó(
3,

8

5

) è îòñåêàþùèõ îò îñåé êîîðäèíàò òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ 10.�åøåíèå. ßñíî, ÷òî èñêîìûå ïðÿìûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò è íå ïàðàëëåëüíû íè îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò (â ïðîòèâíîìñëó÷àå îíè íå îòñåêàëè áû íèêàêîãî òðåóãîëüíèêà îò îñåé êîîðäèíàò).Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ ïðÿìûõ ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå â îòðåçêàõ, ò. å.óðàâíåíèå âèäà
x

a
+
y

b
= 1.Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ ñ òàêèì óðàâíåíèåì ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ â òî÷-êå ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), à îñü îðäèíàò � â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0, b)(ñì. ñ. 66). ßñíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îòñåêàåìîãî ýòîé ïðÿìîéîò îñåé êîîðäèíàò, ðàâíà |ab|

2
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýòà ïëîùàäü ðàâíà 10, àòî÷êà (3, 8

5

) ïðèíàäëåæèò íàøåé ïðÿìîé, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé




|ab| = 20,

3

a
+

8

5b
= 1.

(1)



112 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÈç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèéïîëó÷àåì, ÷òî
b =

8a

5a− 15
. (2)Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà âìåñòî b â ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû (1). Ïîëó÷èì ∣∣∣∣

8a2

5a− 15

∣∣∣∣ = 20,îòêóäà
2a2 = 25 · |a− 3|. (3)Ïîñêîëüêó ìîäóëü â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ðàñêðûòü äâó-ìÿ ñïîñîáàìè, äàëüíåéøèå âûêëàäêè ðàçáèâàþòñÿ íà äâà ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1: a > 3. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä 2a2 =

25a − 75. �åøàÿ åãî, íàõîäèì äâà êîðíÿ: a1 = 5 è a2 =
15

2
. Îáà îíèóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a > 3. Èñïîëüçóÿ (2), èìååì b1 = 4, b2 =

8

3
.Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâóõ ïðÿìûõ:

x

5
+
y

4
= 1 è 2x

15
+

3y

8
= 1.Ñëó÷àé 2: a < 3. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä 2a2 =

−25a + 75. �åøàÿ åãî, íàõîäèì äâà êîðíÿ: a3 = −15 è a4 =
5

2
. Îáà îíèóäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ a < 3. Èñïîëüçóÿ (2), èìååì b3 =

4

3
, b4 = −8.Ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ åùå äâóõ ïðÿìûõ:

− x

15
+

3y

4
= 1 è 2x

5
− y

8
= 1.Îòâåò: x

5
+
y

4
= 1, 2x

15
+

3y

8
= 1, − x

15
+

3y

4
= 1, 2x

5
− y

8
= 1.Ïåðåéäåì ê ïðèìåðàì ðåøåíèÿ çàäà÷ ïÿòîãî òèïà.Çàäà÷à 6. Òî÷êà A(5,−1) ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé êâàäðàòà, îäíà èçñòîðîí êîòîðîãî èìååò óðàâíåíèå 4x− 3y − 7 = 0. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿîñòàëüíûõ ñòîðîí êâàäðàòà.



� 10. Çàäà÷è 113�åøåíèå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ (ðèñ.21). Óðàâíåíèå ïðÿìîé D1D2 äàíî â óñëîâèè çàäà÷è. Ñîñòàâèì óðàâíå-íèå ñòîðîíû AB. Âåêòîð (4,−3) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ïðÿ-ìîé D1D2, à çíà÷èò, è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé AB. Ïîñêîëü-êó òî÷êà A ïðèíàäëåæèò ýòîé ïðÿìîé, åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èìå-åò âèä x− 5

4
=

y + 1

−3
. Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòíîìó óðàâíåíèþ, èìååì

3x+ 4y − 11 = 0. Äàëåå, ïîñêîëüêó ïðÿìûå D1D2 è C1C2 ïàðàëëåëüíû,îíè èìåþò îäèí è òîò æå íîðìàëüíûé âåêòîð. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíå-íèå ïðÿìîé C1C2 èìååò âèä 4x− 3y+ d = 0. ×òîáû íàéòè d, ïîäñòàâèì âýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè A, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé C1C2.Ïîëó÷èì 20+3+d = 0, îòêóäà d = −23. Èòàê, ïðÿìàÿ C1C2 èìååò óðàâ-íåíèå 4x− 3y − 23 = 0.
t

t

t t

t t

A

B

C1 C2

D1 D2�èñ. 21Îñòàëîñü íàïèñàòü óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñòîðîíû (C1D1 èëè C2D2).Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ýòî, ñíà÷àëà íàéäåì äëèíó ñòîðîíû êâàäðàòàêàê ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé D1D2. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (16) èç� 7, èìååì
d(A,D1D2) =

|4 · 5− 3 · (−1)− 7|√
16 + 9

=
16

5
.Èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé AB è ïîòîìó èìååò óðàâíåíèå âè-äà 3x + 4y + d = 0. Êðîìå òîãî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ýòîé ïðÿìîéðàâíî äëèíå ñòîðîíû êâàäðàòà, êîòîðóþ ìû òîëüêî ÷òî íàøëè. Âíîâüèñïîëüçóÿ �îðìóëó (16) èç � 7, èìååì

|3 · 5 + 4 · (−1) + d|√
16 + 9

=
16

5
,îòêóäà |11+d| = 16. �àñêðûâàÿ ìîäóëü ñíà÷àëà ñî çíàêîì ïëþñ, à çàòåìñî çíàêîì ìèíóñ, ïîëó÷àåì, ÷òî d ðàâíî ëèáî 5, ëèáî−27. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîñëåäíÿÿ ñòîðîíà èìååò ëèáî óðàâíåíèå 3x+4y+5 = 0, ëèáî óðàâíåíèå

3x+ 4y − 27 = 0.



114 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèÎòâåò: 3x + 4y − 11 = 0, 4x − 3y − 23 = 0 è ëèáî 3x + 4y + 5 = 0,ëèáî 3x+ 4y − 27 = 0.Çàäà÷à 7. Ñîñòàâèòü êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå áèññåêòðèñû òóïîãîóãëà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìûìè x− 3y + 5 = 0 è 3x− y + 15 = 0.
PPPq
���1PPPi

ℓ

ℓ1

ℓ2
~s1

~s2

−~s2�èñ. 22�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïðÿìóþ x − 3y + 5 = 0 ÷åðåç ℓ1, à ïðÿìóþ
3x−y+15 = 0 � ÷åðåç ℓ2. Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ýòèõ ïðÿìûõ îáîçíà-÷èì ÷åðåç ~s1 è ~s2 ñîîòâåòñòâåííî, à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ � ÷åðåç
M . Èñêîìóþ áèññåêòðèñó îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ. Äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿèëëþñòðèðóåò ðèñ. 22.Ïðåæäå âñåãî íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííûõ ïðÿìûõ. �åøèâñèñòåìó óðàâíåíèé {

x − 3y + 5 = 0,
3x − y + 15 = 0,ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà M èìååò êîîðäèíàòû (−5, 0). Â êà÷åñòâå ~s1 ìîæíîâçÿòü âåêòîð (3,1), à â êà÷åñòâå ~s2 � âåêòîð (1,3) (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 63).Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ ðàâíî 6. Ïîñêîëüêó îíî áîëüøåíóëÿ, óãîë ìåæäó óêàçàííûìè âåêòîðàìè � îñòðûé (ñì. êîíåö � 3). Ñëå-äîâàòåëüíî, òóïîé óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ℓ1 è ℓ2 � ýòî óãîë ìåæäó âåê-òîðàìè ~s1 = (3, 1) è −~s2 = (−1,−3). Ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ, ò. å. âåêòîð

~s1 − ~s2 = (2,−2), íàïðàâëåí âäîëü äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðî-åííîãî íà âåêòîðàõ ~s1 è −~s2. Ýòè âåêòîðû èìåþò, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ,îäèíàêîâóþ äëèíó, è ïîòîìó óêàçàííûé ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîì-áîì. Êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãî êóðñà, äèàãîíàëü ðîìáà ñîâïàäàåò ñáèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòîðîíàìè. Ñëåäîâàòåëü-íî, â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà áèññåêòðèñû ℓ ìîæíî âçÿòü âåê-òîð (2,−2). Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ℓ èìåþò



� 10. Çàäà÷è 115âèä {
x = −5 + 2t,
y = − 2t.Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð, ïîëó÷àåì êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå x+ y + 5 = 0.Îòâåò: x+ y + 5 = 0.Îòìåòèì, ÷òî åñëè áû âåêòîðû ~s1 è −~s2 â çàäà÷å 7 èìåëè ðàçëè÷íóþäëèíó, â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà áèññåêòðèñû ìîæíî áûëî áûâçÿòü âåêòîð ~s1

|~s1|
+

−~s2
| − ~s2|

. Â ñàìîì äåëå, äëèíû âåêòîðîâ ~s1
|~s1|

è −~s2
| − ~s2|ðàâíû 1 (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 22) è, â ÷àñòíîñòè, ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

B
BM
�
���
q

σ1

σ2

~n1
~n2

α
β

M

�èñ. 23Çàäà÷à 8. Íàéòè ñèíóñ òîãî óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 3x− y+ 2z −
3 = 0 è x− 2y + 3z − 1 = 0, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà M(1, 1, 2).�åøåíèå. Ïóñòü ïåðâîå èç óðàâíåíèé â óñëîâèè çàäàåò ïëîñêîñòü
σ1, à âòîðîå � ïëîñêîñòü σ2. Íîðìàëüíûå âåêòîðû ýòèõ ïëîñêîñòåé îáî-çíà÷èì ÷åðåç ~n1 è ~n2 ñîîòâåòñòâåííî, à óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè � ÷åðåç
α (ðèñ. 23).Òî÷êàM íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîé èç ïëîñêîñòåé, ïîñêîëüêó åå êîîð-äèíàòû íå óäîâëåòâîðÿþò èõ óðàâíåíèÿì. Ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, òàêêàê èõ íîðìàëüíûå âåêòîðû ~n1 = (3,−1, 2) è ~n2 = (1,−2, 3) íå ïðîïîð-öèîíàëüíû (ñì. òåîðåìó 3 â � 8). Ïîëîæèì β = (~̂n1, ~n2). Ïîñêîëüêó

3 · 1− 1 · 1 + 2 · 2− 3 > 0 è 1 · 1− 2 · 1 + 3 · 2− 1 > 0,



116 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèâåêòîð ~n1 íàïðàâëåí îò ïëîñêîñòè σ1 ê òî÷êå M , à âåêòîð ~n2 � îò ïëîñ-êîñòè σ2 ê M (ñì. òåîðåìó 4 â � 8). Ñëåäîâàòåëüíî, α =
π

2
− β, è ïîòîìó

sinα = cos(~̂n1, ~n2) =
~n1~n2

|~n1| · |~n2|
=

11

14
.Îòâåò: sinα =

11

14
.Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ïÿòîãî (è íå òîëüêî ïÿòîãî) òèïà îêàçû-âàåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå:ëþáàÿ ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè, êàê è ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ìîæåòáûòü çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì, â êîòîðîì êîý��è-öèåíò ïðè x ðàâåí ëèáî 0, ëèáî 1; òî æå âåðíî äëÿ êîý�-�èöèåíòà ïðè y, à â ñëó÷àå ïëîñêîñòè � äëÿ êîý��èöèåíòàïðè ëþáîé èç íåèçâåñòíûõ x, y è z.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ïðÿìàÿ çàäàíà êîîðäèíàòíûì óðàâíåíèåì Ax+By+

C = 0 è A 6= 0. �àçäåëèâ ýòî óðàâíåíèå íà A, ìû ïîëó÷èì êîîðäèíàò-íîå óðàâíåíèå òîé æå ïðÿìîé, â êîòîðîì êîý��èöèåíò ïðè x ðàâåí 1.Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèìåíèìû äëÿ êîý��èöèåíòà ïðè y è äëÿêîý��èöèåíòà ïðè ëþáîì èç íåèçâåñòíûõ â êîîðäèíàòíîì óðàâíåíèèïëîñêîñòè. Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäà÷è, â ðåøåíèè êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿýòî íàáëþäåíèå.Çàäà÷à 9. Îñíîâàíèåì ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñëóæèò ïðÿ-ìàÿ x− 2y+5 = 0, à îäíîé èç áîêîâûõ ñòîðîí � ïðÿìàÿ 3x+4y− 1 = 0.Íàéòè óðàâíåíèå âòîðîé áîêîâîé ñòîðîíû ïðè óñëîâèè, ÷òî îíà ïðîõîäèò÷åðåç òî÷êó (−3, 5).�åøåíèå. Óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé áóäåì èñêàòü â âèäå Ax +
By+C = 0. Íàéäåì óãîë α ïðè îñíîâàíèè íàøåãî ðàâíîáåäðåííîãî òðå-óãîëüíèêà êàê óãîë ìåæäó íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ïðÿìûõ, óêàçàííûõâ óñëîâèè çàäà÷è. Ïîñêîëüêó óãîë α � îñòðûé, òî cosα > 0 (ñì. çàìå÷à-íèå â êîíöå � 3). Èñïîëüçóÿ àíàëîã �îðìóëû (5) èç � 3 äëÿ âåêòîðîâ íàïëîñêîñòè, èìååì

cosα =
|3 · 1 + 4 · (−2)|√
9 + 16 ·

√
1 + 4

=
5

5
√
5
=

1√
5
.Ïðèðàâíèâàÿ ê ïîëó÷åííîé âåëè÷èíå êîñèíóñ óãëà ìåæäó èñêîìîé ïðÿ-ìîé è îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà, èìååì

|A− 2B|√
5 ·

√
A2 +B2

=
1√
5
.



� 10. Çàäà÷è 117Âîçâîäÿ ýòî óðàâíåíèå â êâàäðàò, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî-ëó÷àåì, ÷òî
4AB − 3B2 = 0. (4)Â ñèëó íàáëþäåíèÿ, ñäåëàííîãî ïåðåä �îðìóëèðîâêîé çàäà÷è, ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî A = 0 èëè A = 1. �àññìîòðèì îòäåëüíî êàæäûé èç ýòèõñëó÷àåâ.1) A = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç (4) âûòåêàåò, ÷òî B = 0. Íî ýòî íåâîç-ìîæíî, òàê êàê íîðìàëüíûé âåêòîð èñêîìîé ïðÿìîé èìååò êîîðäèíàòû

(A,B) è íå ðàâåí íóëü-âåêòîðó.
s(−3, 5)�èñ. 242) A = 1. Óðàâíåíèå (4) â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä 4B − 3B2 = 0,îòêóäà B = 0 èëè B =

4

3
. Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

x+C = 0, à âî âòîðîì � x+
4

3
y +C = 0 èëè 3x+ 4y +C = 0. ßñíî, ÷òîâòîðàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà òîé áîêîâîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, êîòîðàÿóêàçàíà â óñëîâèè çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî íå èñêîìàÿ âòîðàÿ áîêîâàÿñòîðîíà, à ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (−3, 5) ïàðàëëåëüíîäàííîé áîêîâîé ñòîðîíå (ðèñ. 24). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èñêîìîéïðÿìîé èìååò âèä x + C = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îíà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó

(−3, 5), ïîëó÷àåì, ÷òî C = 3.Îòâåò: x+ 3 = 0.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ïîñòðîèòü íà ÷åðòåæå ïðÿìûå ëèíèè è íàéòè èõ ïàðàìåòðè÷åñêèåóðàâíåíèÿ:à) 2x− 3y − 6 = 0; á) 2x+ 3y − 6 = 0; â) x− 2 = 0; ã) 2x− 3y = 0.2. Ïîñòðîèòü íà ÷åðòåæå ïðÿìûå ëèíèè è íàéòè èõ êîîðäèíàòíûåóðàâíåíèÿ:à) {x=1 − t,
y=2 − t;

á) {x=−2 − 2t,
y= 3 ;

â) {x=2 − t,
y= t;

ã) {x= 3 ,
y=−1 − t.



118 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè3. Ñòîðîíû AB, BC è AC òðåóãîëüíèêà ABC çàäàíû ñîîòâåòñòâåííîóðàâíåíèÿìè 4x + 3y − 5 = 0, x − 3y + 10 = 0 è x − 2 = 0. Îïðåäåëèòüêîîðäèíàòû åãî âåðøèí è íàïèñàòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà A.4. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñëåäóþùèõ ïàð ïðÿìûõ èâûÿñíèòü, êàêèå èç ýòèõ ïàð ñîäåðæàò ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå:à) x− 2y + 3 = 0, 2x− 4y + 1 = 0; á) 2x− y − 8 = 0, x− 3

2
=
y + 2

−1
;â) x− y − 2 = 0, { x = 3 + t,

y = 1 + t;
ã) { x = −1 + t,

y = 1 − 2t,

x− 3

−2
=
y − 3

−2
.5. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà 8x + 3y + 1 = 0,

2x + y − 1 = 0 è îäíîé èç åãî äèàãîíàëåé 3x + 2y + 3 = 0. Îïðåäåëèòüêîîðäèíàòû âåðøèí ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà.6. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà 2x − 3y + 5 = 0,
3x+2y−7 = 0 è îäíà èç åãî âåðøèí A(2,−3). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâóõäðóãèõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà.7. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà x − 2y + 15 = 0,
x− 2y = 0 è óðàâíåíèå îäíîé èç åãî äèàãîíàëåé 7x + y − 15 = 0. Íàéòèâåðøèíû ïðÿìîóãîëüíèêà.8. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P íà ïðÿìóþ ℓ:à) P (−1,−2), ℓ: x− y + 3 = 0; á) P (5, 1), ℓ: 2x+ y − 1 = 0.9. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ:à) P (4, 4), ℓ: x+ y − 4 = 0; á) P (−4, 3), ℓ: −2x+ y − 1 = 0.10. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ïðÿìîé ℓ:à) P (2,−1), ℓ: 3x− 4y + 5 = 0; á) P (1, 2), ℓ: 2x+ y − 7 = 0.11. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(−10, 2), B(6, 4) è òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ åãî âûñîò H(5, 2). Íàéòè êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû.12. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(3,−1), B(5, 7) è òî÷êà ïåðå-ñå÷åíèÿ åãî âûñîò H(4,−1). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí.13. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, åñëè äàíû îäíà èçåãî âåðøèí A(1, 3) è óðàâíåíèÿ äâóõ ìåäèàí x− 2y + 1 = 0 è y − 1 = 0.14. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, åñëè äàíû îäíà èçåãî âåðøèí A(−4,−5) è óðàâíåíèÿ äâóõ âûñîò 5x + 3y − 4 = 0 è 3x +
8y + 13 = 0.15*. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, åñëè äàíû îäíà èçåãî âåðøèí A(4,−1) è óðàâíåíèÿ äâóõ áèññåêòðèñ x−1 = 0 è x−y−1 = 0.16. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(2,−2), B(3,−5) è C(5, 7). Ñîñòà-âèòü óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç âåðøèíû C íà áèññåê-òðèñó óãëà A.17*. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (−5, 4),îòðåçîê êîòîðîé, çàêëþ÷åííûé ìåæäó ïðÿìûìè x+2y+1 = 0 è x+2y−
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1 = 0, èìååò äëèíó 5.18. Ïðÿìûå x+ y − 1 = 0, 2x− y + 3 = 0 ïðè ïåðåñå÷åíèè îáðàçóþò÷åòûðå óãëà. Óãîë, â êîòîðîì ëåæèò òî÷êà A(1, 1), îáîçíà÷èì ÷åðåç α.Óñòàíîâèòü, â êàêîì óãëå îòíîñèòåëüíî α (â òîì æå ñàìîì, ñìåæíîì,âåðòèêàëüíîì) ëåæàò òî÷êè B(−3, 0), C(0, 0), D(1, 7) è E(2, 1).19. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (2,1) ïîäóãëîì 45◦ ê ïðÿìîé 2x+ 3y + 4 = 0.20. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó (8,6) èîòñåêàþùèõ îò îñåé êîîðäèíàò òðåóãîëüíèê ïëîùàäüþ 12.21. Íàéòè óðàâíåíèÿ ñòîðîí ðîìáà ABCD, åñëè èçâåñòíû êîîðäè-íàòû åãî âåðøèíû A(1,−2), òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ åãî ìåäèàí M(3,−1) èòî÷êè P (2, 0), êîòîðàÿ ëåæèò íà ñòîðîíå AB.22. Ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé ê ïàðàìåòðè-÷åñêèì:à) x− y + z − 1 = 0; á) x+ y − 3z + 4 = 0; â) x+ y − 1 = 0.23. Ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïëîñêîñòåé ê êîîðäè-íàòíûì:à) x=1+ u− v,

y=2− u+ v,
z=3+ 2u− v;

á) x=−1+ u− v,
y= 2+ u ,
z= 3 + v;

â) x=−1+ u− v,
y= 2+ u+ v,
z= 3 .24. Ñîñòàâèòü êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåçòî÷êó A(3, 4,−5) ïàðàëëåëüíî âåêòîðàì ~a1 = (3, 1,−1) è ~a2 = (1, −2, 1).25. Ñîñòàâèòü êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåçòî÷êè A(2,−1, 3) è B(3, 1, 2) ïàðàëëåëüíî âåêòîðó ~a = (3,−1, 4).26. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(3,

−1, 2), B(4,−1,−1) è C(2, 0, 2).27. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
A(2, 1,−1) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~n = (1,−2, 3).28. Òî÷êà A(2,−1,−1) ñëóæèò îñíîâàíèåì ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-íîãî èç íà÷àëà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòü. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýòîé ïëîñ-êîñòè.29. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñëåäóþùèõ ïàð ïëîñêîñòåéè âûÿñíèòü, êàêèå èç ýòèõ ïàð ñîäåðæàò ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè:à) x+ y − z + 4 = 0, 2x− y + z = 0;á) x+ y − z + 4 = 0, 



x = −1 + 3u + v,
y = 1 + 2u + 2v,
z = 4 + 5u + 3v;â) x− y + 2z − 5 = 0, 2x− 2y + 4z − 10 = 0;



120 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòèã)  x = −1 − u + 4v,
y = 2 + u − 4v,
z = 4 + u − 3v,

x+ y + z − 1 = 0.30. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
A ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè µ:à) A(1, 2, 3), µ: x− y + z = 0; á) A(1, 0, 2), µ: x− y + 1 = 0.31. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò è ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòÿì 2x− y+3z− 1 = 0 è x+2y+
z = 0.32. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P íà ïëîñêîñòü σ:à) P (3,−1, 2), σ: x− y + z = 0; á) P (2, 2, 5), σ: x+ y + 4z − 6 = 0.33. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P (8,−2, 3) îòíîñèòåëüíîïëîñêîñòè x− y + 6 = 0.34. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî ïëîñêîñòè σ:à) P (1, 4, 1), σ: 2x− y + 2z − 3 = 0;á) P (2,−1,−1), σ: 5x− 3y + z + 4 = 0;â) P (3,−6, 5), σ: 4x− 3z − 1 = 0.35*. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîñêîñòè 3x − 2y + z − 3 = 0, x − 2z = 0 è
σ ïåðåñåêàþòñÿ, à ïëîñêîñòü x − 2y + z + 5 = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíà σ.Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè σ.36. Ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíûõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ê ïàðàìåòðè÷å-ñêèì:à) { x − y + z − 1 = 0,

2x + y + z − 4 = 0;
á) { x − y + z = 0,

x − y + 5 = 0.37. Ïåðåéòè îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðÿìîé ê êîîðäèíàò-íûì:à)  x = 1 + t,
y = 2 − t,
z = 3 + t;

á)  x = 1 + t,
y = 2 − t,
z = 3 ;

â)  x = 1 + t,
y = 2 ,
z = 3 .38. Ñîñòàâèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, îáðàçîâàííîéïåðåñå÷åíèåì ïëîñêîñòè 3x − y − 7z + 9 = 0 ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé÷åðåç îñü Ox è òî÷êó A(3, 2, 5).39. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (2, 3,−1) äî ñëåäóþùåé ïðÿìîé:à) x= 1+ t,

y= 2+ t,
z=13+ 4t;

á) x− 5

3
=
y

2
=
z + 25

−2
; â) {2x+2y− z+7= 0,

3x+ y− z+8= 0.40. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìûå
{
2x + 2y − z − 10 = 0,
x − y − z − 22 = 0

è x+ 7

3
=
y − 5

−1
=
z − 9

4ïàðàëëåëüíû è íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè.



� 10. Çàäà÷è 12141. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ñëåäóþùèõ ïðÿìûõ:à)  x = −7 + 3t,
y = 4 − 2t,
z = 4 + 3t

è x− 1

1
=
y + 8

2
=
z + 12

−1
;á)  x = −3 + 2t,

y = −2 + 3t,
z = 6 − 4t

è 


x = 5 + t,
y = −1 − 4t,
z = −4 + t;â) x− 1

2
=
y + 5

−3
=
z + 2

1
è x− 3

−2
=
y + 8

3
=
z + 1

−1
;ã)  x = −2 + 3t,

y = 1 − 2t,
z = t

è {
x + y − z = 0,
x − y − 5z − 8 = 0.42. Äîêàçàòü ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìûõ




x = 1 + 2t,
y = −2 + 3t,
z = 1 − 6t

è {
2x + y − 4z + 2 = 0,
4x − y − 5z + 4 = 0.43. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè M íà ïðÿìóþ ℓ:à) M(1,−2,−4), ℓ:  x = −1 + t,

y = −3 − 2t,
z = 2 − t;á) M(8, 1,−1), ℓ: { 2x + 2y − z − 1 = 0,
x − y − z + 2 = 0.44. Íàéòè òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ:à) P (4, 1, 6), ℓ: { x − y − 4z + 12 = 0,

2x + y − 2z + 3 = 0;á) P (2,−1, 3), ℓ: { 5x − y − 5z + 3 = 0,
2y − 5z + 24 = 0.45. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(3, 6,−7), B(−5, 2, 3) è C(4,−7,2). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ìåäèàíû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A.46. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(1,−2,−4), B(3, 1,−3) è C(5, 1,

−7). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû B.47. Äàíû âåðøèíû òðåóãîëüíèêà A(3,−1,−1), B(1, 2,−7) è C(−5,
14,−3). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû óãëà B.48*. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñêîîðäèíàòàìè (−4,−5, 3) è ïåðåñåêàåò ïðÿìûå




x = −1 + 3t,
y = −3 − 2t,
z = 2 − t

è 


x = 2 + 2t,
y = −1 + 3t,
z = 1 − 5t.



122 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè49*. Ïëîñêîñòü 9x+ 12y + 20z − 60 = 0 ïåðåñåêàåò îñè Ox, Oy è Ozâ òî÷êàõ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè äëèíó âûñîòû òðåóãîëüíèêà
ABC, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû C, è íàïèñàòü åå óðàâíåíèÿ.50. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ




x = −1 + 2t,
y = 1 − t,
z = 2 + 3tè ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 


x = − t,
y = 2 − 2t,
z = 3 − 3t.51. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêî-ñòè 3x+ y − z + 2 = 0 è ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿìóþ




x = −1 + 3t,
y = 2 − t,
z = 4t.52. Îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé ℓ è ïëîñêîñòè σ:à) ℓ:  x = −2 + 3t,

y = 2 − t,
z = −2 + 4t,

σ: x− y − z − 6 = 0;á) ℓ: x+ 1

5
=
y − 1

3
=
z

2
, σ:  x = 5 + 3u + 2v,

y = 4 + 9u − 8v,
z = 1 + 2u − v;â) ℓ: { 3x + y − 10 = 0,

2x − z − 6 = 0,
σ: 3x+ y − 10 = 0.53. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m ïëîñêîñòü x−3y+6z+7 = 0 ïàðàëëåëüíàñëåäóþùåé ïðÿìîé:à) x+ 1

3
=
y − 2

m
=
z + 3

−2
; á) x− 5

9
=
y + 9

−1
=

z + 4

m− 1
?54. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ A è B ïëîñêîñòü Ax + By + 3z − 5 = 0ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé x− 3

2
=
y − 5

−3
=
z + 2

−2
?55. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðîåêöèè ïðÿìîé

{
5x − 4y − 2z − 5 = 0,
x + 2z − 2 = 0íà ïëîñêîñòü 2x− y + z − 1 = 0.



� 10. Çàäà÷è 12356. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà ïðÿìîé
x− 2

2
=
y + 1

0
=
z + 1

−1
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x− z = 0.57*. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿ-ìóþ {

x + 2y − z + 3 = 0,
x + y + z − 4 = 0ïîä óãëîì π

3
ê ïðÿìîé

{
x − y + z + 1 = 0,
x − y + 2z + 1 = 0.3. Îòâåòû1. à) { x = 3 + 3t,

y = 2t;
á) { x = 3 + 3t,

y = − 2t;
â) { x = 2 ,

y = t;
ã) { x = 3t,

y = 2t.2. à) x+ y = 3; á) y = 3; â) x+ y = 2; ã) x = 3.3. A(2,−1); B(−1, 3); C(2, 4); 3x+ y = 5.4. à) Ïàðàëëåëüíû; á) ïåðåñåêàþòñÿ (è ïåðïåíäèêóëÿðíû); â) ñîâïàäàþò;ã) ïåðåñåêàþòñÿ (íî íå ïåðïåíäèêóëÿðíû).5. (−2, 5), (1,−3), (5,−9), (8,−17). 6. 2x− 3y − 13 = 0, 3x+ 2y = 0.7. (1,8), (4,2), (2,1), (−1, 7). 8. à) (−3, 0); á) (1,−1).9. à) (0,0); á) (4,−1). 10. à) 3; á) 3√
5
. 11. (6,−6).12. AB: 4x− y − 13 = 0, AC: x+ 8y + 5 = 0, BC: x− 5 = 0.13. AB: x− y + 2 = 0, AC: x+ 2y − 7 = 0, BC: x− 4y − 1 = 0.14. 3x− 5y − 13 = 0, 8x− 3y + 17 = 0, 5x+ 2y − 1 = 0.15. 2x− y + 3 = 0, 2x+ y − 7 = 0, x− 2y − 6 = 0. 16. x− 5 = 0.17. 3x+ 4y − 1 = 0, 7x+ 24y − 61 = 0.18. B � â âåðòèêàëüíîì, C � â ñìåæíîì, D � âî âòîðîì ñìåæíîì, E �â òîì æå ñàìîì.19. x− 5y+ 3 = 0, 5x+ y − 11 = 0. 20. 3x− 2y− 12 = 0, 3x− 8y+ 24 = 0.21. AB: 2x − y − 4 = 0, BC: 2x + 11y − 10 = 0, CD: 2x − y − 10 = 0, AD:

2x+ 11y + 20 = 0.22. à)  x = 1 + u ,
y = u + v,
z = v;

á)  x = −4 + u + 3v,
y = − u ,
z = v;

â)  x = 1 + u ,
y = − u ,
z = v.23. à) x+y−3 = 0; á) x−y+z = 0; â) z−3 = 0. 24. x+4y+7z+16 = 0.25. x− y − z = 0. 26. 3x+ 3y + z − 8 = 0. 27. x− 2y + 3z + 3 = 0.28. 2x− y − z − 6 = 0.29. à) Ïåðåñåêàþòñÿ (è ïåðïåíäèêóëÿðíû); á) ïàðàëëåëüíû; â) ñîâïàäàþò;ã) ïåðåñåêàþòñÿ (íî íå ïåðïåíäèêóëÿðíû).30. à) x− y + z − 2 = 0; á) x− y − 1 = 0. 31. 7x− 2y − 5z = 0.



124 �ëàâà 2. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè32. à) (1,1,0); á) (1,1,1). 33. (−8, 14, 3). 34. à) 1; á) 16√
35
; â) 4√

26
.35. 11x− 2y − 15z − 3 = 0. 36. à) x= 1− 2t,

y= 1+ t,
z = 1+ 3t;

á) x= t,
y= 5+ t,
z = 5 .37. à) {x+ y − 3 = 0,

y+ z − 5 = 0;
á) {x+ y − 3 = 0,

z − 3 = 0;
â) {y − 2 = 0,

z − 3 = 0.38.  x = −3 + 37t,
y = 6t,
z = 15t.

39. à) 6; á) 21; â) 6. 40. 3.41. à) Ñêðåùèâàþòñÿ; á) ïåðåñåêàþòñÿ; â) ñîâïàäàþò; ã) ïàðàëëåëüíû.42. Óêàçàíèå: ïðîâåðèòü, ÷òî íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ îðòîãîíàëü-íû.43. à) (0,−5, 1); á) (0,1,1). 44. à) (2,−3, 2); á) (4,−3, 5).45.  x = 3 − 7t,
y = 6 − 17t,
z = −7 + 19t.

46.  x = 3 + 3t,
y = 1 + 15t,
z = −3 + 19t.

47.  x = 1 − t,
y = 2 + 3t,
z = −7 + 8t.48.  x = −4 + 3t,

y = −5 + 2t,
z = 3 − t.

49. 5, { 9x + 12y + 20z − 60 = 0,
4x − 3y = 0.50. x− y − z + 4 = 0. 51. x− 5y − 2z + 11 = 0.52. à) Ïàðàëëåëüíû; á) ïåðåñåêàþòñÿ; â) ℓ ëåæèò â σ.53. à) m = −3; á) m = −1. 54. A = −3, B =

9

2
.55. { 2x − 4y − 8z + 1 = 0,

2x − y + z − 1 = 0.
56. x

1
=
y + 1

1
=

z

−2
.57. x+ 2y − z + 3 = 0, 13x+ 14y + 11z − 45 = 0.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �21. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, åñëè äàíû:à) îäíà èç åãî âåðøèí B(−4,−5) è óðàâíåíèÿ äâóõ âûñîò 5x + 3y −

4 = 0 è 3x+ 8y + 13 = 0;á) îäíà èç åãî âåðøèí C(4,−1) è óðàâíåíèÿ âûñîòû 2x− 3y + 12 = 0è ìåäèàíû 2x+ 3y = 0, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé âåðøèíû;â) îäíà èç åãî âåðøèí B(2, 2) è óðàâíåíèÿ äâóõ âûñîò x − 4y = 0 è
x+ y − 1 = 0;ã) îäíà èç åãî âåðøèí B(3, 3) è óðàâíåíèÿ âûñîòû x − 4y + 3 = 0 èìåäèàíû y − 1 = 0, ïðîâåäåííûõ èç îäíîé âåðøèíû.2. Íàéòè ïðîåêöèþ òî÷êè P íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè Aè B:à) P (−8, 12), A(2,−3), B(−5, 1); á) P (8,−9), A(3,−4), B(−1,−2);â) P (1,−3), A(3, 0), B(1, 2); ã) P (3, 5), A(1,−1), B(4,−2).



� 10. Çàäà÷è 1253. Äàí òðåóãîëüíèê ABC. Íàïèñàòü óðàâíåíèå âûñîòû, ïðîâåäåííîéèç òî÷êè A íà ñòîðîíó BC:à) A(1, 1, 3), B(−1, 2, 0), C(0, 1, 1);á) A(1, 0,−1), B(−1, 2, 3), C(0, 1, 3);â) A(2, 1,−1), B(1, 3, 0), C(4, 1, 7);ã) A(0, 1,−1), B(1, 4, 5), C(2, 3, 5).4. Ïëîñêîñòüà) 2x+ y + z − 4 = 0; á) 3x− y + 2z − 6 = 0; â) x− 2y + 3z − 6 = 0;ã) x− 2y − 2z + 4 = 0ïåðåñåêàåò îñè Ox, Oy è Oz â òî÷êàõ A, B è C ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîéïëîñêîñòè âûáðàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå C è áàçèñíûìèâåêòîðàìè −→
CA è −−→

CB. Ïðÿìàÿ ℓ èìååò â ïëîñêîñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèå
2u − v + 1 = 0. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâåííîéñèñòåìå êîîðäèíàò.



�ëàâà 3Ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèéÂ äâóõ ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ó íàñ óæå íåîäíîêðàòíî âîçíèêàëè ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Çäåñü ìû íà÷èíàåì èõ ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷å-íèå. Ñíà÷àëà ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ òàêèìè ñèñòå-ìàìè, è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû î ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé îäíîðîäíîéè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû. Çàòåì ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ìåòîä �àóññà ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé áóäåò ïîñòîÿííî èñïîëüçî-âàòüñÿ â äàëüíåéøåì ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷. Ïîñëå ýòîãî ââî-äÿòñÿ îïðåäåëèòåëè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, èçó÷àþòñÿ èõ ñâîéñòâà èäîêàçûâàåòñÿ ïðàâèëî Êðàìåðà. Èçó÷åíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèéáóäåò ïðîäîëæåíî â ãëàâå 6.� 11. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûåñèñòåìûÍàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûì óðàâíåíèåì (èëè óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïî-ðÿäêà) ñ n íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b. (1)Âåëè÷èíû a1, a2, . . . , an íàçûâàþòñÿ êîý��èöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ,à b � ñâîáîäíûì ÷ëåíîì óðàâíåíèÿ (1). Êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõè ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè.



� 11. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû 127�àññìîòðèì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(2)Îïðåäåëåíèå. �åøåíèåì (èëè ÷àñòíûì ðåøåíèåì) ñèñòåìû (2)íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) òàêîé, ÷òî ïðèïîäñòàíîâêå â (2) x01 âìåñòî x1, x02 âìåñòî x2, . . . , x0n âìåñòî xn âñå óðàâ-íåíèÿ ñèñòåìû (2) ïðåâðàùàþòñÿ â âåðíûå ðàâåíñòâà. Ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé (2) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðå-øåíèå, è íåñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Íàïðèìåð, óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë (1, 2,−1, 3) áóäåò ðåøåíèåìñèñòåìû {

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,
2x1 − x2 + x3 + 3x4 = 8äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòàñèñòåìà ñîâìåñòíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèñòåìà





x1 + 2x2 + x3 − x4 = 1,
2x1 − x2 + x3 + 3x4 = 8,
x1 + 2x2 + x3 − x4 = 5î÷åâèäíûì îáðàçîì íåñîâìåñòíà, òàê êàê íèêàêîé íàáîð ÷èñåë íå ìîæåòîäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿòü è ïåðâîìó, è òðåòüåìó åå óðàâíåíèÿì.Îïðåäåëåíèå. Åñëè âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé ðàâíû 0, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �íåîäíîðîäíîé. Åñëè â ñèñòåìå (2) âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû çàìåíèòü íóëÿìè,òî ìû ïîëó÷èì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0,

(3)êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü îäíîðîäíîé ñèñòåìîé, ñîîòâåòñòâóþùåéñèñòåìå (2).Îòìåòèì, ÷òîëþáàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà,



128 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéòàê êàê îíà èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, ò. å. ðåøåíèå x1 = 0, x2 = 0, . . . ,
xn = 0.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) � äâà óïîðÿ-äî÷åííûõ íàáîðà ÷èñåë, à t � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà óïîðÿäî÷åííûéíàáîð ÷èñåë (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) íàçûâàåòñÿ ñóììîé íàáîðîâ
(x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn), à óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (tx1, tx2, . . . ,
txn) � ïðîèçâåäåíèåì íàáîðà (x1, x2, . . . , xn) íà ÷èñëî t.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.Òåîðåìà 1. Ñóììà äâóõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû � ðåøåíèåýòîé ñèñòåìû. Ïðîèçâåäåíèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû íà ÷èñëî �ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (y1, y2, . . . , yn) è (z1, z2, . . . , zn) � ðåøåíèÿñèñòåìû (3). Ïîäñòàâèì íàáîð (y1+z1, y2+z2, . . . , yn+zn) â i-å óðàâíåíèåýòîé ñèñòåìû (1 6 i 6 m). Ïîëó÷èì

ai1(y1 + z1) + ai2(y2 + z2) + · · ·+ ain(yn + zn) =

= (ai1y1 + ai2y2 + · · · + ainyn) + (ai1z1 + ai2z2 + · · ·+ ainzn) =

= 0 + 0 = 0.Ìû âèäèì, ÷òî íàáîð (y1 + z1, y2 + z2, . . . , yn + zn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìñèñòåìû (3). Ïîäñòàâèâ â òî æå óðàâíåíèå íàáîð (ty1, ty2, . . . , tyn), ïîëó-÷èì
ai1(ty1) + ai2(ty2) + · · ·+ ain(tyn) =

= t(ai1y1 + ai2y2 + · · ·+ ainyn) = t · 0 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, è íàáîð (ty1, ty2, . . . , tyn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû(3). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 1 ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåòáûòü ó îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Ñëåäñòâèå 1. Ïðîèçâîëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé èëè èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå (ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå � íóëåâîå),èëè èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè îäíîðîäíàÿ ñè-ñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, òî îíà èìååò áåñ-êîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî ñèñòåìà (3) èìå-åò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñè-



� 11. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû 129ñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå, ò. å. òàêîå ðå-øåíèå (x01, x
0
2, . . . , x

0
n), ÷òî x0i 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî 1 6 i 6 n. Â ñè-ëó òåîðåìû 1 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà t íàáîð ÷èñåë

(tx01, tx
0
2, . . . , tx

0
n) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (3). Î÷åâèäíî, ÷òîåñëè t1 6= t2, òî ðåøåíèÿ (t1x

0
1, t1x

0
2, . . . , t1x

0
n) è (t2x

0
1, t2x

0
2, . . . , t2x

0
n) ñè-ñòåìû (3) ðàçëè÷íû (òàê êàê t1x

0
i 6= t2x

0
i ). Ïîñêîëüêó äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèñòåìà (3) èìååò áåñêîíå÷íîìíîãî ðåøåíèé. Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.Äîêàæåì òåïåðü ïîëåçíîå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ðåøåíèé ñèñòåì (2)è (3).Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñèñòåìà (2) ñîâìåñòíà. Âûáåðåì ïðîèçâîëü-íûì îáðàçîì è çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå åå ðåøåíèå (x01, x

0
2, . . . , x

0
n). Åñëè

(y1, y2, . . . , yn) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3), òî ñóììà (x01 + y1, x02 + y2, . . . ,
x0n+ yn) � ðåøåíèå ñèñòåìû (2). È îáðàòíî, êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû(2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â âèäå ñóììû ðåøåíèÿ (x01, x02, . . . , x0n) ýòîéñèñòåìû è íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3).Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðå-ìû ïîäñòàâèì íàáîð (x01 + y1, x

0
2 + y2, . . . , x

0
n + yn) â ïðîèçâîëüíîå i-åóðàâíåíèå ñèñòåìû (2) (1 6 i 6 m). Ïîëó÷èì

ai1(x
0
1 + y1) + ai2(x

0
2 + y2) + · · · + ain(x

0
n + yn) =

= (ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + · · ·+ ainx

0
n) + (ai1y1 + ai2y2 + · · · + ainyn) =

= bi + 0 = bi.Ìû âèäèì, ÷òî íàáîð (x01 + y1, x
0
2 + y2, . . . , x

0
n + yn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìñèñòåìû (2).Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (z1, z2, . . . , zn) � ðåøåíèå ñèñòå-ìû (2). Ïîëîæèì

y1 = z1 − x01, y2 = z2 − x02, . . . , yn = zn − x0n.Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé íàáîð (y1, y2, . . . , yn) â i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (3)(1 6 i 6 m). Ïîëó÷èì
ai1y1 + ai2y2 + · · · + ainyn =

= ai1(z1 − x01) + ai2(z2 − x02) + · · · + ain(zn − x0n) =

= (ai1z1 + ai2z2 + · · ·+ ainzn)− (ai1x
0
1 + ai2x

0
2 + · · ·+ ainx

0
n) =

= bi − bi = 0.



130 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÝòî îçíà÷àåò, ÷òî (y1, y2, . . . , yn) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3). Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, z1 = y1 + x01, z2 = y2 + x02, . . . , zn = yn + x0n. Òàêèì îáðàçîì, ìûïðåäñòàâèëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2) â âèäå ñóììû �èêñè-ðîâàííîãî ðåøåíèÿ (x01, x
0
2, . . . , x

0
n) ýòîé ñèñòåìû è íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ

(y1, y2, . . . , yn) ñèñòåìû (3). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåïåðü ìû ìîæåì îòâåòèòü íà âîïðîñ, ñêîëüêî ðåøåíèé ìîæåò áûòüó ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Ñëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èëè íåèìååò ðåøåíèé, èëè èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå, èëè èìååò áåñêîíå÷íîìíîãî ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà èìååò ïîêðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ, òî îíà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãîðåøåíèé. Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî ñèñòåìà (2) èìååò ïî êðàéíåé ìåðåäâà ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ. Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿåé îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (3) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå äâà ðàçëè÷íûõ ðåøå-íèÿ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Íî òîãäà èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà (2) òàêæå èìååò áåñêîíå÷íîìíîãî ðåøåíèé. Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.Ââåäåì ïîíÿòèå, êîòîðîå áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì.Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.Òåîðåìà 2 ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàáîð ÷èñåë ïðèíàäëåæèò îáùåìó ðå-øåíèþ ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììûíåêîòîðîãî åå �èêñèðîâàííîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è íàáîðà ÷èñåë, ïðè-íàäëåæàùåãî îáùåìó ðåøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Âñâÿçè ñ ýòèì òåîðåìó 2 ÷àñòî êðàòêî �îðìóëèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì:îáùåå ðåøåíèå ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéðàâíî ñóììå åå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîò-âåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.� 12. Ìåòîä �àóññàÂ äàííîì ïàðàãðà�å áóäåò èçëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì âåëèêîãî íåìåö-êîãî ìàòåìàòèêà XIX âåêà Êàðëà Ôðèäðèõà �àóññà. Ýòîò ìåòîä íàçû-âàþò òàêæå ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Îí



� 12. Ìåòîä �àóññà 131áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè áîëüøèíñòâà çàäà÷, êîòîðûå áóäóòðàññìàòðèâàòüñÿ â ãëàâàõ 5�8 è 12.1. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Ëåñòíè÷íûå ñèñòåìûÂêðàòöå ìåòîä �àóññà ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ñíà÷àëà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõäåéñòâèé (íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) ïðèâîäèòñÿê äðóãîé ñèñòåìå, èìåþùåé áîëåå ïðîñòîé âèä (òàê íàçûâàåìîé ëåñò-íè÷íîé ñèñòåìå). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååòòî æå ñàìîå îáùåå ðåøåíèå (ò. å. òî æå ñàìîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé), ÷òîè èñõîäíàÿ ñèñòåìà. Çàòåì èùåòñÿ îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû(êàê ìû óâèäèì, ýòî ñäåëàòü íåñëîæíî). Â ñèëó ñêàçàííîãî îíî ÿâëÿåòñÿè îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîé ñèñòåìû.Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäà �àóññà ìû íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Îïðåäåëåíèå. Ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðà-âíåíèé íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè:1) óìíîæåíèå óðàâíåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî;2) ïðèáàâëåíèå îäíîãî óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó;3) ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;4) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ ñ íåèçâåñòíûìè;5) âû÷åðêèâàíèå óðàâíåíèé âèäà 0 · x1 + 0 · x2 + · · · + 0 · xn = 0.Ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ ëåììà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â îáîñíîâàíèè ìå-òîäà �àóññà.Ëåììà. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé ñîõðàíÿþò ìíîæåñòâî åå ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. Òîò �àêò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû ñîõðà-íÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè òðåòüåãî, ÷åòâåðòîãî è ïÿòîãî òèïà, î÷åâèäåí.Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî åñëè âåðíîå ðàâåíñòâî óìíîæèòü íà ëþáîå ÷èñëî,òî îíî îñòàíåòñÿ âåðíûì. Ïîýòîìó ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ èðåøåíèåì ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé èç íåå óìíîæåíèåì îäíîãî èç óðàâíåíèé



132 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéíà íåíóëåâîå ÷èñëî t. Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ èç íîâîéïðåîáðàçîâàíèåì òàêîãî æå òèïà (óìíîæåíèåì òîãî æå óðàâíåíèÿ íà÷èñëî 1

t
), âñÿêîå ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì èñõîäíîéñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî òèïà òàêæå íå ìåíÿåòìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû. Ïóñòü òåïåðü íîâàÿ ñèñòåìà ïîëó÷åíà èçñòàðîé ïðèáàâëåíèåì j-ãî óðàâíåíèÿ ê i-ìó. Ïîñêîëüêó ñóììà äâóõ âåð-íûõ ðàâåíñòâ � ñíîâà âåðíîå ðàâåíñòâî, âñÿêîå ðåøåíèå ñòàðîé ñèñòåìûÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì íîâîé. Äàëåå, ñòàðóþ ñèñòåìó ìîæíî ïîëó÷èòü èçíîâîé ïîñëåäîâàòåëüíûì âûïîëíåíèåì òðåõ ïðåîáðàçîâàíèé � ñíà÷àëàóìíîæàåì j-å óðàâíåíèå íîâîé ñèñòåìû (ñîâïàäàþùåå ñ j-ì óðàâíåíèåìñòàðîé ñèñòåìû!) íà −1, çàòåì ïðèáàâëÿåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê i-ìóóðàâíåíèþ íîâîé ñèñòåìû è, íàêîíåö, åùå ðàç óìíîæàåì j-å óðàâíåíèåíîâîé ñèñòåìû íà −1. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå âñÿêîå ðåøåíèå íîâîéñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ è ðåøåíèåì ñòàðîé. Òàêèì îáðàçîì, è ïðåîáðàçîâàíèåâòîðîãî òèïà íå ìåíÿåò ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû. Ëåììà äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå. Äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàçûâàþòñÿ ýê-âèâàëåíòíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå îáùåå ðåøåíèå (äðóãèìèñëîâàìè, åñëè âñÿêîå ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîéè íàîáîðîò).Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äî-êàçàííóþ âûøå ëåììó ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:åñëè îäíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åíà èç äðóãîé ñïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òîýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû.Êàê óêàçûâàëîñü â íà÷àëå ïàðàãðà�à, ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿñèñòåìû íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèâåñòè åå ê òàê íàçûâàåìîé ëåñòíè÷-íîé ñèñòåìå. Äàäèì ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà





c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1rxr + · · ·+ c1nxn = d1,
c22x2 + · · ·+ c2rxr + · · ·+ c2nxn = d2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

crrxr + · · ·+ crnxn = dr,

(1)ãäå c11 6= 0, c22 6= 0, . . . , crr 6= 0, íàçûâàåòñÿ ëåñòíè÷íîé. Ìû áóäåì èñ-ïîëüçîâàòü ýòîò òåðìèí òàêæå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñèñòåì âèäà (1), â óðàâ-íåíèÿõ êîòîðûõ ïåðâîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò íå îáÿçàòåëüíî íåèçâåñòíîå
x1, âòîðîå � íå îáÿçàòåëüíî x2 è ò.ä.
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x1 − x3 + 2x4 + x2 = 1,

2x3 + x4 − x2 = 0,
x4 + x2 = 2ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìåòîä �àóññà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ê ñèñòåìåýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ëåñòíè÷íîé ñèñòåìû.Â ñèëó ëåììû ýòà ëåñòíè÷íàÿ ñèñòåìà áóäåò ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîéñèñòåìå. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî íà îäíîì èç ýòàïîâ âîçíèêíåò ñèñòåìà, â êî-òîðóþ áóäåò âõîäèòü óðàâíåíèå âèäà 0 · x1 + 0 · x2 + · · · + 0 · xn = b, ãäå

b 6= 0. ßñíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå (à çíà÷èò, è ëþáàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé,âêëþ÷àþùàÿ åãî) ðåøåíèé íå èìååò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå è èñ-õîäíàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Èòàê, åñëè â õîäå ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíîéñèñòåìû âîçíèêíåò óðàâíåíèå óêàçàííîãî âèäà, òî ïðîöåññ ïðåîáðàçîâà-íèé ïðåêðàùàåòñÿ è êîíñòàòèðóåòñÿ, ÷òî çàäàííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé íåñîâìåñòíà. Åñëè æå òàêèõ óðàâíåíèé íå âîçíèêíåò, òî, êàêìû óâèäèì íèæå, ñèñòåìà âñåãäà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ëåñòíè÷íîìóâèäó è çàòåì ðåøåíà.Ñïîñîá ïðèâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ê ëåñòíè÷íîìó âèäó ìûîïèøåì íà äâóõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, èç êîòîðûõ çàòåì ñäåëàåì çà-êëþ÷åíèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó




2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,
x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,
x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 = 6,
2x1 + x2 + x3 − x5 = 3.

(2)Ïîñêîëüêó â ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå â ïåðâîì óðàâíåíèè êîý��èöèåíòïðè ïåðâîì èç íåèçâåñòíûõ äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ, à â ïåðâîìóðàâíåíèè íàøåé ñèñòåìû êîý��èöèåíò ïðè x1 ðàâåí íóëþ, âûáåðåìóðàâíåíèå, â êîòîðîì êîý��èöèåíò ïðè x1 îòëè÷åí îò íóëÿ, íàïðèìåðâòîðîå, è ïîìåíÿåì åãî ìåñòàìè ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó




x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,
2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,

x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 = 6,
2x1 + x2 + x3 − x5 = 3.Â ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå âî âñåõ óðàâíåíèÿõ, êðîìå ïåðâîãî, ïåðâîå èçíåèçâåñòíûõ äîëæíî âõîäèòü ñ êîý��èöèåíòîì 0. ×òîáû äîáèòüñÿ ýòîãî,



134 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéïðèáàâèì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû ïåðâîå, óìíîæåííîå íà −1, àê ÷åòâåðòîìó � ïåðâîå, óìíîæåííîå íà −2. Ïîëó÷èì ñèñòåìó




x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,
2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,
2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,

− x2 + 3x3 − 4x4 − 3x5 = −5.Äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ê ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èçòðåõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé (çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíîé ïåðåñòàíîâêèñòîëáöîâ ñ íåèçâåñòíûìè). Ïîñêîëüêó â ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå âî âñåõ óðàâ-íåíèÿõ, êðîìå ïåðâûõ äâóõ, âòîðîå èç íåèçâåñòíûõ äîëæíî âõîäèòü ñêîý��èöèåíòîì 0, ïðèáàâèì ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ ïîñëåäíåé ñèñòå-ìû âòîðîå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà −1, à çàòåì óìíîæèì ÷åòâåðòîåóðàâíåíèå íà 2 è ê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèì âòîðîå óðàâíåíèå. Ïîëó÷àåòñÿñèñòåìà 



x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,
2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,

0 · x3 + 0 · x4 + 0 · x5 = 0,
5x3 − 6x4 − 7x5 = −8.Âû÷åðêèâàÿ èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû òðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåìëåñòíè÷íóþ ñèñòåìó




x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,

2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,
5x3 − 6x4 − 7x5 = −8,

(3)êîòîðàÿ, â ñèëó ëåììû, ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå (2). Ëåãêî ïî-íÿòü, ÷òî ñèñòåìà (3) ñîâìåñòíà. Íàïðèìåð, åå ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ íàáîð÷èñåë (1,−1, 2, 3, 0). Äàëüíåéøèé àíàëèç ýòîé ñèñòåìû ñì. íà ñ. 135.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:




x1 + x2 − x3 + x4 = 2,
2x1 + 2x2 + x3 − 2x4 = 3,

6x3 + x4 = 7,
− 3x3 − x4 = −3.

(4)Ïðèáàâëÿÿ êî âòîðîìó óðàâíåíèþ ýòîé ñèñòåìû ïåðâîå, óìíîæåííîå íà
−2, ïîëó÷àåì ñèñòåìó





x1 + x2 − x3 + x4 = 2,
3x3 − 4x4 = −1,
6x3 + x4 = 7,

− 3x3 − x4 = −3.



� 12. Ìåòîä �àóññà 135Ñòîëáåö ñ íåèçâåñòíûì x2 ïîñòàâèì íà ïîñëåäíåå ìåñòî (ýòî ðàâíîñèëü-íî ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ äâóõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:ñíà÷àëà ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñòîëáöû ñ íåèçâåñòíûìè x2 è x4, à çàòåì �ñòîëáöû ñ íåèçâåñòíûìè x4 è x3). Ïîëó÷èì




x1 − x3 + x4 + x2 = 2,
3x3 − 4x4 = −1,
6x3 + x4 = 7,

− 3x3 − x4 = −3.Ïðèáàâèâ ê òðåòüåìó óðàâíåíèþ âòîðîå, óìíîæåííîå íà −2, à ê ÷åòâåð-òîìó � âòîðîå (íè íà ÷òî íå óìíîæåííîå), ïîëó÷àåì




x1 − x3 + x4 + x2 = 2,
3x3 − 4x4 = −1,

9x4 = 9,
− 5x4 = −4.Åñëè òåïåðü ê ÷åòâåðòîìó óðàâíåíèþ ïðèáàâèòü òðåòüå, óìíîæåííîå íà

5

9
, òî ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå 0·x4 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (4) íåñîâ-ìåñòíà.Ïðîâåäåííîå íàì ðàññìîòðåíèå ñèñòåì (2) è (4) ïîäñêàçûâàåò, ÷òîñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãîìû ïðèâîäèòü íå áóäåì).Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé ïðèâåñòè ê ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå.2. Íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿëåñòíè÷íîé ñèñòåìûÎñòàåòñÿ âîïðîñ î òîì, êàê èñêàòü îáùåå ðåøåíèå ëåñòíè÷íîé ñèñòå-ìû. �àññìîòðèì åãî íà ïðèìåðå ëåñòíè÷íîé ñèñòåìû (3). Ëåãêî ïîíÿòü,÷òî åñëè çà�èêñèðîâàòü (ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì) çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ

x4 è x5, òî ìîæíî ïîäîáðàòü (ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì) çíà÷åíèÿíåèçâåñòíûõ x1, x2 è x3 òàê, ÷òî íàáîð (x1, x2, x3, x4, x5) áóäåò ðåøåíèåìñèñòåìû (3). Â ñàìîì äåëå, ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, x4 = 0 è x5 = −1, ïîñëå-äîâàòåëüíî íàõîäèì: èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) � ÷òî x3 = −3;èç åå âòîðîãî óðàâíåíèÿ � ÷òî x2 = −1; èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ � ÷òî
x1 = 3. Òàêèì îáðàçîì, (3,−1,−3, 0,−1) � ðåøåíèå ñèñòåìû (3). Ïîëà-ãàÿ x4 = 3, x5 = −5, ïîñëå î÷åâèäíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî x1 = 5,
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x2 = −7 è x3 = −5, îòêóäà (5,−7,−5, 3,−5) � åùå îäíî åå ðåøåíèå. ßñ-íî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî òàêèì îáðàçîì(âåäü îíî âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàêèå-òî çíà÷åíèÿ äëÿ x4 è x5 è óäîâëåòâîðÿåòâñåì óðàâíåíèÿì ýòîé ñèñòåìû).Èç ñêàçàííîãî ðàíåå âûòåêàåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ è çàïèñè îáùåãî ðå-øåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîÿñíèì åãî íà ïðèìåðå ñèñòåìû(2). Â ñèëó ëåììû îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ îáùèì ðåøå-íèåì ñèñòåìû (3). Êàê ìû âèäåëè â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïðîèçâîëüíîå÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ìîæíî íàéòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷à-ëà ïðèäàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûì x4 è x5, à çàòåì îäíî-çíà÷íûì îáðàçîì âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïîýòîìóíåèçâåñòíûå x4 è x5 åñòåñòâåííî íàçâàòü ñâîáîäíûìè, à íåèçâåñòíûå x1,
x2 è x3 � ñâÿçàííûìè èëè îñíîâíûìè. Ïåðåíîñÿ â ñèñòåìå (3) ñâîáîäíûåíåèçâåñòíûå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ñèñòåìó




x1 + x2 − x3 = 4 − 2x4 − x5,

2x2 − x3 = 2 − 2x4 + x5,
5x3 = −8 + 6x4 + 7x5.

(5)Ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ïðèäàäèì çíà÷åíèÿ x4 = c1 è x5 = c2, à îñ-íîâíûå íåèçâåñòíûå âûðàçèì ÷åðåç c1 è c2 ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ ñèñòåìû(5). Ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì, ÷òî




x1 = −2

5
c1 − 4

5
c2 +

11

5
,

x2 = −2

5
c1 +

6

5
c2 +

1

5
,

x3 =
6

5
c1 +

7

5
c2 − 8

5
,

x4 = c1 ,
x5 = c2 .

(6)
Èòàê, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2), ðàâíî êàê è ñèñòåìû (3),åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ (x1, x2, x3, x4, x5), óäîâëåòâîðÿ-þùèõ ðàâåíñòâàì (6). Ïîýòîìó ýòè ðàâåíñòâà ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòüîáùèì ðåøåíèåì êàæäîé èç ñèñòåì (2) è (3). �àâåíñòâà òàêîãî òèïà íà-çûâàþò òàêæå êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Äðóãàÿ�îðìà çàïèñè îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû áóäåò óêàçàíà â � 29.Ïîñêîëüêó ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ìîæíî ïðèäàâàòü ïðîèçâîëüíûåçíà÷åíèÿ, ÿñíî, ÷òî åñëè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû âîçíèêàåò õîòÿ áû îäíàñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ñ



� 12. Ìåòîä �àóññà 137äðóãîé ñòîðîíû, èç ïðèâåäåííîãî âûøå ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû (2) ÿñíî,÷òî ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ïîÿâëÿþòñÿ òîãäà, êîãäà ïîñëå ïðèâåäåíèÿñèñòåìû ê ëåñòíè÷íîìó âèäó ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ ìåíüøåóðàâíåíèé, ÷åì íåèçâåñòíûõ. Áîëåå òîãî, èç ýòîãî ðàññìîòðåíèÿ âèäíî,÷òî ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðåøåíèè ëåñ-òíè÷íîé ñèñòåìû, ðàâíî ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì íåèçâåñò-íûõ è ÷èñëîì óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå.Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëóíåèçâåñòíûõ, òî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ ïðè åå ðåøåíèè íå âîçíèêàåò.Òàêàÿ ñèñòåìà (à çíà÷èò, è ëþáàÿ ñèñòåìà, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ ê íåéýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðî-äåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé ñèñòåìû:




x1 + x2 − x3 = 2,
2x1 + x2 + 3x3 = 3,
x1 − 2x2 + x3 = −1.

(7)Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ åå ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ëåñòíè÷íîéñèñòåìå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó (âûêëàäêè ìû ïðîïóñêàåì):



x1 + x2 − x3 = 2,

− x2 + 5x3 = −1,
− x3 = 0.

(8)Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (8) èìååì x3 = 0, èç âòîðîãî � x2 = 1 èèç ïåðâîãî � x1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû(8), à çíà÷èò, è ñèñòåìû (7), ÿâëÿåòñÿ íàáîð (1,1,0).Ñ�îðìóëèðóåì ñäåëàííûå íàáëþäåíèÿ â âèäå òåîðåìû.Òåîðåìà 2. Ëåñòíè÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãîðåøåíèé. Ëåñòíè÷íàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëóíåèçâåñòíûõ, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 3. Åñëè ÷èñëî óðàâíåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåéìåðå îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå.Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü íà ñ. 127, îäíîðîäíàÿ ñèñòå-ìà âñåãäà ñîâìåñòíà. Ïî òåîðåìå 1 åå ìîæíî ïðèâåñòè ê ëåñòíè÷íîé ñè-ñòåìå. Ïîñêîëüêó ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ÷èñëî óðàâíåíèé â



138 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñèñòåìå íå óâåëè÷èâàåòñÿ, à â èñõîäíîé ñèñòåìå ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå÷èñëà íåèçâåñòíûõ, â ïîëó÷åííîé ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî óðàâíåíèéòàêæå áóäåò ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ïî òåîðåìå 2 ýòà ëåñòíè÷íàÿ ñè-ñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè íèõ åñòüè íåíóëåâîå ðåøåíèå. Â ñèëó ëåììû îíî áóäåò ðåøåíèåì è èñõîäíîé ñè-ñòåìû. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.3. Ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà×òîáû îáëåã÷èòü ïîëó÷åíèå îáùåãî ðåøåíèÿ, ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿíåèçâåñòíûõ ìîæíî ïðîâîäèòü áîëåå ïîëíî. Ïîÿñíèì, ÷òî ìû èìååì ââèäó, íà ïðèìåðå ñèñòåìû (2). �àíåå ìû ïðåðâàëè ïðîöåññ ïðåîáðàçîâà-íèé ýòîé ñèñòåìû, ïîëó÷èâ èç íåå ñèñòåìó (3). Ïðîäîëæèì òåïåðü ýòîòïðîöåññ. Èñêëþ÷èì èç ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (3) íåèç-âåñòíîå x3. Äëÿ ýòîãî êàæäîå èç óêàçàííûõ óðàâíåíèé óìíîæèì íà 5 èê ðåçóëüòàòó ïðèáàâèì òðåòüå óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì ñèñòåìó




5x1 + 5x2 + 4x4 − 2x5 = 12,
10x2 + 4x4 − 12x5 = 2,

5x3 − 6x4 − 7x5 = −8.Òåïåðü èñêëþ÷èì x2 èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ ÷åãî ê ïåðâîìó óðàâíå-íèþ, óìíîæåííîìó íà 2, ïðèáàâèì âòîðîå, óìíîæåííîå íà −1. Ïîëó÷èìñèñòåìó 



10x1 + 4x4 + 8x5 = 22,
10x2 + 4x4 − 12x5 = 2,

5x3 − 6x4 − 7x5 = −8,
(9)êîòîðàÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé. Ïåðåõîä îò ïîëó÷åí-íîé òåïåðü ñèñòåìû ê îáùåìó ðåøåíèþ òðèâèàëåí: ïîëàãàÿ x4 = c1 è

x5 = c2, àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì (6).Ìåòîä �àóññà, äîïîëíåííûé èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ â �âåðõíèõ�óðàâíåíèÿõ, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì �àóññà�Æîðäàíà èëè ìåòîäîì ïîñëå-äîâàòåëüíîãî ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ.4. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö.Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó�åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóññà ìîæíî è óäîáíîïðîâîäèòü íà ÿçûêå ìàòðèö. Ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î òîì, êàê ýòî äåëàåò-ñÿ, ïðîâåäåì íåêîòîðóþ ïîäãîòîâèòåëüíóþ ðàáîòó. Åñëè ñòðîêà ìàòðèöûöåëèêîì ñîñòîèò èç íóëåé, ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ñòðîêó íóëåâîé.



� 12. Ìåòîä �àóññà 139Îïðåäåëåíèå. Ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû íàçûâàþòñÿýëåìåíòàðíûìè:1) óìíîæåíèå ñòðîêè íà íåíóëåâîå ÷èñëî;2) ïðèáàâëåíèå îäíîé ñòðîêè ê äðóãîé;3) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê;4) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòîëáöîâ;5) âû÷åðêèâàíèå íóëåâîé ñòðîêè.Îòìåòèì î÷åâèäíóþ àíàëîãèþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàò-ðèö ñ ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøåì áóäåò èãðàòü ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, åñëè âûïîëíåíûñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû, îòëè÷íàÿ îò ïåðâîé, íå ÿâëÿåòñÿíóëåâîé, òî â íà÷àëå ýòîé ñòðîêè ñòîèò áîëüøå íóëåé, ÷åì â íà÷àëåïðåäûäóùåé ñòðîêè;2) åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî è âñå åå ïî-ñëåäóþùèå ñòðîêè � íóëåâûå.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñòóïåí÷àòûõ ìàòðèö:



1 0 1
0 2 −3
0 0 −1


 ,




1 3 5 7 9
0 2 −1 3 0
0 0 1 0 2


 ,




0 −1 2 5 4 4 3
0 0 0 3 2 1 −5
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0


 .Îòìåòèì, ÷òî ñòóïåí÷àòîé áóäåò è ìàòðèöà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, âñåýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0. Òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ íóëåâûìè. Îá-ùèé âèä ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû èçîáðàæåí íèæå:




0 . . . 0 ∗
0 . . . . . . . . 0 ∗. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 ∗
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0




.



140 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÇâåçäî÷êàìè îáîçíà÷åíû ýëåìåíòû, êîòîðûå íå äîëæíû áûòü ðàâíû 0.Íàïðîòèâ, âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íèæå ëîìàíîé ëèíèè, îáÿçàíû áûòüðàâíû 0. Çàìåòèì, ÷òî ýòà ëîìàíàÿ èìååò âèä ñòóïåíåê, ÷åì è îáúÿñ-íÿåòñÿ òåðìèí �ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà�. �àçóìååòñÿ, íóëåâûõ ñòîëáöîâ âëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû, êàê è íóëåâûõ ñòðîê â åå íèæíåé ÷àñòè, ìîæåò íåáûòü, à ðàçëè÷íûå �ñòóïåíüêè� ìîãóò èìåòü ðàçíóþ äëèíó (ò. å. îõâàòû-âàòü ðàçíîå ÷èñëî ñòîëáöîâ).Òåîðåìà 4. Ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (aij)� ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà
m×n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí íåíóëåâîéýëåìåíò, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå A óæå èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä.Âûáåðåì â A ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö, ñîäåðæàùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäèííåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïóñòü ýòîò ñòîëáåö èìååò íîìåð j. Äàëåå, âûáåðåìñàìóþ âåðõíþþ ñòðîêó, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ j-ì ñòîëáöîì ñòîèòíåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïóñòü ýòà ñòðîêà èìååò íîìåð i. Åñëè i > 1, ïîìåíÿåììåñòàìè ïåðâóþ è i-þ ñòðîêè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ÷åðåç B.Â ïåðâîé ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå ìàòðèöû B ñòîèò íåíóëåâîé ýëåìåíò.Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç x. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â j-ì ñòîëáöå ìàòðèöû Båñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò y, ðàñïîëîæåííûé íèæå ïåðâîé ñòðîêè. Ïóñòüîí ñòîèò â k-é ñòðîêå. Ïðèáàâèì ê k-é ñòðîêå, óìíîæåííîé íà x, ïåðâóþñòðîêó, óìíîæåííóþ íà −y. Â ðåçóëüòàòå íà ïåðåñå÷åíèè k-é ñòðîêè è
j-ãî ñòîëáöà áóäåò ñòîÿòü ýëåìåíò xy − yx = 0. Òàêèì îáðàçîì ìîæíîäîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â j-ì ñòîëáöå âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå íèæåïåðâîé ñòðîêè, áóäóò ðàâíû 0. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç C,à åå ÷àñòü, ðàñïîëîæåííóþ íèæå ïåðâîé ñòðîêè è ïðàâåå j-ãî ñòîëáöà,� ÷åðåç C ′:

C =




0 . . . 0 x . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0. . . . . . . . . . . . . C ′

0 . . . 0 0


 .Åñëè C ′ � íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöà C ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî â C ′ åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïðîäåëàåì òå-ïåðü ñ C ′ òå æå äåéñòâèÿ, êîòîðûå ðàíåå ìû äåëàëè ñ ìàòðèöåé A. Àèìåííî, âûáåðåì â ìàòðèöå C ñàìûé ëåâûé ñòîëáåö, â êîòîðîì èìååòñÿõîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ñòîÿùèé íèæå ïåðâîé ñòðîêè (ÿñíî, ÷òîýòîò ýëåìåíò ðàñïîëîæåí âíóòðè C ′). Ïóñòü ýòîò ñòîëáåö èìååò íîìåð r.Äàëåå, âûáåðåì â C ñàìóþ âåðõíþþ ñòðîêó, îòëè÷íóþ îò ïåðâîé, íà ïå-ðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ r-ì ñòîëáöîì ñòîèò íåíóëåâîé ýëåìåíò (îïÿòü-òàêè



� 12. Ìåòîä �àóññà 141ÿñíî, ÷òî ýòîò ýëåìåíò ðàñïîëîæåí âíóòðè C ′). Ïóñòü ýòà ñòðîêà èìååòíîìåð s. Åñëè s > 2, ïîìåíÿåì ìåñòàìè âòîðóþ è s-þ ñòðîêè ìàòðèöû C.Òåïåðü íà ïåðåñå÷åíèè åå âòîðîé ñòîðîêè è r-ãî ñòîëáöà ñòîèò íåíóëåâîéýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç z. Îáíóëèì âñå ýëåìåíòû r-ãî ñòîëáöà ïî-ëó÷åííîé ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå íèæå åå âòîðîé ñòðîêè (òàê æå, êàêìû ðàíåå îáíóëèëè âñå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû B, ðàñïîëîæåí-íûå íèæå åå ïåðâîé ñòðîêè). Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D,à åå ÷àñòü, ðàñïîëîæåííóþ íèæå âòîðîé ñòðîêè è ïðàâåå r-ãî ñòîëáöà,� ÷åðåç D′:
D =




0 . . . 0 x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 z . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 . . . 0 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . D

′

0 . . . 0 0 . . . 0 0



.Åñëè D′ � íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöà D ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé.Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî â D′ åñòü íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïðîäåëàåì òå-ïåðü ñD′ òå æå äåéñòâèÿ, êàê ðàíåå ñ A è C ′ (âûáåðåì â ìàòðèöå D ñàìûéëåâûé ñòîëáåö, â êîòîðîì èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò, ñòîÿ-ùèé íèæå âòîðîé ñòðîêè; âûáåðåì âD ñàìóþ âåðõíþþ ñòðîêó, îòëè÷íóþîò ïåðâîé è âòîðîé, íà ïåðåñå÷åíèè êîòîðîé ñ âûáðàííûì ñòîëáöîì ñòî-èò íåíóëåâîé ýëåìåíò; ïðè íåîáõîäèìîñòè ïîìåíÿåì ìåñòàìè òðåòüþ èâûáðàííóþ ñòðîêè ìàòðèöû D; îáíóëèì âñå ýëåìåíòû, ñòîÿùèå â ïîëó-÷åííîé ìàòðèöå â âûáðàííîì íàìè ñòîëáöå íèæå òðåòüåé ñòðîêè). Ïðî-äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ÷åðåç êàêîå-òî êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èìñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî îáîðâåò-ñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, òàê êàê ìû íà êàæäîì øàãå ñäâèãàåìñÿíà îäíó ñòðîêó âíèç è ïî êðàéíåé ìåðå íà îäèí ñòîëáåö âïðàâî, à ÷èñëîñòðîê è ñòîëáöîâ â ìàòðèöå A êîíå÷íî. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.Çàìåòèì, ÷òî êîãäà â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ìû ïðèâîäèëè ìàò-ðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, ìû äåëàëè ïî÷òè òî æå ñàìîå, ÷òî â íà-÷àëå äàííîãî ïàðàãðà�à ïðè ïðèâåäåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéê ëåñòíè÷íîìó âèäó. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â äîêà-çàòåëüñòâå òåîðåìû 4 ìû íè ðàçó íå âîñïîëüçîâàëèñü ïðåîáðàçîâàíèåì÷åòâåðòîãî òèïà (ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ). Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òîëþáóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, íå èñïîëüçóÿ ýòî-ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Â äàëüíåéøåì íàì ïðèäåòñÿ ïðèâîäèòü ìàòðèöó êñòóïåí÷àòîìó âèäó íå òîëüêî ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,íî è â äðóãèõ çàäà÷àõ (ñì. � 21, 24, 28). Â ýòèõ çàäà÷àõ ïåðåñòàíîâêà



142 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñòîëáöîâ íåîáÿçàòåëüíà è â íåêîòîðîì ñìûñëå äàæå íåæåëàòåëüíà. Ïî-ýòîìó äîãîâîðèìñÿ î òîì, ÷òîâñþäó â äàëüíåéøåì, åñëè îñîáî íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïðèïðèâåäåíèè ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ïåðåñòàíîâêàñòîëáöîâ èñïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåò.Ïðîèëëþñòðèðóåì àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìóâèäó, èçëîæåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìàòðèöó
A =




0 0 0 0 −1 1
0 2 1 −4 2 −2
0 1 1 0 1 1
0 3 1 −8 3 −5


 .Åñëè ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ êîíå÷-íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî ìû áóäåì ïèñàòü A ∼ B.Äåéñòâóÿ ïî èçëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó, èìååì




0 0 0 0 −1 1
0 2 1 −4 2 −2
0 1 1 0 1 1
0 3 1 −8 3 −5


 ∼




0 2 1 −4 2 −2
0 0 0 0 −1 1
0 1 1 0 1 1
0 3 1 −8 3 −5


 ∼

∼




0 2 1 −4 2 −2
0 0 0 0 −1 1
0 0 1 4 0 4
0 0 −1 −4 0 −4


 ∼




0 2 1 −4 2 −2
0 0 1 4 0 4
0 0 0 0 −1 1
0 0 −1 −4 0 −4


 ∼

∼




0 2 1 −4 2 −2
0 0 1 4 0 4
0 0 0 0 −1 1
0 0 0 0 0 0


 .Íà ïåðâîì øàãå ìû ïåðåñòàâèëè ïåðâóþ è âòîðóþ ñòðîêè. Íà âòîðîì� èç òðåòüåé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà 2, âû÷ëè ïåðâóþ ñòðîêó, à èç ÷åò-âåðòîé ñòðîêè, óìíîæåííîé íà 2, âû÷ëè ïåðâóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþíà 3. Íà òðåòüåì øàãå ìû ïåðåñòàâèëè âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêè, à íà÷åòâåðòîì � ïðèáàâèëè ê ÷åòâåðòîé ñòðîêå âòîðóþ.



� 12. Ìåòîä �àóññà 1435. �åàëèçàöèÿ ìåòîäà �àóññà íà ÿçûêå ìàòðèöÏóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.

(10)Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


íàçûâàåòñÿ îñíîâíîé ìàòðèöåé ñèñòåìû (10) èëè ïðîñòî ìàòðèöåé ñè-ñòåìû (10), à ìàòðèöà




a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


� ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû.Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñòîëáöîâ ðàñøèðåííîé ìàòðèöû, êðîìå åå ïîñëåä-íåãî ñòîëáöà, íàì áóäåò óäîáíî èíîãäà íàçûâàòü îñíîâíîé ÷àñòüþ ðàñ-øèðåííîé ìàòðèöû. ×àñòî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñè-ñòåìû îòäåëÿþò îò åå îñíîâíîé ÷àñòè âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé, ò. å. çàïèñû-âàþò ýòó ìàòðèöó â âèäå




a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 .Ýòî äåëàåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü îñîáûé õàðàêòåð ýëåìåíòîâïîñëåäíåãî ñòîëáöà � â íåì, â îòëè÷èå îò âñåõ îñòàëüíûõ, ñòîÿò íå êî-ý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ, à ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé.Èòàê, êàæäîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò-âåòñòâèå åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó. Îáðàòíî, âñÿêîé ìàòðèöå

A =




a11 a12 . . . a1n a1n+1

a21 a22 . . . a2n a2n+1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn amn+1


 ,



144 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñîäåðæàùåé áîëåå îäíîãî ñòîëáöà, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñè-ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = a1n+1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = a2n+1,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = amn+1.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå A.Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â ïðîâîäèâøèõñÿ âûøå â äàííîì ïàðàãðà�å ïðå-îáðàçîâàíèÿõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåíÿëèñü ëèøü êîý��èöèåí-òû ïðè íåèçâåñòíûõ, à ñàìè íåèçâåñòíûå ïðîñòî ïåðåïèñûâàëèñü. Èíûìèñëîâàìè, �àêòè÷åñêè ìû ïðåîáðàçîâûâàëè ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòå-ìû. Îáû÷íî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà è âðåìåíè ðåøåíèå ñèñòåìû ìåòîäîì�àóññà ñðàçó î�îðìëÿþò â âèäå ïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîé ìàòðèöûñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèåì ïÿòîãî òèïà (âû÷åðêè-âàíèå íóëåâîé ñòðîêè) ïîëüçóþòñÿ ðåäêî, òàê êàê â ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåòóäîáíî íå âû÷åðêèâàòü íóëåâûå ñòðîêè, à íàêàïëèâàòü èõ âíèçó. Êðîìåòîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åòâåðòîãî òèïà (ïåðåñòàíîâ-êà ñòîëáöîâ) ñëåäóåò ïîìíèòü î òîì, ÷òî íåëüçÿ ïåðåñòàâëÿòü ìåñòàìèñòîëáåö ñ êîý��èöèåíòàìè ïðè íåèçâåñòíûõ è ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëå-íîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñðåäè ïåðåñòàâëÿåìûõ ñòîëáöîâ íå äîëæíî áûòü ïî-ñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû.Î÷åâèäíî, ÷òî ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà âñÿêîé ëåñòíè÷íîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé. Îáðàòíîå íåâåðíî. Òàê, íàïðè-ìåð, ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòóïåí÷àòîé ìàò-ðèöå

A =

(
1 2 3 4 5
0 0 0 3 9

)
,íå ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé. ×òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó, ñîîòâåòñòâóþùóþëåñòíè÷íîé ñèñòåìå, íàäî ïåðåñòàâèòü â A âòîðîé è ÷åòâåðòûé ñòîëá-öû. À âîò ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà

B =

(
1 2 3 4 5
0 0 0 0 9

)íå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ìàòðèöå,ñîîòâåòñòâóþùåé ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå. Â ñàìîì äåëå, ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöå B, íåñîâìåñòíà, òàê êàê ñîäåðæèòóðàâíåíèå 0 · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 + 0 · x4 = 9. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü òåîðåìó 1.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.



� 12. Ìåòîä �àóññà 145Åñëè A � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ áîëåå îäíîãîñòîëáöà, òî ëèáî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé, ëèáî ýòà ñèñòåìà ïðèâî-äèòñÿ ê ëåñòíè÷íîé ñ ïîìîùüþ òîëüêî ïåðåñòàíîâîê ñòîëá-öîâ ñ íåèçâåñòíûìè, ëèáî A ñîäåðæèò ñòðîêó, â êîòîðîéâñå ýëåìåíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ðàâíû íóëþ, à ïîñëåäíèéýëåìåíò îòëè÷åí îò íóëÿ.Ïîäâîäÿ èòîã ñêàçàííîìó âûøå, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèéàëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (�ìàòðè÷íóþ âåðñèþ� ìå-òîäà �àóññà).Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (10). Çàïèøåì ååðàñøèðåííóþ ìàòðèöó è íà÷íåì ïðèâîäèòü ýòó ìàòðèöó êñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè íà êàêîì-òî øàãå â ìàòðèöå âîç-íèêíåò ñòðîêà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðîìå ïîñëåäíåãî,ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò îòëè÷åí îò 0, òî (íåçàâèñèìîîò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ ê ýòîìó ìîìåíòó ìàòðè-öà ñòóïåí÷àòîé) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ è êîíñòà-òèðóåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé. Ïðåäïîëîæèìòåïåðü, ÷òî óêàçàííàÿ ñèòóàöèÿ íå âîçíèêíåò è ìû ïðè-âåäåì íàøó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Âûïèøåì ñè-ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åííîéìàòðèöå. Åñëè ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé, òî,ïåðåñòàâèâ ñòîëáöû ñ íåèçâåñòíûìè, ïðèâåäåì åå ê ëåñò-íè÷íîìó âèäó. Îñòàåòñÿ ðåøèòü ýòó ëåñòíè÷íóþ ñèñòåìóòàê, êàê ýòî îïèñàíî âûøå.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà äâóõ ïðèìåðàõ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãîïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó




x1 + x2 − 2x3 − x4 = 5,
2x1 − 3x2 − 3x3 + 2x4 = 8,
3x1 − 2x2 − 5x3 + x4 = 6,

− x1 + 4x2 + 2x3 + 3x4 = 1,
x1 + x2 − x3 + 3x4 = 3.

(11)Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû è íà÷íåì ïðèâîäèòü åå ê



146 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéñòóïåí÷àòîìó âèäó:



1 1 −2 −1 5
2 −3 −3 2 8
3 −2 −5 1 6

−1 4 2 3 1
1 1 −1 3 3




∼




1 1 −2 −1 5
0 −5 1 4 −2
0 −5 1 4 −9
0 5 0 2 6
0 0 1 4 −2




∼




1 1 −2 −1 5
0 −5 1 4 −2
0 0 0 0 −7
0 0 1 6 4
0 0 1 4 −2



.Ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà åùå íå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé, íî ïðîäîëæàòü ïðè-âîäèòü åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñìûñëà íåò: òðåòüÿ ñòðîêà ïîëó÷åííîéìàòðèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (11) ðåøåíèé íå èìååò.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2). Çàïèøåì ðàñ-øèðåííóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:




0 2 −1 2 −1 2
1 1 −1 2 1 4
1 3 −2 4 0 6
2 1 1 0 −1 3


 ∼




1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
1 3 −2 4 0 6
2 1 1 0 −1 3


 ∼

∼




1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
0 2 −1 2 −1 2
0 −1 3 −4 −3 −5


 ∼




1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
0 0 0 0 0 0
0 0 5 −6 −7 −8


 ∼

∼




1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
0 0 5 −6 −7 −8
0 0 0 0 0 0


 .Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíåé ìàòðèöå,ò. å. ñèñòåìà (3), ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé. Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íàé-äåíî âûøå � ñì. ðàâåíñòâà (6).Îòìåòèì îäíó îñîáåííîñòü, âîçíèêàþùóþ, êîãäà íà ÿçûêå ìàòðèö ðå-øàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà. Ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç îäíèõ íóëåé, áóäåìíàçûâàòü íóëåâûì. ßñíî, ÷òî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöûîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, è ïðè ëþáûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðå-îáðàçîâàíèÿõ ýòîé ìàòðèöû îí áóäåò îñòàâàòüñÿ íóëåâûì. Íåò íèêàêîãîñìûñëà âñå âðåìÿ ïåðåïèñûâàòü ýòîò ñòîëáåö. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè îä-íîðîäíîé ñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, ïðîâîäÿò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿîñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû, à ïîñëå ïðèâåäåíèÿ åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó,ïðè íàõîæäåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ, �âñïîìèíàþò� î ïîñëåäíåì íóëåâîì



� 12. Ìåòîä �àóññà 147ñòîëáöå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ïðåîáðàçîâûâàåìîé ìàò-ðèöû òåïåðü ñòîÿò íå ñâîáîäíûå ÷ëåíû óðàâíåíèé, à êîý��èöèåíòû ïðèïîñëåäíåì íåèçâåñòíîì. Â ÷àñòíîñòè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîöåññå ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû ìîæíî ìåíÿòüìåñòàìè ñ íåêîòîðûì äðóãèì åå ñòîëáöîì. Ïî òîé æå ïðè÷èíå â ðàññìàò-ðèâàåìîì ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèå ñòðîêè, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðîìåïîñëåäíåãî, ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò îòëè÷åí îò 0, íå îçíà÷àåò, ÷òîñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Ïðèìåðû ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì óêàçàííûìñïîñîáîì áóäóò ïðèâåäåíû ïîçäíåå (ñì. � 29 è 36).6. Ìàòðè÷íàÿ âåðñèÿ ìåòîäà �àóññà�ÆîðäàíàÍåñëîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå ìàòðèö è ìåòîä �àóññà�Æîðäàíà. Ìû íå áóäåì äåëàòü ýòîãî â îáùåì âèäå, à îãðàíè÷èìñÿ ïðèìå-ðàìè. Ïðîäîëæèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöûñèñòåìû (2), íà÷èíàÿ ñ ïîëó÷åííîé âûøå ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöû:



1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
0 0 5 −6 −7 −8
0 0 0 0 0 0


 ∼




5 5 0 4 −2 12
0 10 0 4 −12 2
0 0 5 −6 −7 −8
0 0 0 0 0 0


 ∼

∼




10 0 0 4 8 22
0 10 0 4 −12 2
0 0 5 −6 −7 −8
0 0 0 0 0 0


 .Èç ïîñëåäíåé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (9), ñ î÷åâèäíîñòüþâûòåêàþò ðàâåíñòâà (6).Îñîáåííî ïîëåçíîé �ìàòðè÷íàÿ âåðñèÿ� ìåòîäà �àóññà�Æîðäàíà îêà-çûâàåòñÿ äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðîäåìîí-ñòðèðóåì ýòî ñíà÷àëà íà ïðèìåðå ñèñòåìû (7), à çàòåì ñäåëàåì îáùèåâûâîäû. Çàïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (7) è ïðèâåäåì åå êñòóïåí÷àòîìó âèäó:




1 1 −1 2
2 1 3 3
1 −2 1 −1


 ∼




1 1 −1 2
0 −1 5 −1
0 −3 2 −3


 ∼




1 1 −1 2
0 −1 5 −1
0 0 −13 0


 .Ïðîäîëæèì ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé ìàòðèöû â ñîîòâåòñòâèè
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1 1 −1 2
0 −1 5 −1
0 0 −13 0


 ∼




13 13 0 26
0 −13 0 −13
0 0 −13 0


 ∼




13 0 0 13
0 −13 0 −13
0 0 −13 0


 .Ôîðìàëüíî �ðàáîòà� ìåòîäà �àóññà�Æîðäàíà çàâåðøåíà. Íî ìû ñäåëà-åì åùå îäèí äîïîëíèòåëüíûé øàã: ðàçäåëèì êàæäóþ ñòðîêó ïîñëåäíåéìàòðèöû íà ýëåìåíò, ñòîÿùèé â îñíîâíîé ÷àñòè ýòîé ìàòðèöû íà ãëàâ-íîé äèàãîíàëè (ò. å. ðàçäåëèì ïåðâóþ ñòðîêó íà 13, à âòîðóþ è òðåòüþñòðîêè � íà −13):




13 0 0 13
0 −13 0 −13
0 0 −13 0


 ∼




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0


 .Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäíåé ìàòðèöå,èìååò âèä 



x1 = 1,
x2 = 1,
x3 = 0.ßñíî, ÷òî ïî ñóùåñòâó ýòî íå ñèñòåìà óðàâíåíèé, à (åäèíñòâåííîå) ðå-øåíèå ñèñòåìû (7).Ïåðåíåñåì ïîëó÷åííóþ èí�îðìàöèþ íà îáùèé ñëó÷àé. Íàì ïîíàäî-áèòñÿ ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n. Ýëåìåíòû a11, a22, . . . , ann îáðàçóþò ãëàâíóþ äèàãîíàëü ìàòðèöû A.Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû, íå ñòîÿùèåíà ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîéâñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 1, ò. å. ìàòðèöà âèäà



1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0. . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1



,íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé E.Îñíîâûâàÿñü íà ïîñëåäíåì èç ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, ñ�îð-ìóëèðóåì (áåç ïîäðîáíîãî îáîñíîâàíèÿ) �ìàòðè÷íóþ âåðñèþ� ìåòîäà�àóññà�Æîðäàíà äëÿ ñèñòåì, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.



� 13. Îïðåäåëèòåëè 149Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé íàì èçâåñò-íî, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå. ×òîáû íàéòè åãî, íàäî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ïðèâåñòè åå îñíîâ-íóþ ÷àñòü ê åäèíè÷íîìó âèäó (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àåýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü). Ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîëó÷åííîéìàòðèöû áóäåò ÿâëÿòüñÿ (åäèíñòâåííûì) ðåøåíèåì èñõîä-íîé ñèñòåìû.Ýòîò âûâîä áóäåò íàì î÷åíü ïîëåçåí â ãëàâàõ 5 è 6.� 13. ÎïðåäåëèòåëèÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò ââåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿêâàäðàòíîé ìàòðèöû ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà, èãðàþùåå âàæíóþ ðîëü âäàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî èíäóêòèâíî (ïî ïîðÿä-êó ìàòðèöû). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñíà÷àëà áóäåò ñêàçàíî, ÷òî òàêîå îïðå-äåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 1 (áàçà èíäóêòèâíîãî îïðåäåëå-íèÿ), à çàòåì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óæå èçâåñòíî ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿìàòðèöû ïîðÿäêà n− 1, áóäåò äàíî îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû
n-ãî ïîðÿäêà (øàã èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ).Îïðåäåëåíèå. 1) Áàçà èíäóêöèè. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìà-òðèöû A = (a11) ïåðâîãî ïîðÿäêà (èëè ïðîñòî îïðåäåëèòåëåì ïåðâîãîïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a11.2) Íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå. Ïóñòü n � íà-òóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óæå ââåäåíî ïîíÿòèåîïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n − 1. Ïóñòü A = (aij) �êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Çà�èêñèðóåì â ýòîé ìàòðèöå ýëåìåíò
aij è âû÷åðêíåì â íåé i-þ ñòðîêó è j-é ñòîëáåö. Îïðåäåëèòåëü ïîëó-÷åííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû (n− 1)-ãî ïîðÿäêà îáîçíà÷èì ÷åðåç Mij .Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà aij íàçîâåì ÷èñëî

Aij = (−1)i+jMij .3) Øàã èíäóêöèè. Îïðåäåëèòåëåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà
n (èëè ïðîñòî îïðåäåëèòåëåì n-ãî ïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

a11A11 + a12A12 + · · · + a1nA1n.



150 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÄðóãèìè ñëîâàìè, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ïîðÿäêà n > 1 � ýòî ñóì-ìà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ åå ïåðâîé ñòðîêè íà ñâîè àëãåáðàè÷åñêèåäîïîëíåíèÿ. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A = (aij) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, èëè |A|, èëè detA.�àâåíñòâî

|A| = a11A11 + a12A12 + · · · + a1nA1níàçûâàþò ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå.Ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòüîïðåäåëèòåëü ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. �àçëîæèâ åå îïðåäåëèòåëü ïî ïåð-âîé ñòðîêå, ìû ñâåäåì âû÷èñëåíèå |A| ê âû÷èñëåíèþ n îïðåäåëèòåëåé
(n− 1)-ãî ïîðÿäêà M11,M12, . . . ,M1n. Êàæäûé èç ýòèõ îïðåäåëèòåëåéòàêæå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïåðâîé ñòðîêå, ñâåäÿ åãî âû÷èñëåíèå ê âû-÷èñëåíèþ (n − 1)-ãî îïðåäåëèòåëÿ (n− 2)-ãî ïîðÿäêà. Êàæäûé èç ïî-ñëåäíèõ îïðåäåëèòåëåé âíîâü ðàçëîæèì ïî ïåðâîé ñòðîêå è ò.ä. Â êîíöåêîíöîâ ìû äîéäåì äî îïðåäåëèòåëåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå âû÷èñ-ëÿþòñÿ ëåãêî (ñì. ï.1 îïðåäåëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ). ßñíî, ÷òî ýòîò ñïîñîáâû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ âåñüìà òðóäîåìîê, ïðè÷åì îáúåì âû÷èñëåíèéðåçêî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ìàòðèöû. Â êîíöå äàííîãî ïàðà-ãðà�à áóäåò óêàçàí ìåíåå òðóäîåìêèé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåéïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.Â � 1 áûëè ââåäåíû ïîíÿòèÿ îïðåäåëèòåëåé âòîðîãî è òðåòüåãî ïî-ðÿäêà. Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, êàê ñîîòíîñÿòñÿ ââåäåííûåòàì îïðåäåëèòåëè ñ òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííûìè. Îêàçûâàåòñÿ, îíè ñîâ-ïàäàþò. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñ�îðìóëèðîâàííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ,èìååì ðàâåíñòâà

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 =

= a11 · (−1)1+1 ·M11 + a12 · (−1)1+2 ·M12 =

= a11a22 − a12a21.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà, ââåäåííûéâ � 1, ñîâïàäàåò ñ òåì æå ïîíÿòèåì, îïðåäåëåííûì â äàííîì ïàðàãðà-�å. Ïðîâåðèì, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ îïðåäåëèòåëåé òðåòüåãî ïîðÿäêà.
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∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11A11 + a12A12 + a13A13 =

= a11 · (−1)1+1 ·M11 + a12 · (−1)1+2 ·M12 + a13 · (−1)1+3 ·M13 =

= a11 ·
∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12 ·
∣∣∣∣
a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13 ·
∣∣∣∣
a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ .Íî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèå îïðåäåëè-òåëÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïåðâîé ñòðîêå, óñòàíîâëåííîå â � 1 � ñì. òàì�îðìóëó (3).Ââåäåì îäíî âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèå.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m× n, à
k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî k 6 m è k 6 n. Âûáåðåì â ìàòðèöå Aïðîèçâîëüíûå k ñòðîê è k ñòîëáöîâ. Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðè-öû, ñòîÿùåé íà ïåðåñå÷åíèè ýòèõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, íàçûâàåòñÿ ìèíîðîììàòðèöû A. Ïîðÿäêîì ìèíîðà íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê òîé ìàòðèöû, îïðå-äåëèòåëåì êîòîðîé îí ÿâëÿåòñÿ.Ôàêòè÷åñêè ìû óæå èìåëè äåëî ñ ìèíîðàìè â îïðåäåëåíèè îïðåäå-ëèòåëÿ. Â ñàìîì äåëå, ÿñíî, ÷òî óïîìèíàåìûé òàì îïðåäåëèòåëü Mijÿâëÿåòñÿ ìèíîðîì (n− 1)-ãî ïîðÿäêà ìàòðèöû A. Îí íàçûâàåòñÿ ìèíî-ðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòó aij . Îòìåòèì åùå, ÷òî êâàäðàòíàÿìàòðèöà A ïîðÿäêà n èìååò òîëüêî îäèí ìèíîð ïîðÿäêà n, à èìåííî |A|.Íî åñëè k < n, òî ìàòðèöà ìîæåò èìåòü ìíîãî ìèíîðîâ ïîðÿäêà k.Óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé n-ãî ïîðÿäêà.Ñâîéñòâî 1. Ïðè óìíîæåíèè âñåõ ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêèìàòðèöû íà ÷èñëî t åå îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà t.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêóìàòðèöû. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ÷åðåç A, à åå ïîðÿäîê ÷åðåç n. Ïðè n = 1äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî (ñì. îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿïåðâîãî ïîðÿäêà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ ïðè n = k − 1 èäîêàæåì åãî ïðè n = k. Ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ ïðè óìíîæåíèè ñòðîêèìàòðèöû A íà ÷èñëî t, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, à åå ìèíîð, ñîîòâåòñòâóþùèéýëåìåíòó, ñòîÿùåìó â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, � ÷åðåç M ′

ij . Ïðåäïîëî-



152 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéæèì ñíà÷àëà, ÷òî íà t óìíîæàåòñÿ ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A. Òîãäà
|A′| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ta11 ta12 . . . ta1k
a21 a22 . . . a2k. . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ta11A11 + ta12A12 + · · ·+ ta1kA1k =

= t(a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1kA1k) = t · |A|.Åñëè æå óìíîæàëàñü íå ïåðâàÿ ñòðîêà, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
A′

1i = tA1i äëÿ âñÿêîãî 2 6 i 6 k (ïîñêîëüêó A′
1i = (−1)1+iM ′

1i, A1j =
(−1)1+jM1j , à M ′

1i è M1i � îïðåäåëèòåëè (k − 1)-ãî ïîðÿäêà) è
|A′| = a11A

′
11 + a12A

′
12 + · · ·+ a1kA

′
1k =

= a11tA11 + a12tA12 + · · · + a1ktA1k =

= t(a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1kA1k) = t · |A|.Ñâîéñòâî 1 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 2. Åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, òî åå îïðå-äåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà ñîäåðæèò íóëåâóþ ñòðîêó, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ýòà ñòðîêà ïîëó÷åíà óìíîæåíèåì íåêîòîðîé ñòðîêè íà 0. Ïî ñâîé-ñòâó 1 îïðåäåëèòåëü áóäåò ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ íóëÿ íà îïðåäåëèòåëüíåêîòîðîé äðóãîé ìàòðèöû, ò. å. íóëþ. Ñâîéñòâî 2 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 3. Ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîêìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü óìíîæàåòñÿ íà −1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñâîéñòâî, êàê è ñâîéñòâî 1, ìû äîêàæåì èí-äóêöèåé ïî ïîðÿäêó ìàòðèöû. Áàçà èíäóêöèè çäåñü òðèâèàëüíà, òàê êàêìàòðèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò ðàçëè÷íûõ ñòðîê. Ïðåäïîëîæèì,÷òî äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n = k− 1,è äîêàæåì åãî äëÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n = k. Ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç Aïåðåñòàíîâêîé ñòðîê, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
A′

1i = (−1)1+iM ′
ij = (−1)1+i · (−Mij) = −A1iäëÿ âñÿêîãî 2 6 i 6 k. Åñëè ñðåäè ïåðåñòàâëÿåìûõ ñòðîê íå áûëî ïåðâîé,òî

|A′|=a11A′
11+a12A

′
12+ · · ·+a1kA′

1k=−a11A11−a12A12−· · ·−a1kA1k=−|A|.



� 13. Îïðåäåëèòåëè 153Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè ïåðåñòàâëÿåìûõ ñòðîê áûëà ïåðâàÿ.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåñòàâëÿëèñü ïåðâàÿ è âòîðàÿñòðîêè (â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî). Åñëè
k = 2, òî äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëå-íèÿ îïðåäåëèòåëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ñàìîì äåëå,

∣∣∣∣
a21 a22
a11 a12

∣∣∣∣ = a21a12 − a22a11 = −(a11a22 − a12a21) = −
∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ .Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > 2. Ïóñòü i, j, ℓ,m ∈ {1, 2, . . . , k},ïðè÷åì i 6= ℓ è j 6= m. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ℓm
ij ìèíîð ìàòðèöû A, ïîëó-÷åííûé âû÷åðêèâàíèåì èç íåå i-é è ℓ-é ñòðîê è j-ãî è m-ãî ñòîëáöîâ.�àçëàãàÿ ñíà÷àëà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

A =




a11 a12 . . . a1k
a21 a22 . . . a2k. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk


ïî ïåðâîé ñòðîêå, à çàòåì êàæäûé èç ìèíîðîâ âèäà M1j ïî åãî ïåðâîéñòðîêå, èìååì

|A| = a11A11 + a12A12 + · · · + a1kA1k =

= a11M11 − a12M12 + · · · + (−1)1+ka1kM1k =

= a11

(
a22M

11
22 − a23M

11
23 + · · · + (−1)ka2kM

11
2k

)
−

− a12

(
a21M

12
21 − a23M

12
23 + · · · + (−1)ka2kM

12
2k

)
+ · · · +

+ (−1)k+1a1k

(
a21M

1k
21 − a22M

1k
22 + · · ·+ (−1)ka2 k−1M

1k
2 k−1

)
.Åñëè ïðîäåëàòü àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A′, òîìû ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó òåõ æå ñàìûõ ìèíîðîâ ñ òåìè æåñàìûìè ìíîæèòåëÿìè. Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü, ÷òî çíàêè ñîîòâåò-ñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèÿõ äëÿ îïðåäåëèòåëåé ìàòðèö A è A′áóäóò ïðîòèâîïîëîæíûìè. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó

A′ =




a21 a22 . . . a2k
a11 a12 . . . a1k. . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akk


 ,èìååì

|A′| = a21A
′
11 + a22A

′
12 + · · · + a2kA

′
1k =

= a21M
′
11 − a22M

′
12 + · · · + (−1)k+1a2kM

′
1k.



154 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÄàëåå, (M ′
2j)

1m =M2j
1m äëÿ âñåõ j,m = 1, 2, . . . , k, j 6= m, è ïîòîìó

|A′| = a21

(
a12M

21
12 − a13M

21
13 + · · ·+ (−1)ka1kM

21
1k

)
−

− a22

(
a11M

22
11 − a13M

22
13 + · · ·+ (−1)ka1kM

22
1k

)
+ · · · +

+ (−1)k+1a2k

(
a11M

2k
11 − a12M

2k
12 + · · ·+ (−1)ka1 k−1M

2k
1 k−1

)
.ßñíî, ÷òî a11a22M11

22 = a22a11M
22
11 . Íî â ðàçëîæåíèå äëÿ |A| ýòî ñëàãàå-ìîå âõîäèò ñî çíàêîì ïëþñ, à â ðàçëîæåíèå äëÿ |A′| � ñî çíàêîì ìèíóñ.Àíàëîãè÷íî a12a21M12

21 = a21a12M
21
12 . Íî â ðàçëîæåíèå äëÿ |A| ýòî ñëà-ãàåìîå âõîäèò ñî çíàêîì ìèíóñ, à â ðàçëîæåíèå äëÿ |A′| � ñî çíàêîìïëþñ. Àíàëîãè÷íî òðåáóåìûé �àêò óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ âñåõ îñòàëüíûõñëàãàåìûõ. Ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 4. Åñëè ìàòðèöà èìååò äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, òî ååîïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî âûòåêàåò èç ïðåäûäóùåãî. Âñàìîì äåëå, åñëè äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè ïîìåíÿòü ìåñòàìè, òî îïðåäå-ëèòåëü, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñìåíèò çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé (â ñèëó ñâîé-ñòâà 3), à ñ äðóãîé � íå èçìåíèòñÿ, òàê êàê ìàòðèöà îñòàíåòñÿ ïðåæíåé.Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùèé �àêò,ëåãêî âûòåêàþùèé èç ñâîéñòâ 1 è 4:åñëè ìàòðèöà èìååò äâå ïðîïîðöèîíàëüíûå ñòðîêè, òî ååîïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû ðàâíà åå j-é ñòðîêå, óìíîæåííîéíà t. Ïî ñâîéñòâó 1 îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ÷èñëà t íà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, â êîòîðîé i-ÿ è j-ÿ ñòðîêè ñîâïàäàþò.Ïî ñâîéñòâó 4 ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0.Ñâîéñòâî 5. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò íåêîòîðîé ñòðîêè ìàòðèöûïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ, òî åå îïðåäåëèòåëü ðàâåíñóììå îïðåäåëèòåëåé äâóõ ìàòðèö, â ïåðâîé èç êîòîðûõ ýëåìåíòûýòîé ñòðîêè ðàâíû ïåðâûì ñëàãàåìûì, âî âòîðîé � âòîðûì ñëàãàå-ìûì, à âñå îñòàëüíûå ñòðîêè â îáåèõ ìàòðèöàõ � òå æå, ÷òî è âèñõîäíîé ìàòðèöå.



� 13. Îïðåäåëèòåëè 155Ýòà ñëîæíàÿ �îðìóëèðîâêà ñèìâîëè÷åñêè âûãëÿäèò ïðîùå:
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a′i1 + a′′i1 a

′
i2 + a′′i2 . . . a

′
in + a′′in. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n. . . . . . . . . . . . . . .
a′i1 a′i2 . . . a

′
in. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n. . . . . . . . . . . . . . .
a′′i1 a′′i2 . . . a

′′
in. . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.Äîêàçàòåëüñòâî. Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ èíäóêöèåé ïî ïîðÿäêó ìàò-ðèöû. Åñëè n = 1, òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî îíî äîêàçàíî äëÿ n = k − 1, è äîêàæåì åãî äëÿ n = k. Ìàòðè-öû, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî, ïðèâåäåííîå ïåðåä íà÷àëîì äîêàçàòåëüñòâà,îáîçíà÷èì ÷åðåç A, B è C (â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ïîÿâëÿþò-ñÿ â ýòîì ðàâåíñòâå). �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà i = 1. Òîãäà
A1j = B1j = C1j äëÿ âñÿêîãî 1 6 j 6 k (ïîñêîëüêó âñå ñòðîêè ñî âòîðîéïî k-þ â ìàòðèöàõ A,B è C ñîâïàäàþò). Èìååì
|A| = (a′11+a

′′
11)A11+(a′12+a

′′
12)A12+· · ·+(a′1k+a

′′
1k)A1k =

= (a′11A11+a
′
12A12+· · ·+a′1kA1k)+(a′′11A11+a

′′
12A12+· · ·+a′′1kA1k) =

= (a′11B11+a
′
12B12+· · ·+a′1nB1k)+(a′′11C11+a

′′
12C12+· · ·+a′′1kC1k) =

= |B|+|C|.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî i > 1. Ìèíîðû ìàòðèö B è C, ñîîòâåòñòâó-þùèå ýëåìåíòó a1j , îáîçíà÷èì ÷åðåç M ′
1j è M ′′

1j ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà,â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè,
A1j = (−1)1+jM1j = (−1)1+j(M ′

1j +M ′′
1j) =

= (−1)1+jM ′
1j + (−1)1+jM ′′

1j = B1j + C1jäëÿ âñÿêîãî 1 6 j 6 k. Ñëåäîâàòåëüíî,
|A| = a11A11+a12A12+· · ·+a1kA1k =

= a11(B11+C11)+a12(B12+C12)+· · ·+a1k(B1k+C1k) =

= (a11B11+a12B12+· · ·+a1kB1k)+(a11C11+a12C12+· · ·+a1kC1k) =

= |B|+|C|.



156 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÑâîéñòâî 5 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 6. Åñëè ê íåêîòîðîé ñòðîêå ìàòðèöû ïðèáàâèòü äðóãóþåå ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà íåêîòîðîå ÷èñëî, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöûíå èçìåíèòñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñâîéñòâî ëåãêî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ 1, 4 è 5.Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïðèáàâèëè ê i-é ñòðîêå ìàòðèöû åå
j-þ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà t. Èñïîëüçóÿ ñíà÷àëà ñâîéñòâà 5 è 1, à çàòåìñâîéñòâî 4, èìååì

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 + tai1 aj2 + tai2 . . . ajn + tain. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ t ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ t · 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . . .
aj1 aj2 . . . ajn. . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.Ñâîéñòâî 6 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 7. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêèìàòðèöû íà ñâîè àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàâíà îïðåäåëèòåëþ ìàò-ðèöû.Èíûìè ñëîâàìè,
|A| = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAinäëÿ âñÿêîãî 1 6 i 6 n. Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäå-ëèòåëÿ ïî i-é ñòðîêå.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè i = 1, òî äîêàçûâàåìîå ñâîéñòâî åñòü íå ÷òîèíîå, êàê îïðåäåëåíèå îïðåäåëèòåëÿ n-ãî ïîðÿäêà. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü,



� 13. Îïðåäåëèòåëè 157÷òî i > 1. Ïåðåñòàâëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî i-þ ñòðîêó ñ (i− 1)-é, (i− 2)-é,. . . , íàêîíåö, ñ ïåðâîé è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3, èìååì
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n. . . . . . . . . . . . . . .
ai1 ai2 . . . ain. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i−1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 . . . ain
a11 a12 . . . a1n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−1 1 ai−1 2 . . . ai−1n

ai+11 ai+12 . . . ai+1n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= (−1)i−1(ai1(−1)1+1Mi1+ai2(−1)1+2Mi2+· · ·+ain(−1)1+nMin) =

= ai1(−1)i+1Mi1 + ai2(−1)i+2Mi2 + · · ·+ ain(−1)i+nMin =

= ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · · + ainAin.Ñâîéñòâî 7 äîêàçàíî.Ñâîéñòâî 8. Ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñòðîêèìàòðèöû íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâäðóãîé ñòðîêè ðàâíà íóëþ.Èíûìè ñëîâàìè, åñëè 1 6 i, j 6 n è i 6= j, òî
ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðîâåäåì äîêàçàòåëü-ñòâî äëÿ i = 1 è j = 2. Â îáùåì ñëó÷àå ãîäÿòñÿ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ.Ïóñòü

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
a31 a32 . . . a3n. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




è A′ =




a11 a12 . . . a1n
a11 a12 . . . a1n
a31 a32 . . . a3n. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann



.Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà A′ ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A çàìåíîé åå âòîðîéñòðîêè íà ïåðâóþ. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìèíîðû ìàòðèöû A′, ïîëó÷àåìûåïðè ðàçëîæåíèè åå îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå, ñîâïàäàþò ñ ìèíîðà-ìè ìàòðèöû A, ïîëó÷àåìûìè ïðè ðàçëîæåíèè åå îïðåäåëèòåëÿ ïî âòîðîéñòðîêå, à ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàâíû ïî àáñî-ëþòíîé âåëè÷èíå è èìåþò ðàçëè÷íûå çíàêè. Èíûìè ñëîâàìè, M ′
1i =M2i



158 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéè A′
1i = −A2i äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Ïîñêîëüêó â ìàòðèöå A′ èìåþò-ñÿ äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, ïî ñâîéñòâó 4 åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.Ñëåäîâàòåëüíî,

0 = a11A
′
11 + a12A

′
12 + · · ·+ a1nA

′
1n =

= a11(−A21) + a12(−A22) + · · ·+ a1n(−A2n) =

= −(a11A21 + a12A22 + · · ·+ a1nA2n),îòêóäà a11A21 + a12A22 + · · ·+ a1nA2n = 0. Ñâîéñòâî 8 äîêàçàíî.Ââåäåì ïîíÿòèå, êîòîðîå ÷àñòî áóäåò âñòðå÷àòüñÿ â äàëüíåéøåì.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


� ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m× n. Òîãäà ìàòðèöà




a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn


ïîðÿäêà n×m íàçûâàåòñÿ òðàíñïîíèðîâàííîé ê ìàòðèöå A è îáîçíà÷à-åòñÿ ÷åðåç A⊤.Èíûìè ñëîâàìè, ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû åå ñòðîêè ñòàíîâÿò-ñÿ ñòîëáöàìè (ïðè÷åì i-ÿ ñòðîêà ñòàíîâèòñÿ i-ì ñòîëáöîì) è íàîáîðîò.Î÷åâèäíî, ÷òî (A⊤)⊤ = A äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A. ßñíî òàêæå,÷òî åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ìàòðèöà A⊤ � òîæå êâàäðàòíàÿ.Ñâîéñòâî 9. Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, òðàíñïîíèðîâàííîé ê äàí-íîé, ðàâåí îïðåäåëèòåëþ èñõîäíîé ìàòðèöû.Äîêàçàòåëüñòâî. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâàäîâîëüíî ñëîæíîå. Ïîýòîìó ìû äîêàæåì åãî ëèøü äëÿ ìàòðèö âòîðîãîè òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãîïîðÿäêà. Òîãäà

|A⊤| =
∣∣∣∣
a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12 = |A|.



� 13. Îïðåäåëèòåëè 159Ïóñòü òåïåðü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òîãäà
|A⊤| =

∣∣∣∣∣∣

a11 a21 a31
a12 a22 a32
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 −

− a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23 = |A|.Ñâîéñòâî 9 äîêàçàíî.Èç ñâîéñòâà 9 è òîãî �àêòà, ÷òî ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ìàòðèöû ååñòðîêè ñòàíîâÿòñÿ ñòîëáöàìè, âûòåêàåòÑâîéñòâî 10. Åñëè â �îðìóëèðîâêàõ ñâîéñòâ 1�8 çàìåíèòü ñëîâî�ñòðîêà� ñëîâîì �ñòîëáåö�, òî ýòè ñâîéñòâà îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâû-ìè.Â ÷àñòíîñòè, èç ñâîéñòâ 7 è 10 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî 1 6 j 6 nñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
|A| = a1jA1j + a2jA2j + · · · + anjAnj,êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïî j-ìó ñòîëáöó.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãî-ëüíîé (ñîîòâåòñòâåííî íèæíåòðåóãîëüíîé), åñëè âñå åå ýëåìåíòû, ñòî-ÿùèå íèæå (ñîîòâåòñòâåííî âûøå) ãëàâíîé äèàãîíàëè, ðàâíû íóëþ, ò. å.åñëè aij = 0 ïðè i > j (ñîîòâåòñòâåííî i < j).Íàïðèìåð, ìàòðèöû




1 2 3 4
0 1 1 1
0 0 −1 2
0 0 0 3


 ,




−2 3 1
0 0 0
0 0 1


 ,




0 0 1
0 0 0
0 0 0


ÿâëÿþòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíûìè, à ìàòðèöû




−1 0 0 0
2 1 0 0
1 3 −2 0
5 6 7 11


 ,




−1 0 0
0 1 0
1 1 0


 ,




1 0 0
0 −1 0
0 0 3


� íèæíåòðåóãîëüíûìè (îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ìàòðèöà îäíîâðåìåííîÿâëÿåòñÿ è âåðõíåòðåóãîëüíîé).Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåó-ãîëüíîé èëè íèæíåòðåóãîëüíîé.



160 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÑâîéñòâî 11. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâå-äåíèþ åå ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ìàòðèöà A = (aij)âåðõíåòðåóãîëüíà. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèöû ÷åðåç n è áóäåì äîêàçû-âàòü òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî n. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà:åñëè n = 1, òî |A| = a11 ïî îïðåäåëåíèþ îïðåäåëèòåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = k − 1 è äîêàæåìåãî äëÿ n = k. �àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü A ïî ïåðâîìó ñòîëáöó è âîñïîëü-çîâàâøèñü ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, èìååì
|A|=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1k
0 a22 a23 . . . a2k
0 0 a33 . . . a3k. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=a11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a23 . . . a2k
0 a33 . . . a3k. . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣
=a11a22a33 · · · akk,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Â ñëó÷àå íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿàíàëîãè÷íî, íàäî òîëüêî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì îïðåäåëèòåëÿ ïîïåðâîé ñòðîêå. Ñâîéñòâî äîêàçàíî.Èç ñâîéñòâà 11 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òîîïðåäåëèòåëü åäèíè÷íîé ìàòðèöû ðàâåí åäèíèöå.Ñâîéñòâî 11 ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ïðî-èçâîëüíîé ìàòðèöû. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 èç � 12 âûòåêàåò, ÷òîïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ìîæíî ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèö ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî òèïà(ñì. ñ. 139) ïðèâåñòè ê âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå B. Ñâîéñòâà 1, 3, 6è 10 ïîêàçûâàþò, êàê ñâÿçàíû |A| è |B|. Âû÷èñëèâ |B| ïî ñâîéñòâó 11,ìîæíî íàéòè è |A|. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
1 −2 −2 3
2 5 5 −2
3 4 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
0 −4 −5 4
0 1 −1 0
0 −2 −6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

4
· 1
2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
0 −4 −5 4
0 4 −4 0
0 −4 −12 10

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
1

8
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
0 −4 −5 4
0 0 −9 4
0 0 −7 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

8
· 1
9
· 1
7
·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
0 −4 −5 4
0 0 −63 28
0 0 −63 54

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=

1

8 · 9 · 7 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 −1
0 −4 −5 4
0 0 −63 28
0 0 0 26

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1 · (−4) · (−63) · 26
8 · 9 · 7 = 13.Íà ïåðâîì øàãå ìû, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì 6, ïðèáàâèëè êî âòî-ðîé ñòðîêå ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −1, ê òðåòüåé � ïåðâóþ, óìíîæåí-íóþ íà −2, à ê ÷åòâåðòîé � ïåðâóþ, óìíîæåííóþ íà −3. Íà âòîðîìøàãå óìíîæèëè òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè íà 4 è 2 ñîîòâåòñòâåííîè âîñïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì 1. Íà òðåòüåì øàãå ìû, âíîâü âîñïîëüçî-âàâøèñü ñâîéñòâîì 6, ïðèáàâèëè ê òðåòüåé ñòðîêå âòîðóþ, óìíîæåííóþíà 1, à ê ÷åòâåðòîé � âòîðóþ, óìíîæåííóþ íà −1. Íà ÷åòâåðòîì øàãåóìíîæèëè òðåòüþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè íà 7 è 9 ñîîòâåòñòâåííî è âîñ-ïîëüçîâàëèñü ñâîéñòâîì 1. Íà ïÿòîì � ïðèáàâèëè ê ÷åòâåðòîé ñòðîêåòðåòüþ, óìíîæåííóþ íà −1, åùå ðàç èñïîëüçîâàâ ñâîéñòâî 6, à íà øå-ñòîì � ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 11.� 14. Êðàìåðîâñêèå ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé, â êîòîðûõ ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ. Òàêèå ñè-ñòåìû íàçûâàþòñÿ êðàìåðîâñêèìè â ÷åñòü øâåéöàðñêîãî ìàòåìàòèêàÊðàìåðà, èçó÷àâøåãî èõ.�àññìîòðèì ñèñòåìó èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(1)Îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç∆ è áóäåìíàçûâàòü îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1). Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , nîáîçíà÷èì ÷åðåç ∆i îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé çàìåíîé i-ãîñòîëáöà îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû (1) íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâýòîé ñèñòåìû. Èíûìè ñëîâàìè,
∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, ∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 . . . a1n
b2 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . .
bn an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13 . . . a1n
a21 b2 a23 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 bn an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
, . . . , ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n−1 b1
a21 . . . a2n−1 b2. . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ann−1 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣
.Òåïåðü ìû ìîæåì ñ�îðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðà-�à, èçâåñòíûé êàê òåîðåìà Êðàìåðà. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ýòîãî ðåçóëü-òàòà, êîòîðîå îáîáùàåò òåîðåìû 1 è 2 èç � 1, ÷àñòî íàçûâàþò ïðàâèëîìÊðàìåðà..Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíà êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(1), à îïðåäåëèòåëè ∆,∆1,∆2, . . . ,∆n èìåþò óêàçàííûé âûøå ñìûñë.1) Åñëè ∆ 6= 0, òî ñèñòåìà (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòî-ðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëàì

x1 =
∆1

∆
, x2 =

∆2

∆
, . . . , xn =

∆n

∆
.2) Åñëè ∆ = 0, à ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç îïðåäåëèòåëåé ∆1,∆2, . . .,

∆n îòëè÷åí îò 0, òî ñèñòåìà (1) íå èìååò ðåøåíèé.3) Åñëè ∆ = ∆1 = ∆2 = · · · = ∆n = 0, òî ñèñòåìà (1) ëèáî íåñîâ-ìåñòíà, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ∆ 6= 0. Äîêàæåì ñíà÷àëà ñóùåñòâîâàíèåðåøåíèÿ ñèñòåìû (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íàáîð÷èñåë (
∆1

∆
,
∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

) (2)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû, ò. å. îáðàùàåò âñå åå óðàâíåíèÿ â âåðíûå ðà-âåíñòâà. Ïîäñòàâèì ýòîò íàáîð â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû è ðàçëîæèìîïðåäåëèòåëü ∆1 ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, îïðåäåëèòåëü ∆2 � ïî âòîðîìóñòîëáöó, . . . , îïðåäåëèòåëü ∆n � ïî n-ìó ñòîëáöó. Ïîëó÷èì
a11 ·

∆1

∆
+ a12 ·

∆2

∆
+ · · ·+ a1n · ∆n

∆
=

=
1

∆
· ( a11∆1 + a12∆2 + · · ·+ a1n∆n) =

=
1

∆
· [ a11(b1A11 + b2A21 + · · · + bnAn1)+

+a12(b1A12 + b2A22 + · · · + bnAn2)+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+a1n(b1A1n + b2A2n + · · ·+ bnAnn)].



� 14. Êðàìåðîâñêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 163�àñêðûâ êðóãëûå ñêîáêè è ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå
b1, b2, . . . , bn, ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â âèäå

1

∆
· [ b1(a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n)+

+b2(a11A21 + a12A22 + · · ·+ a1nA2n)+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+bn(a11An1 + a12An2 + · · ·+ a1nAnn)].Âûðàæåíèå â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàçëîæåíèåîïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî ïåðâîé ñòðîêå, à âûðàæåíèÿ â îñòàëüíûõ êðóãëûõñêîáêàõ ðàâíû íóëþ â ñèëó ñâîéñòâà 8 èç � 13. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì, ÷òî

a11 ·
∆1

∆
+ a12 ·

∆2

∆
+ · · · + a1n · ∆n

∆
=

1

∆
· b1 ·∆ = b1,ò. å. íàáîð ÷èñåë (2) îáðàùàåò ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) â âåðíîåðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îáðàùàåò â âåðíûå ðàâåíñòâàè âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.Äîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïóñòü (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) �ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1). Èíûìè ñëîâàìè, ýòîò íàáîð ÷èñåëîáðàùàåò âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû â âåðíûå ðàâåíñòâà:





a11x
0
1 + a12x

0
2 + · · ·+ a1nx

0
n = b1,

a21x
0
1 + a22x

0
2 + · · ·+ a2nx

0
n = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x
0
1 + an2x

0
2 + · · ·+ annx

0
n = bn.Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà A11, âòîðîå � íà A21, . . . , ïîñëåäíåå� íà An1 è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Ñãðóïïèðîâàâ â ëåâîé ÷àñòèñóììû ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå x01, x02, . . . , x0n, ïîëó÷èì

(a11A11 + a21A21 + · · ·+ an1An1)x
0
1+

+ (a12A11 + a22A21 + · · ·+ an2An1)x
0
2+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (a1nA11 + a2nA21 + · · ·+ annAn1)x
0
n =

= b1A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1.Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà âûðàæåíèå â ïåðâûõ êðóãëûõ ñêîáêàõåñòü â òî÷íîñòè ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, à âûðà-æåíèÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíû íóëþ â ñèëó ñâîéñòâ 8è 10 èç � 13. À â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ∆1 ïî ïåð-âîìó ñòîëáöó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â



164 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéâèäå ∆x01 = ∆1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∆x02 = ∆2, . . . ,∆x
0
n = ∆n.Èòàê, åñëè (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1), òî

∆x01 = ∆1, ∆x
0
2 = ∆2, . . . , ∆x

0
n = ∆n. (3)Ïîñêîëüêó ∆ 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

x01 =
∆1

∆
, x02 =

∆2

∆
, . . . , x0n =

∆n

∆
.Èòàê, ìû âçÿëè ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå è äîêàçàëè, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñðåøåíèåì (2). Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïåðâîå óòâåðæäå-íèå òåîðåìû 1 äîêàçàíî.2) Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç äîêà-çàííûõ âûøå ðàâåíñòâ (3).3) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∆ = ∆1 = ∆2 = · · · = ∆n = 0 è ñèñòåìà (1)ñîâìåñòíà. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) èìååòáåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 11 äëÿ ýòîãî äîñòà-òî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0,

(4)ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå (1), èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. ßñíî,÷òî îïðåäåëèòåëè ñèñòåì (1) è (4) ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëè-òåëü ñèñòåìû (4) ðàâåí 0. Ïðèìåíèì ê ñèñòåìå (4) ìåòîä �àóññà, ñîáëþ-äàÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî: óðàâíåíèÿ âèäà
0 · x1 + 0 · x2 + · · · + 0 · xn = 0 (5)(åñëè îíè áóäóò âîçíèêàòü) âû÷åðêèâàòü íå áóäåì, à áóäåì çàïèñûâàòüèõ ïîñëåäíèìè. Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèìñÿ ïðèìåíÿòü ëèøü ýëåìåíòàð-íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðâîãî, âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî òèïà (ñì.ñ. 131). Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, îíà ñîâìåñòíà (ñì.çàìå÷àíèå íà ñ. 127). Â ñèëó òåîðåìû 1 èç � 12 ìû ñìîæåì ïðèâåñòè ýòóñèñòåìó ê ëåñòíè÷íîìó âèäó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó ïîëó÷åííîéëåñòíè÷íîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî A � êâàäðàòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà.Èç ñâîéñòâ 1, 3, 6 è 10 îïðåäåëèòåëåé (ñì. � 13) âûòåêàåò, ÷òî |A| ðàâåíîïðåäåëèòåëþ ñèñòåìû (4), óìíîæåííîìó íà íåêîòîðîå íåíóëåâîå ÷èñëî.Ñëåäîâàòåëüíî, |A| = 0. Ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé (êàê è



� 14. Êðàìåðîâñêèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé 165ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà). Â ñèëó ñâîéñòâà 11 îïðåäåëè-òåëåé (ñì. � 13) ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëèìàòðèöû A ðàâåí 0. Èç ýòîãî �àêòà è îïðåäåëåíèÿ ñòóïåí÷àòîé ìàòðè-öû âûòåêàåò, ÷òî A ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íóëåâóþ ñòðîêó.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà �àóññà ê èñõîäíîé êðàìåðîâ-ñêîé ñèñòåìå îáÿçàòåëüíî âîçíèêíåò õîòÿ áû îäíî óðàâíåíèå âèäà (5),è ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïîëó÷åííàÿ ëåñòíè÷íàÿ ñèñòåìàáóäåò èìåòü ìåíüøå óðàâíåíèé, ÷åì íåèçâåñòíûõ. Ïî òåîðåìå 3 èç � 12ýòà ëåñòíè÷íàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Â ñèëó ëåììû èç � 12(ñì. ñ. 131) ñèñòåìà (4) òàêæå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,îíà èìååò áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 èç � 11 îíà èìååòáåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåì äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè (èòîëüêî äëÿ íèõ!) òðåòüå óòâåðæäåíèå òåîðåìû Êðàìåðà ìîæíî óòî÷íèòü:åñëè â òàêîé ñèñòåìå ∆ = ∆1 = ∆2 = 0, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîìíîãî ðåøåíèé (ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå îäíî èç óðàâíåíèéïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîãî óìíîæåíèåì íà íåêîòîðîå ÷èñëî).Èç òåîðåìû Êðàìåðà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåòÑëåäñòâèå. Êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëüíå ðàâåí 0.Èç ýòîãî ñëåäñòâèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå, êîòîðîå, â ñèëó åãî âàæíîñòè, ìû íàçîâåì òåîðåìîé.Òåîðåìà 2. Êðàìåðîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèéèìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëèòåëüðàâåí íóëþ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõóðàâíåíèé èìååò íóëåâîå ðåøåíèå, ÿñíî, ÷òî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà íå èìååò íåíó-ëåâûõ ðåøåíèé. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êðàìåðà.Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé, åñëè åå îïðåäåëèòåëüðàâåí íóëþ, è íåâûðîæäåííîé � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì,ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1 è òåîðåìó 2 ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñò-âåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îñíîâíàÿ



166 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéìàòðèöà íåâûðîæäåííà; êðàìåðîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìàèìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îñ-íîâíàÿ ìàòðèöà âûðîæäåííà.Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Êðàìåðà. �åøèì ñèñòåìó ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé 



5x1 + 2x2 − 3x3 = 5,
2x1 + x2 − 3x3 = 0,
x1 + x3 = 3.ßñíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé. Âû÷èñëèì åå îïðåäåëè-òåëü (ðàçëîæåíèåì ïî òðåòüåé ñòðîêå):

∆ =

∣∣∣∣∣∣

5 2 −3
2 1 −3
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣
2 −3
1 −3

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣
5 2
2 1

∣∣∣∣ = −3 + 1 = −2.Èòàê, ∆ 6= 0, è ïîòîìó ïðàâèëî Êðàìåðà ïðèìåíèìî. Âû÷èñëèì îïðåäå-ëèòåëè ∆1, ∆2 è ∆3 (∆1 è ∆3 ìû ðàñêëàäûâàåì ïî òðåòüåé ñòðîêå, à ∆2� ïî âòîðîé ñòðîêå):
∆1 =

∣∣∣∣∣∣

5 2 −3
0 1 −3
3 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 3 ·

∣∣∣∣
2 −3
1 −3

∣∣∣∣+ 1 ·
∣∣∣∣
5 2
0 1

∣∣∣∣ = −9 + 5 = −4;

∆2 =

∣∣∣∣∣∣

5 5 −3
2 0 −3
1 3 1

∣∣∣∣∣∣
= −2 ·

∣∣∣∣
5 −3
3 1

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣
5 5
1 3

∣∣∣∣ = −28 + 30 = 2;

∆3 =

∣∣∣∣∣∣

5 2 5
2 1 0
1 0 3

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣
2 5
1 0

∣∣∣∣+ 3 ·
∣∣∣∣
5 2
2 1

∣∣∣∣ = −5 + 3 = −2.Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Êðàìåðà, íàéäåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íàøåé ñè-ñòåìû:
x1 =

∆1

∆
= 2, x2 =

∆2

∆
= −1, x3 =

∆3

∆
= 1.� 15. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:



� 15. Çàäà÷è 1671) ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóññà èëè �àóññà�Æîðäàíà;2) âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé;3) ðåøåíèå êðàìåðîâñêèõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî ïðàâèëóÊðàìåðà.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ýòèõ òèïîâ áûëè ïðèâåäåíû â � 12�14, ïî-ýòîìó çäåñü ìû èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ïðèâåñòè ê ëåñòíè÷íîé ñèñòåìå ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé è íàéòè èõ îáùåå ðåøåíèå:à)  x1 − x2 + x3 − 2x4 =−1,
2x1 − x2 +5x3 − 3x4 = 3,
x1 +4x3 − x4 = 4,
x1 +2x2 +8x3 − x4 = 9;

á) x1 − 2x2 +3x3 − 4x4 = 4,
x2 − x3 + x4 =−3,

x1 +3x2 − 3x4 = 1,
− 7x2 +3x3 + x4 =−3;â) 2x1 − x2 + 3x3 = 3,

3x1 + x2 − 5x3 = 0,
4x1 − x2 + x3 = 3,
x1 +3x2 − 13x3 =−6.2. Îïðåäåëèòü, áóäóò ëè ñîâìåñòíû ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé:à)  x1 + x2 − 3x3 = −1,
2x1 + x2 − 2x3 = 1,
x1 + x2 + x3 = 3,
x1 + 2x2 − 3x3 = 0;

á)  x1 − 2x2 + x3 + x4 = 1,
x1 − 2x2 + x3 − x4 = −1,
x1 − 2x2 + x3 + 5x4 = 4.3. Ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâåñòè ê ëåñòíè÷íîéñèñòåìå è íàéòè îáùåå ðåøåíèå. Äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþèñõîäíîé ñèñòåìû è ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ:à) x+ y+ z=3,

x+2y− z=2,
x+4y− 5z=0;

á)  x− y+ z=2,
x− y+2z =5,

2x− y+ z=3;
â)  x+2y− z=2,

2x− y+ z=3,
4x+3y− z=3.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóñ-ñà: à)  x1 + x2 − x3 + x4 − x5 = 1,

x1 + 3x2 − 2x3 = 2,
x1 + 3x2 − 3x3 + x4 − x5 = 1,
x1 + x2 − 2x3 + 2x4 − 2x5 = 0;



168 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéá)  x1 − x2 − x3 − x4 − 2x5 = 0,
2x1 − x2 − 3x3 − x4 + 5x5 = 2,
3x1 − 2x2 − 2x3 − 3x4 + 8x5 = 4,
x1 − x2 + x3 − 2x4 + 3x5 = 3.5. Èñïîëüçóÿ ìåòîä �àóññà, îïðåäåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïëîñ-êîñòåé, çàäàííûõ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:à) x+ y − z + 1 = 0, 2x− y + z − 1 = 0, −x+ y + z − 2 = 0;á) x− y + z − 1 = 0, x+ 2y + z − 2 = 0, x+ 8y + z − 6 = 0.6. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà t ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèéèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, íå èìååò ðåøå-íèé:à)  x− y+ z=1,

2x− y+2z= t,
x − tz=0;

á)  x+ ty+ z=3,
2x− y+2z =6,
x+ ty =0;

â)  x− y+ z= 1,
2x + tz= 3,
tx+3y− z=3?7*. Èññëåäîâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íàéòè îáùåå ðåøå-íèå â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t:à) tx+ y+ z=1,

x+ ty+ z=1,
x+ y+ tz=1;

á) (1 + t)x+ y+ z= t2 + 3t ,
x+ (1 + t)y+ z= t3 + 3t2,
x+ y+ (1 + t)z= t4 + 3t3.8. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ïóòåì ïîëó÷åíèÿ íóëåé â ñòðîêå èëèñòîëáöå:à) ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1 4 1

2 1 3 0
3 1 2 0
4 1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 2 3 4

2 2 3 4
3 3 3 4
4 4 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
; â) ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 2 3 −1

2 0 1 2
1 3 2 −1
1 4 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ã) ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 + a 1 1 1
1 1− a 1 1
1 1 1 + b 1
1 1 1 1− b

∣∣∣∣∣∣∣∣
.9. �åøèòü óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî t:à) ∣∣∣∣∣∣ 3− t 0 0

2 6− t 4
−2 −3 −1− t

∣∣∣∣∣∣
= 0; á) ∣∣∣∣∣∣ 4− t −1 −1

2 1− t −2
4 −4 −1− t

∣∣∣∣∣∣
= 0;â) ∣∣∣∣∣∣ 1− t 1 1

2 2− t 2
3 3 3− t

∣∣∣∣∣∣
= 0; ã) ∣∣∣∣∣∣ 1− t −3 3

−2 −6− t 13
−1 −4 8− t

∣∣∣∣∣∣
= 0.10. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ïóòåì ïðèâåäåíèÿ ê òðåóãîëüíîìó âè-äó:
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à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1
1 1 3 1 1
1 1 1 4 1
1 1 1 1 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 2 2 2 2
2 1 2 2 2
2 2 1 2 2
2 2 2 1 2
2 2 2 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; â) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 8 1 8 8 8
−1 6 1 1 1
−1 −1 4 1 1
−1 −1 −1 2 1
−1 −1 −1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆n îïðåäåëèòåëü ñëåäóþùåé êâàäðàòíîé ìàò-ðèöû ïîðÿäêà n: 


a b 0 . . . 0 0
c a b . . . 0 0
0 c a . . . 0 0. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . a b
0 0 0 . . . c a



.Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 3 âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà:

∆n = a∆n−1 − bc∆n−2.12. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
0 3 2 1 0
0 0 3 2 1
0 0 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 3 a 0 0 0
b 3 a 0 0
0 b 3 a 0
0 0 b 3 a
0 0 0 b 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; â) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 4 1 0 0 0
3 2 1 0 0
0 3 2 1 0
0 0 3 2 1
0 0 0 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; ã) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 1 0 0 0
3 2 1 0 0
0 3 2 1 0
0 0 3 2 1
0 0 0 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.13*. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè (â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê ìàòðèöûðàâåí n):à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0 . . . 0 0
1 2 1 . . . 0 0
0 1 2 . . . 0 0. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 2 1
0 0 0 . . . 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 0 . . . 0 0
1 3 2 . . . 0 0
0 1 3 . . . 0 0. . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 3 2
0 0 0 . . . 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.14. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 1 1 1 1
1 0 2 2 2
1 2 0 2 2
1 2 2 0 2
1 2 2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0 1 1 1 1
−1 0 1 1 1
−1 −1 0 1 1
−1 −1 −1 0 1
−1 −1 −1 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; â) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 1 1 1 1
1 3 1 1 1
1 1 4 1 1
1 1 1 5 1
1 1 1 1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;
ã) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 2 3 4 5

−1 0 3 4 5
−1 −2 0 4 5
−1 −2 −3 0 5
−1 −2 −3 −4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; ä) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 0 0 13 7
0 0 0 −8 2
7 −3 1 10 −4
0 0 0 3 0
11 1 0 8 16

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; å)* ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a b b b b
b a b b b
b b a b b
b b b a b
b b b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.



170 �ëàâà 3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé15*. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë t1, t2, t3, t4 è s1, s2, s3,
s4 âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà 4,ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàíû ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:à) aij = ti − sj ; á) aij = 1 + tisj ; â) aij = (ti + sj)

2.16*. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè (âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîðÿäîê ìàòðèöûðàâåí n):à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n. . . . . . . . . . . . . . . .
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1 n n . . . nn 2 n . . . n
n n 3 . . . n. . . . . . . . . . .
n n n . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; â) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ n 1 1 . . . 1
1 n 1 . . . 1
1 1 n . . . 1. . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.17*. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿä-êà n, ýëåìåíòû êîòîðîé çàäàíû ñëåäóþùèìè ðàâåíñòâàìè:à) aij = min{i, j}; á) aij = max{i, j}; â) aij = |i− j|;ã) aij = c|i−j|, ãäå c � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, c 6= 0.18*. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïîëîæèì
B = (bij), ãäå bij = (−1)i+jaij äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òî
|B| = |A|.19*. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ êîñîñèì-ìåòðè÷åñêîé, åñëè aij = −aji äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n. Äîêàçàòü, ÷òîîïðåäåëèòåëü êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâåí 0.20*. Îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü âèäà

V (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x
2
1 . . . x

n−1
1

1 x2 x
2
2 . . . x

n−1
2. . . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x
2
n . . . x

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
,ãäå x1, x2, . . . , xn � ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî

V (x1, x2, . . . , xn) =
∏

16j<i6n

(xi − xj).21*. Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü, åñëèà) èç êàæäîé ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé, âû÷åñòü ïîñëåäóþùóþ ñòðîêó,à èç ïîñëåäíåé ñòðîêè âû÷åñòü ïðåæíþþ ïåðâóþ ñòðîêó;á) âñå ñòîëáöû ìàòðèöû ïåðåïèñàòü â îáðàòíîì ïîðÿäêå?22*. Ìàòðèöà ñîäåðæèò ñòðîêó èç åäèíèö. Äîêàçàòü, ÷òî åå îïðåäå-ëèòåëü ðàâåí ñóììå àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-öû.



� 15. Çàäà÷è 17123. �åøèòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðà-ìåðà:à) { 2x1 + 3x2 = 1,
3x1 + 5x2 = 1;

á) { x + y = 1,
x − y = 2;

â) { 3x − 5y = −1,
x + 2y = 7;ã)  2x1 + x2 − x3 = 2,

3x1 + x2 − 2x3 = 3,
x1 + x3 = 3;

ä)  y + 3z = −1,
2x + 2y − 5z = 3,
3x + 5y + 7z = 6;å)*  ax + by + cz = a − b,

bx + cy + az = b − c,
cx + ay + bz = c − a (a+ b+ c 6= 0);æ)* { (a+ b)x − (a− b)y = 4ab,
(a− b)x + (a+ b)y = 2(a2 − b2).24. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòè, çàäàííûå óðàâíåíèÿìè 2x−y+z−2 = 0,

x− y − 2z = 0, 2x+ 3y − 4z − 1 = 0, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.25. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåþò åäèíñòâåííîåðåøåíèå:à)  x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,
x1 + x3 + x4 + x5 = −3,
x1 + x2 + x4 + x5 = −2,
x1 + x2 + x3 + x5 = 3,
x1 + x2 + x3 + x4 = 0;á) 
x1 + x2 = 3,
x1 + x3 = 4,
x1 + x4 = −2,
x1 + x5 = −1,
x1 + x6 = 0,

x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = −1.26. Áóäåò ëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìåòü íåíó-ëåâîå ðåøåíèå:à) x+ y+ z=0,
x− y− 2z=0,
x− 5y+4z=0;

á)  x− y+ z=0,
2x− y+ z=0,
x− y+2z =0;

â)  x+2y− z= 0,
2x+ y− z= 0,
3x − z=0?27*. Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òðåòüåé ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûìè êî-ý��èöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî f(−2) = 1, f(−1) = 3, f(1) = 13, à

f(2) = 33.
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x2 =−2,5 + 2c,
x3 = 2,5− c,
x4 = c;

á) x1 =−8 ,
x2 = 3+ c,
x3 = 6+ 2c,
x4 = c;

â) x1 = 1, x2 = 2, x3 = 1.2. à) Äà; á) íåò.3. à)  x = 4 − 3c,
y = −1 + 2c,
z = c;

òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé;á) x = 1, y = 2, z = 3; òðè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ïî òî÷êå;â) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; òðè ïëîñêîñòè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.4. à)  x1 = 1 − c1 + c2,
x2 = 1 + c1 − c2,
x3 = 1 + c1 − c2,
x4 = c1 ,
x5 = c2;

á) ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.5. à) Ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (0, 1
2
,
3

2

); á) âñå âìåñòå íå ïåðåñåêàþòñÿ.6. à) Ïðè t = −1 íå èìååò ðåøåíèé, ïðè t 6= −1 èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå; á) ïðè t = −1

2
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïðè t 6= −1

2
èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå; â) ïðè t = 1 èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, ïðè

t = −4 ðåøåíèé íå èìååò, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.7. à) Åñëè t 6= 1,−2, òî x = y = z =
1

t+ 2
; åñëè t = 1, òî x = 1 − c1 − c2,

y = c1, z = c2; åñëè t = −2, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà; á) åñëè t 6= 0,−3, òî
x = 2 − t2, y = 2t− 1, z = t3 + 2t2 − t − 1; åñëè t = 0, òî x = −c1 − c2, y = c1,
z = c2; åñëè t = −3, òî x = y = z = c.8. à) 0; á) −4; â) 13; ã) a2b2.9. à) t1 = 2, t2 = 3; á) t1 = −2, t2 = 3; â) t1 = 0, t2 = 6; ã) t = 1.10. à) 24; á) 9; â) 420.11. Óêàçàíèå: ðàçëîæèòü ïî ïåðâîé ñòðîêå ñíà÷àëà |A|, à çàòåì îäèí èçäâóõ ïîëó÷åííûõ îïðåäåëèòåëåé.12. à) −10; á) 9a2b2 − 108ab+ 243; â) −32; ã) −32.13. à) n+ 1; á) 2n+1 − 1.Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó èç çàäà÷è 11.14. à) 32; á) 0; â) 394; ã) 120; ä) 12; å) (a+ 4b)(a− b)4.15. à) 0; á) 0; â) 0.16. à) n!; á) (−1)n−1 · n!; â) (2n− 1) · (n− 1)n−1.Óêàçàíèÿ: ã) ê êàæäîé ñòðîêå, êðîìå ïåðâîé, ïðèáàâèòü ïåðâóþ ñòðîêó; ä)èç êàæäîãî ñòîëáöà, êðîìå ïîñëåäíåãî, âû÷åñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö; å) èç êàæ-äîãî ñòîëáöà, êðîìå ïîñëåäíåãî, âû÷åñòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö, çàòåì ê ïîñëåäíåéñòðîêå ïðèáàâèòü âñå îñòàëüíûå ñòðîêè.17. à) 1; á) (−1)n+1 · n; â) (−1)n−1 · 2n−2 · (n− 1); ã) (1− c2)n−1.



� 15. Çàäà÷è 173Óêàçàíèÿ: ä), å) èç êàæäîé ñòðîêè, êðîìå ïåðâîé, âû÷åñòü ïðåäûäóùóþñòðîêó; æ) èç êàæäîé ñòðîêè, êðîìå ïåðâîé, âû÷åñòü ïðåäûäóùóþ ñòðîêó,çàòåì ïðèáàâèòü ïîñëåäíèé ñòîëáåö êî âñåì îñòàëüíûì; ç) èç êàæäîé ñòðîêè,êðîìå ïåðâîé, âû÷åñòü ïðåäûäóùóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà c.18. Óêàçàíèå: óìíîæèòü íà −1 âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû B ñ ÷åòíûìèíîìåðàìè è èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî 1 èç � 13.19. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà 1 è 9 èç � 13.20. Óêàçàíèå: Èç êàæäîãî ñòîëáöà, êðîìå ïåðâîãî, âû÷åñòü ïðåäûäóùèéñòîëáåö, óìíîæåííûé íà x1, ïîñëå ÷åãî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî n.21. à) Îïðåäåëèòåëü îáðàòèòñÿ â íóëü; á) îïðåäåëèòåëü óìíîæèòñÿíà (−1)
n(n−1)

2 , ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû. â) Óêàçàíèå: ñëîæèòü âñå ñòðîêèïîëó÷åííîé ìàòðèöû.22. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà 7 è 8 èç � 13.23. à) x1=2, x2=−1; á) x=1,5, y=−0,5; â) x=3, y=2; ã) x1=2, x2=−1,
x3=1; ä) x= 81

17
, y=−38

17
, z= 7

17
; å) x=1, y=−1, z=0; æ) x=a+ b, y=a− b.24. Óêàçàíèå: ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç äàí-íûõ óðàâíåíèé, îòëè÷åí îò íóëÿ.25. Îïðåäåëèòåëè îñíîâíûõ ìàòðèö ðàâíû: à) 1; á) 5.26. à) Íåò; á) íåò; â) äà. 27. x3 + 3x2 + 4x+ 5.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �31. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü:à) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣−2 3 0 0 0

1 −2 3 0 0
0 1 −2 3 0
0 0 1 −2 3
0 0 0 1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; á) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣−1 −2 0 0 0
3 −1 −2 0 0
0 3 −1 −2 0
0 0 3 −1 −2
0 0 0 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;
â) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 −3 0 0 0

2 2 −3 0 0
0 2 2 −3 0
0 0 2 2 −3
0 0 0 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

; ã) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 2 4 0 0 0
1 2 4 0 0
0 1 2 4 0
0 0 1 2 4
0 0 0 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì �àóñ-ñà: à)  x1 + x2 − x3 + x4 + x5 = 3,
2x1 − x2 + x3 − x4 + 5x5 = 6,
4x1 + x2 − x3 + x4 + 7x5 = 12,
x1 − x2 + x3 + 2x4 − 3x5 = 0;
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x1 + 2x2 − 2x3 + x4 + x5 = 3,

4x1 + 5x2 − 5x3 + x4 + x5 = 9,
x1 − x2 + 2x3 − x4 + x5 = 2;â)  x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + 4x5 = 3,

2x1 − x2 − x3 − x4 − x5 = −2,
5x1 − 4x2 + 5x3 − 10x4 + 11x5 = 7,
x1 − x2 − x3 + x5 = 0;ã)  x1 + 3x2 − x3 − x4 + 2x5 = 4,
x1 + x2 + x3 − x4 + 2x5 = 4,
x1 + 4x2 − 2x3 − x4 + 2x5 = 4,

2x1 + 6x2 − x3 + x4 − 5x5 = 3.3. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ïî ïðàâèëó Êðàìåðà:à)  x1 + 2x2 − x3 = 2,
x1 − x2 + 2x3 = 5,

2x1 − x2 + 2x3 = 6;
á)  x1 + x2 + x3 = 6,

x1 − 2x2 + 3x3 = 6,
2x1 + x2 − x3 = 1;â)  x1 + 2x2 − x3 = 1,

−2x1 + x3 = 0,
−x1 + 2x2 + 3x3 = 7;

ã)  x1 + 2x3 = 5,
−x1 + 2x2 + 3x3 = 10,
2x1 + 2x2 + x3 = 1.4. Èññëåäîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:à)  x − y + z = 2,

x + (a− 1)y + (a+ 2)z = 5,
2x − (a2 + 2)y + (1− a)z = −2a+ 3;á)  x − 2y + z = 4,
x + (a− 2)y + (a+ 1)z = 4,

2x − (a2 + 4)y + (2a + 2)z = a+ 10;â)  x + y − z = 1,
x + (a+ 1)y + (2a− 1)z = z,

2x + (a+ 2)y + (2a2 + 2a+ 3)z = a− 4;ã)  x − 2y + z = 1,
x + (a− 2)y + (a+ 1)z = a+ 1,

2x + (a− 4)y + (a2 + a− 6)z = 2a.



�ëàâà 4Êîìïëåêñíûå ÷èñëàè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÂ øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïîíÿòèå ÷èñëà ïîñòåïåííî ðàñøèðÿ-åòñÿ. Ñíà÷àëà ðå÷ü èäåò òîëüêî î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, çàòåì ïîñëåäî-âàòåëüíî ïîÿâëÿþòñÿ öåëûå, ðàöèîíàëüíûå è, íàêîíåö, äåéñòâèòåëüíûå÷èñëà. Â ýòîé ãëàâå ïîíÿòèå ÷èñëà áóäåò åùå ðàç ðàñøèðåíî: áóäóò ââåäå-íû òàê íàçûâàåìûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Â ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ îïåðà-öèè íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè â àëãåáðàè÷åñêîé è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé�îðìå. Áîëåå ãëóáîêîå èçó÷åíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûõîäèò çà ðàìêèíàøåãî êóðñà. Êðîìå òîãî, â ãëàâå �îðìóëèðóåòñÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà âûñ-øåé àëãåáðû è ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîãî÷ëåíîâ,êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.� 16. Êîìïëåêñíûå ÷èñëàâ àëãåáðàè÷åñêîé �îðìåÎïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿïàðà (a, b) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a è b. ×èñëà (a, b) è (c, d) íàçûâàþòñÿðàâíûìè, åñëè a = c è b = d. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ äåé-ñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ÷èñëà (a, b), à äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b � ìíèìîé÷àñòüþ ÷èñëà (a, b). Ñóììîé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (a, b) è (c, d) íàçûâà-åòñÿ ÷èñëî (a + c, b + d), à èõ ïðîèçâåäåíèåì � ÷èñëî (ac − bd, ad + bc).Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë



176 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî
(a, 0) + (c, 0) = (a+ c, 0) è (a, 0) · (c, 0) = (ac, 0).Îòîæäåñòâèì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (a, 0) ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì a. Èçñêàçàííîãî òîëüêî ÷òî âèäíî, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë a è c íåçàâèñÿò îò òîãî, ðàññìàòðèâàòü ëè ýòè ÷èñëà êàê äåéñòâèòåëüíûå èëè êàêêîìïëåêñíûå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ÷èñåë R ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðîåîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C. À èìåííî

R = {(a, 0) | a ∈ R}.Îòìåòèì åùå, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë
a · (c, d) = (a, 0) · (c, d) = (ac, ad).Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (a, b) · c = (ac, bc). Èíûìè ñëîâàìè,ïðè óìíîæåíèè äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà íà êîìïëåêñíîå (ñëþáîé ñòîðîíû) äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñ-íîãî ñîìíîæèòåëÿ óìíîæàþòñÿ íà äåéñòâèòåëüíûé ñî-ìíîæèòåëü.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòîðîå èãðàåò îñîáóþðîëü â òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.Îïðåäåëåíèå. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî (0,1) íàçûâàåòñÿ ìíèìîé åäèíè-öåé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç i.Ïî îïðåäåëåíèþ óìíîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0).Êàê ìû óæå äîãîâîðèëèñü, ìû íå ðàçëè÷àåì êîìïëåêñíîå ÷èñëî (−1, 0)è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî −1. Òàêèì îáðàçîì, i2 = −1. Çàìåòèì, ÷òî
(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = a+ bi.Îïðåäåëåíèå. Âûðàæåíèå a+bi íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé �îðìîéêîìïëåêñíîãî ÷èñëà (a, b).



� 16. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå 177Èìåííî àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàèáîëåå óïîòðå-áèòåëüíà. Çàìåòèì, ÷òî
(a+ bi) + (c+ di) = (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d) =

= (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi)(c + di) = (a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc) =

= (ac− bd) + (ad+ bc)i.Èíûìè ñëîâàìè,ñëîæåíèå è óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â àëãåáðàè÷åñêîé�îðìå îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê ñëîæåíèå è óìíîæåíèå îáû÷-íûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ �íåèçâåñòíûì� i, ïðè óìíîæåíèè äîïîë-íèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî i2 = −1.�àññìîòðèì ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé. Åñëè x, y è z � ïðîèç-âîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî:1) x+ y = y + x (ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî);2) (x+y)+z = x+(y+z) (ñëîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíî);3) ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî 0 òàêîå,÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà u âûïîëíåíî ðàâåíñòâî u +
0 = u;4) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà v ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêîîäíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî w òàêîå, ÷òî v + w = 0;5) xy = yx (óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî);6) (xy)z = x(yz) (óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë àññîöèàòèâíî);7) x(y + z) = xy + xz (óìíîæåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);8) ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî e òàêîå,÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà u âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ue = u;9) äëÿ ëþáîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà v, îòëè÷íîãî îò 0, ñóùåñòâóåò,è ïðèòîì òîëüêî îäíî, êîìïëåêñíîå ÷èñëî w òàêîå, ÷òî vw = e.



178 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÑâîéñòâà 1 è 2 ïðîâåðÿþòñÿ ïðîñòûì ïðèìåíåíèåì îïðåäåëåíèÿ ñóì-ìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, è ïîòîìó ìû îïóñêàåì ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàä-êè. Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. ßñíî, ÷òî â êà÷åñòâå êîìïëåêñíîãî íóëÿ ìîæíîâçÿòü ÷èñëî 0 + 0 · i. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u = a+ bi. Òîãäà
u+ (0 + 0 · i) = (a+ bi) + (0 + 0 · i) = (a+ 0) + (b+ 0) · i = a+ bi = u.Åäèíñòâåííîñòü íóëÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Â ñà-ìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ ýëåìåíòîì 0 = 0+0 · i ñóùåñòâóåòýëåìåíò 01 òàêîé, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà u âûïîë-íåíî ðàâåíñòâî u + 01 = u. Âçÿâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â êà÷åñòâå u÷èñëî 0, ïîëó÷àåì, ÷òî 0 + 01 = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç êîììóòàòèâíî-ñòè ñëîæåíèÿ è ðàâåíñòâà u + 0 = u ñëåäóåò, ÷òî 0 + 01 = 01 + 0 = 01.Ñëåäîâàòåëüíî, 01 = 0. Ñâîéñòâî 3 äîêàçàíî.Äîêàæåì ñâîéñòâî 4. Ïóñòü v = a + bi. Ïîëîæèì w = −a + (−b)i.Òîãäà
v + w = (a+ bi) + (−a+ (−b)i) = (a− a) + (b− b)i = 0 + 0 · i = 0.Èòàê, ÷èñëî w ñ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì ñóùåñòâóåò. Äîêàæåì åãî åäèí-ñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò åùå îäíî ÷èñëî w1 òàêîå, ÷òî

v + w1 = 0. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
(w + v) + w1 = w + (v + w1) = w + 0 = w è
(w + v) + w1 = (v + w) + w1 = 0 +w1 = w1 + 0 = w1.Ñëåäîâàòåëüíî, w = w1. Ñâîéñòâî 4 äîêàçàíî.Îïðåäåëåíèå. ×èñëî w, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðî-ãî óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñâîéñòâå 4, íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê v èîáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç −v.Èñïîëüçóÿ ïðîòèâîïîëîæíîå ÷èñëî, ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíîñòüêîìïëåêñíûõ ÷èñåë x è y, ïîëàãàÿ x− y = x+ (−y).Ñâîéñòâà 5�7 ïðîâåðÿþòñÿ ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì îïðåäåëåíèé. Ïîêà-æåì ýòî íà ïðèìåðå ñâîéñòâà 7. Ïóñòü x = a+ bi, y = c+ di è z = f + gi.Òîãäà

x(y + z) = (a+ bi)[(c + di) + (f + gi)] =

= (a+ bi)[(c + f) + (d+ g)i] =

= (a(c+ f)− b(d+ g)) + (a(d+ g) + b(c+ f))i =

= (ac+ af − bd− bg) + (ad+ ag + bc+ bf)i.



� 16. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå 179Â òî æå âðåìÿ
xy + xz = (a+ bi)(c + di) + (a+ bi)(f + gi) =

= [(ac− bd) + (ad+ bc)i] + [(af − bg) + (ag + bf)i] =

= (ac+ af − bd− bg) + (ad+ ag + bc+ bf)i.Òàêèì îáðàçîì, x(y + z) = xy + xz. Ñâîéñòâî 7 äîêàçàíî.Äîêàæåì ñâîéñòâî 8. Â êà÷åñòâå ÷èñëà e ìîæíî âçÿòü ÷èñëî 1 + 0 · i.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü u = a+ bi. Òîãäà
u · (1 + 0 · i) = (a+ bi)(1 + 0 · i) = (a · 1− b · 0) + (a · 0 + b · 1)i = a+ bi = u.Ïðîâåðèì åäèíñòâåííîñòü ÷èñëà e. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàðÿäó ñ ÷èñëîì
e = 1+0 · i ñóùåñòâóåò ÷èñëî e1 òàêîå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïëåêñ-íîãî ÷èñëà u âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ue1 = u. Âçÿâ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâåâ êà÷åñòâå u ÷èñëî e, ïîëó÷àåì, ÷òî ee1 = e. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç êîì-ìóòàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ è ðàâåíñòâà ue = u ñëåäóåò, ÷òî ee1 = e1e = e1.Ñëåäîâàòåëüíî, e1 = e. Ñâîéñòâî 8 äîêàçàíî.Äîêàæåì, íàêîíåö, ñâîéñòâî 9. Ïóñòü v = a + bi è v 6= 0. Ïîëîæèì
w = c + di, ãäå c =

a

a2 + b2
è d =

−b
a2 + b2

. (Îòìåòèì, ÷òî a2 + b2 6= 0,ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a = b = 0 è v = 0 âîïðåêè óñëîâèþ.)Òîãäà
vw = (a+ bi)

(
a

a2 + b2
+

−b
a2 + b2

· i
)

=

=

(
a · a

a2 + b2
− b · −b

a2 + b2

)
+

(
a · −b

a2 + b2
+ b · a

a2 + b2

)
· i =

=
a2 + b2

a2 + b2
+

−ab+ ab

a2 + b2
· i = 1 + 0 · i = e.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèíñòâåííîñòü ÷èñëà w. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùå-ñòâóåò åùå îäíî ÷èñëî w1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà x âûïîëíåíîðàâåíñòâî vw1 = e. Òîãäà

w = we = w(vw1) = (wv)w1 = (vw)w1 = ew1 = w1e = w1.Ñâîéñòâî 9 äîêàçàíî.Îïðåäåëåíèå. ×èñëî w, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðîãîóñòàíàâëèâàåòñÿ â ñâîéñòâå 9, íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ê v è îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç v−1.



180 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÈñïîëüçóÿ îáðàòíûé ýëåìåíò, ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ äåëåíèÿ êîì-ïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîëàãàÿ x

y
= xy−1 (ïðè óñëîâèè, ÷òî y 6= 0).Îïðåäåëåíèå. Åñëè x = a+bi � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî a−biíàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ê x è îáîçíà÷àåòñÿ x.Óêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïåðàöèè êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ. Åñ-ëè x è y � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òî:1) åñëè x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òî x = x;2) x+ x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî;3) x · x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî; áîëåå òîãî, x · x > 0, ïðè÷åì x · x = 0òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;4) x+ y = x+ y;5) xy = x · y.Ñâîéñòâî 1 î÷åâèäíî. Ñâîéñòâà 2 è 3 òàêæå î÷åâèäíû, ïîñêîëüêó åñëè

x = a+ bi, òî x+ x = (a+ bi) + (a− bi) = 2a, à x · x = (a+ bi) · (a− bi) =
a2−b2i2 = a2+b2. Ñâîéñòâà 4 è 5 ïðîâåðÿþòñÿ ïðîñòûìè âû÷èñëåíèÿìè.Â ñàìîì äåëå, åñëè x = a+ bi, à y = c+ di, òî

x+ y = (a− bi) + (c− di) = (a+ c)− (b+ d)i =

= (a+ c) + (b+ d)i = x+ y;

x · y = (a− bi)(c − di) = (ac− bd)− (ad+ bc)i =

= (ac− bd) + (ad+ bc)i = xy.Ñâîéñòâî 3 ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè àëãåáðàè÷å-ñêóþ �îðìó ÷èñëà âèäà a+ bi

c+ di
. Â ñàìîì äåëå, óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíà-ìåíàòåëü ýòîé äðîáè íà ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê çíàìåíàòåëþ,èìååì

a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c − di)

(c+ di)(c − di)
=
ac+ bd+ (bc− ad)i

c2 + d2
=
ac+ bd

c2 + d2
+
bc− ad

c2 + d2
i.Èç ñâîéñòâ 4 è 5 âûòåêàåòÑëåäñòâèå. Åñëè êîìïëåêñíîå ÷èñëî z ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëå-íà f(x) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, òî ÷èñëî z òàêæå ÿâ-ëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.



� 17. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 181Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = anx
n+an−1x

n−1+ · · ·+a1x+a0. Ïîóñëîâèþ f(z) = 0, ò. å. anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = 0. Ïîñêîëüêóêîý��èöèåíòû a0, a1, . . . , an ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëøüíûìè ÷èñëàìè, ai =

ai äëÿ âñÿêîãî i = 0, 1, . . . , n. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1, 4 è 5, èìååì
f(z) = anz

n + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 =

= an · zn + an−1 · zn−1 + · · ·+ a1 · z + a0 =

= anzn + an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0 =

= anzn + an−1zn−1 + · · ·+ a1z + a0 = 0 = 0,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.� 17. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìàêîìïëåêñíîãî ÷èñëàÊàê èçâåñòíî, äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ìîæíî èçîáðàæàòü íà ÷èñëîâîéïðÿìîé (ïðè ýòîì êàæäîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíà òî÷êà íàïðÿìîé, à êàæäîé òî÷êå � ðîâíî îäíî ÷èñëî). Àíàëîãè÷íàÿ ãåîìåòðè÷å-ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñóùåñòâóåò è äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íî äëÿ ýòîãîòðåáóåòñÿ óæå íå ïðÿìàÿ, à ïëîñêîñòü.Çà�èêñèðóåì íà ïëîñêîñòè ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîð-äèíàò. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî a + bi áóäåì èçîáðàæàòü òî÷êîé ïëîñêîñòè ñêîîðäèíàòàìè (a, b). Òîãäà êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó áóäåò ñîîòâåò-ñòâîâàòü òî÷êà íà ïëîñêîñòè (ïðè÷åì òîëüêî îäíà) è, íàîáîðîò, êàæäîéòî÷êå íà ïëîñêîñòè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî (ïðè÷åìòîëüêî îäíî). Òî÷êè îñè àáñöèññ è òîëüêî îíè áóäóò èçîáðàæàòü äåé-ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à òî÷êè îñè îðäèíàò è òîëüêî îíè � ÷èñëà âèäà bi,êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè. Íà÷àëî êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóåò÷èñëó 0.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = a + bi èçîáðàæàåòñÿíà ïëîñêîñòè òî÷êîé M (ñì. ðèñóíîê). Òîãäà äëèíà îòðåçêà OM íàçû-âàåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà z. Åñëè z 6= 0, òî óãîë ìåæäó ïîëîæèòåëüíûìíàïðàâëåíèåì îñè Ox è îòðåçêîì OM íàçûâàåòñÿ àðãóìåíòîì ÷èñëà z.Ó ÷èñëà 0 àðãóìåíò íå îïðåäåëåí.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê êîì-ïëåêñíûå, ââåäåííîå òîëüêî ÷òî ïîíÿòèå ìîäóëÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåììîäóëÿ (àáñîëþòíîé âåëè÷èíû), èçâåñòíûì èç øêîëüíîãî êóðñà.



182 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÌîäóëü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |z|, à àðãóìåíò �÷åðåç arg(z). Íà ðèñóíêå |a+ bi| = r, à arg(a+ bi) = ϕ.
-

6

�
�
�
�
���

s

s

O x

y

a

b

r
ϕ

M(a, b)

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê åñëè
ϕ � àðãóìåíò ÷èñëà a+ bi, òî ϕ+2πk � òàêæå åãî àðãóìåíò ïðè ëþáîìöåëîì k. Ìíîãîçíà÷íîñòè àðãóìåíòà ìîæíî áûëî áû èçáåæàòü, íàëîæèâîãðàíè÷åíèå íà ϕ, íàïðèìåð, 0 6 ϕ < 2π èëè −π < ϕ 6 π. Íî ïîäîá-íûå îãðàíè÷åíèÿ ÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íåóäîáíûìè, â ÷åì ìû áóäåì èìåòüâîçìîæíîñòü óáåäèòüñÿ ÷óòü íèæå.Ïóñòü r � ìîäóëü, à ϕ � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a+ bi. ßñíî,÷òî

r =
√
a2 + b2, cosϕ =

a√
a2 + b2

è sinϕ =
b√

a2 + b2
.Ñëåäîâàòåëüíî,

a+ bi =
√
a2 + b2 ·

(
a√

a2 + b2
+

b√
a2 + b2

i

)
= r(cosϕ+ i sinϕ).Îïðåäåëåíèå. Åñëè r � ìîäóëü, à ϕ � àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñ-ëà a+bi, òî âûðàæåíèå r(cosϕ+i sinϕ) íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé�îðìîé ýòîãî ÷èñëà.Ïóñòü, íàïðèìåð, u = 1 + i, r = |u| è ϕ = arg(u). Òîãäà, î÷åâèä-íî, r =

√
2, cosϕ =

1√
2
è sinϕ =

1√
2
. Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòââûòåêàåò, ÷òî ϕ =

π

4
. Ñëåäîâàòåëüíî, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé ÷èñ-ëà 1 + i áóäåò √

2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

). Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü
v = −1+

√
3i, ρ = |v| è ψ = arg(v). Òîãäà ρ = 2, cosψ = −1

2
è sinψ =

√
3

2
.



� 17. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà 183Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ψ =
2π

3
. Ñëåäîâàòåëüíî, òðè-ãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé ÷èñëà v áóäåò 2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

). Îòìåòèì,÷òî òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ �îðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà îïðåäåëåíà íåîä-íîçíà÷íî � ýòî âûòåêàåò èç íåîäíîçíà÷íîñòè àðãóìåíòà êîìïëåêñíîãî÷èñëà. Òàê, íàïðèìåð, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìîé ÷èñëà v = −1 +
√
3iáóäåò òàêæå 2

(
cos

8π

3
+ i sin

8π

3

) èëè 2

(
cos

−4π

3
+ i sin

−4π

3

).Îòìåòèì, ÷òî åñëè r1(cosϕ1+i sinϕ1) = r2(cosϕ2+i sinϕ2), òî r1 = r2è ϕ1 = ϕ2 + 2πk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðíî èîáðàòíîå óòâåðæäåíèå.Ñ ïîìîùüþ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìû ëåãêî íàõîäÿòñÿ ïðîèçâåäå-íèå è ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Óáåäèìñÿ â ýòîì.Ïóñòü z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) è z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2). Òîãäà
z1z2=r1r2(cosϕ1+i sinϕ1)(cosϕ2+i sinϕ2)=

=r1r2[(cosϕ1 cosϕ2−sinϕ1 sinϕ2)+i(cosϕ1 sinϕ2+sinϕ1 cosϕ2)]=
=r1r2(cos(ϕ1+ϕ2)+i sin(ϕ1+ϕ2)).Èíûìè ñëîâàìè,ìîäóëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ðàâåí ïðîèç-âåäåíèþ èõ ìîäóëåé, à àðãóìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ðàâåí ñóììåàðãóìåíòîâ.Íàïðèìåð, åñëè z1 = 1 + i =

√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

), à z2 = −1 +
√
3i =

2

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

), òî z1z2 = 2
√
2

(
cos

11π

12
+ i sin

11π

12

). Çäåñü, êñòà-òè, ìîæíî ïîÿñíèòü íåóäîáñòâî óïîìèíàâøèõñÿ âûøå âîçìîæíûõ îãðà-íè÷åíèé íà àðãóìåíò. Äîïóñòèì, ÷òî ìû îãðàíè÷èëè àðãóìåíò îäíèìèç íåðàâåíñòâ 0 6 ϕ < 2π èëè −π < ϕ 6 π. Òîãäà ìîæíî ïîäîáðàòüêîìïëåêñíûå ÷èñëà z1 è z2 òàê, ÷òî ñóììà èõ àðãóìåíòîâ âûéäåò çà ãðà-íèöû ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòìå÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò îáàðãóìåíòå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèøëîñü áû �îðìóëèðîâàòü áîëåå ñëîæíûìîáðàçîì.�àññìîòðèì äåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îð-ìå. Âû÷èñëèì ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ÷èñëà z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) íà
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z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2):
z1
z2

=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)
=
r1(cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 − i sinϕ2)

r2(cosϕ2 + i sinϕ2)(cosϕ2 − i sinϕ2)
=

=
r1((cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 − cosϕ1 sinϕ2))

r2(cos2 ϕ2 + sin2 ϕ2)
=

=
r1
r2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).Ñëåäîâàòåëüíî,ìîäóëü ÷àñòíîãî îò äåëåíèÿ z1 íà z2 ðàâåí ÷àñòíîìó îò äå-ëåíèÿ ìîäóëÿ z1 íà ìîäóëü z2, à àðãóìåíò ÷àñòíîãî � ðàç-íîñòè àðãóìåíòîâ z1 è z2.Èç ðåçóëüòàòà î ïðîèçâåäåíèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè-÷åñêîé �îðìå âûòåêàåò, ÷òî

(r(cosϕ+ i sinϕ))n = rn(cos nϕ+ i sinnϕ) (1)äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n. Áîëåå òîãî, íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ðà-âåíñòâî âûïîëíåíî ïðè ëþáîì öåëîì n. Ïðè r = 1 ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî,èçâåñòíîå êàê �îðìóëà Ìóàâðà:
(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ.Ýòà �îðìóëà îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿòðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåìïðèìåðå: âûðàçèòü cos 5ϕ è sin 5ϕ ÷åðåç cosϕ è sinϕ. Áóäåì èñõîäèòü èçðàâåíñòâà
cos 5ϕ+ i sin 5ϕ = (cosϕ+ i sinϕ)5,êîòîðîå ïîëó÷åíî èç �îðìóëû Ìóàâðà ïðè k = 5. Ïðàâóþ åãî ÷àñòüïðåîáðàçóåì ïî �îðìóëå áèíîìà Íüþòîíà:

(cosϕ+ i sinϕ)5 = cos5 ϕ+ 5i cos4 ϕ sinϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ−
− 10i cos2 ϕ sin3 ϕ+ 5cosϕ sin4 ϕ+ i sin5 ϕ =

= (cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5cosϕ sin4 ϕ) +

+ (5 cos4 ϕ sinϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ)i.Ñëåäîâàòåëüíî,
cos 5ϕ = cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5cosϕ sin4 ϕ è
sin 5ϕ = 5cos4 ϕ sinϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ.



� 18. Èçâëå÷åíèå êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 185� 18. Èçâëå÷åíèå êîðíåéèç êîìïëåêñíûõ ÷èñåëÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êîðíåì ñòåïåíè nèç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî w òàêîå, ÷òî
wn = z.Íàïðèìåð, ÷èñëî 1 − i ÿâëÿåòñÿ êîðíåì òðåòüåé ñòåïåíè èç ÷èñëà
−2− 2i, ïîñêîëüêó

(1− i)3 = (1− i)(1 − i)(1− i) = −2i(1− i) = −2− 2i.Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè êîðåíü n-é ñòåïåíè ñóùå-ñòâóåò è ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òàêèõ êîðíåé? Åñëè z = 0, òî, î÷åâèäíî,äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí êîðåíü n-é ñòåïå-íè èç z, ðàâíûé íóëþ. Â ñëó÷àå z 6= 0 îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íå ñòîëüî÷åâèäåí.Ïóñòü z = r(cosϕ + i sinϕ) è z 6= 0. Êîðåíü ñòåïåíè n èç z áóäåìèñêàòü òîæå â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå. Ïóñòü w = q(cosψ+ i sinψ) è
wn = z. Òîãäà, â ñèëó �îðìóëû (1) èç � 17,

qn(cosnψ + i sinnψ) = r(cosϕ+ i sinϕ).Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà qn = r è nψ = ϕ + 2πk, ãäå k � íåêîòîðîå öåëîå÷èñëî. Ïîñêîëüêó q è r � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ýòîîçíà÷àåò, ÷òî q � àðè�ìåòè÷åñêèé êîðåíü ñòåïåíè n èç ÷èñëà r. Äëÿàðãóìåíòà ÷èñëà w ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ψ =
ϕ+ 2πk

n
. Â ÷àñòíîñòè,ìû âèäèì, ÷òî êîðåíü n-é ñòåïåíè èç ÷èñëà z âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äàäèìîòâåò íà âîïðîñ î ÷èñëå êîðíåé. Êàê ìû âèäåëè, âñå êîðíè n-é ñòåïåíèèç ÷èñëà z çàäàþòñÿ �îðìóëîé

wk = n
√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, (1)ãäå k � öåëîå ÷èñëî. ßñíî, ÷òî wk = wℓ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ϕ+ 2πk

n
=
ϕ+ 2πℓ

n
+2πm ïðè íåêîòîðîì öåëîì m. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâîðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó k − ℓ

n
= m. Èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëà wk è wℓ ñîâ-ïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçíîñòü k − ℓ íàöåëî äåëèòñÿ íà n.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü âñå ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ êîðíÿ, äîñòà-òî÷íî â �îðìóëå (1) âçÿòü n ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé k, íàïðèìåð,



186 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿïîñëåäîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàòü k ê 0, 1, . . . , n−1. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùå-ñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîðíÿ ñòåïåíè n èç ïðîèçâîëüíîãîíåíóëåâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå
n
√
z = n

√
r

(
cos

ϕ+ 2πk

n
+ i sin

ϕ+ 2πk

n

)
, ãäå k = 0, 1, . . . , n − 1. (2)�àññìîòðèì ïðèìåð: íàéòè êîðíè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èç ÷èñëà 1 + i.Ìîäóëü ýòîãî ÷èñëà ðàâåí √

2, àðãóìåíò ðàâåí π

4
. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2)èìååì

4
√
1 + i =
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√
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4
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π

4
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 ,ãäå k = 0, 1, 2, 3. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå çíà÷åíèÿ êîðíÿ:ïðè k = 0 w0 =

8
√
2
(
cos

π

16
+ i sin

π

16

)
,ïðè k = 1 w1 =

8
√
2

(
cos

9π

16
+ i sin

9π

16

)
,ïðè k = 2 w2 =

8
√
2

(
cos

17π

16
+ i sin

17π

16

)
,ïðè k = 3 w3 =

8
√
2

(
cos

25π

16
+ i sin

25π

16

)
.×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü íàéòè êâàäðàòíûé êîðåíü èç êîì-ïëåêñíîãî ÷èñëà, íå îáðàùàÿñü ê òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå. Ïîêà-æåì íà ïðèìåðå ÷èñëà z = 3 − 4i, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ïóñòü√

3− 4i = x + yi. Òîãäà 3 − 4i = (x + yi)2 = x2 − y2 + 2xyi. Èìååìñèñòåìó óðàâíåíèé {
x2 − y2 = 3,

2xy = −4.
(3)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íàì íåîáõîäèìî íàéòè äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ýòîéñèñòåìû. Âîçâåäåì îáå ÷àñòè êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé â êâàäðàò èðàññìîòðèì ñóììó ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ:

x4 − 2x2y2 + y4 + 4x2y2 = 25 èëè (x2 + y2)2 = 25.Ïîëó÷àåì, ÷òî x2 + y2 = 5 (ÿñíî, ÷òî ñëó÷àé x2 + y2 = −5 íåâîçìîæåí,ïîñêîëüêó x è y � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà). Îòñþäà è èç ïåðâîãî óðàâ-íåíèÿ ñèñòåìû (3) èìååì x2 = 4, y2 = 1, îòêóäà x = ±2 è y = ±1. Èçâòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3) âèäíî, ÷òî xy < 0. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåìäâà ðåøåíèÿ: x1 = 2, y1 = −1 è x2 = −2, y2 = 1. Èòàê, ìû íàøëè äâàçíà÷åíèÿ √
3− 4i � ýòî 2− i è −2 + i.



� 19. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 187� 19. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÎäíèì èç ìîòèâîâ ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äîìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíûñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, êîòîðûå íå èìåþò äåéñòâèòåëü-íûõ êîðíåé. Òàêîâ, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí x2 + 1. Ìåæäó òåì, êàê ëåãêîïðîâåðÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (2) èç � 19, ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò äâàêîìïëåêñíûõ êîðíÿ: i è −i. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñÿêèé ëè ìíîãî÷ëåí ñêîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò êîìïëåêñíûé êîðåíü? Ïðè ýòîì,ðàçóìååòñÿ, ñëåäóåò èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè 0(ò. å. êîíñòàíòû). Îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ äàåò ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò òåîðåìîé �àóññà èëè îñíîâíîé òåîðåìîé âûñ-øåé àëãåáðû.Òåîðåìà. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåí-òàìè, ñòåïåíü êîòîðîãî áîëüøå èëè ðàâíà 1, èìååò ïî êðàéíåé ìåðåîäèí êîìïëåêñíûé êîðåíü.Èçâåñòíî íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû, íî âñå îíè âåñü-ìà ñëîæíûå, è ìû èõ ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî íåêî-òîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ÷èñëî t ÿâëÿåòñÿ êîð-íåì ìíîãî÷ëåíà f(x), òî ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà x − t,ò. å. ïðåäñòàâèì â âèäå (x− t)g(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x). Ýòîóòâåðæäåíèå îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ êîìïëåêñíûõ êîðíåé ìíî-ãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïóñòü òåïåðü f(x) � ìíî-ãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïî òåîðåìå�àóññà îí èìååò íåêîòîðûé êîðåíü t1. Ñëåäîâàòåëüíî, f(x) = (x− t1)g(x)äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ñòåïåíè n − 1. Åñëè n − 1 > 1, òî ïîòåîðåìå �àóññà ìíîãî÷ëåí g(x) èìååò íåêîòîðûé êîðåíü t2, è ïîòîìó
f(x) = (x − t1)g(x) = (x − t1)(x − t2)h(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà
h(x) ñòåïåíè n− 2. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðåä-ñòàâèì f(x) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé è ìíîãî÷ëåíàñòåïåíè 0, ò. å. êîíñòàíòû. Èíûìè ñëîâàìè,

f(x) = c(x− t1)(x− t2) · · · (x− tn). (1)Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (cx − ct1)(x −
t2) · · · (x− tn). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîÑëåäñòâèå 1. Åñëè n > 1, òî ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè nñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæèì â êîìïëåêñíîé îáëàñòè âïðîèçâåäåíèå n ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé.



188 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÄëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ñïðàâåäëèâîÑëåäñòâèå 2. Ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè > 1 ñ äåéñòâè-òåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæèì â ïðîèçâåäåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñäåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëè-áî ìíîãî÷ëåíîì ïåðâîé ñòåïåíè, ëèáî êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì ñ îòðè-öàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n > 1 ñ äåéñòâè-òåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Â ñèëó (1) f(x) = c(x−t1)(x−t2) · · · (x−tn),ãäå t1, t2, . . . , tn � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ßñíî, ÷òî c� êîý��èöèåíò ïðè xnâ ìíîãî÷ëåíå f(x), è ïîòîìó c � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. �àñïîëîæèâ, ïðèíåîáõîäèìîñòè, ÷èñëà t1, t2, . . . , tn â äðóãîì ïîðÿäêå, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,÷òî t1, t2, . . . , tm � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à tm+1, . . . , tn � êîìïëåêñíûå÷èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè (äëÿ íåêîòîðîãî 0 6 m 6 n).Åñëèm = n, òî âñå äîêàçàíî. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òîm < n. Ïîëîæèì
g(x) = (x−tm+1) · · · (x−tn). Òîãäà f(x) = (cx−ct1)(x−t2) · · · (x−tm)g(x).Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) ðàçëîæèì â ïðîèçâåäåíèå êâàä-ðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè, äèñêðèìèíàí-òû êîòîðûõ îòðèöàòåëüíû. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ, äîêàçàííîãî â êîíöå � 16,÷èñëà xm+1, . . . , xn ðàñïàäàþòñÿ íà ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ äðóãê äðóãó ÷èñåë. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè z = a + bi �êîìïëåêñíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ äåéñòâèòåëüíûì, òî (x − z)(x − z)� êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè è îòðèöà-òåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì. Â ñàìîì äåëå,

(x− z)(x − z) = (x− a− bi)(x− a+ bi) = (x− a)2 − (bi)2 =

= x2 − 2ax+ a2 − b2i2 = x2 − 2ax+ a2 + b2.Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí èìååò äåéñòâèòåëü-íûå êîý��èöèåíòû. Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí 4a2 − 4(a2 + b2) = −4b2.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b 6= 0 (ïîñêîëüêó ÷èñëî a + bi íå ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëü-íûì), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòîò äèñêðèìèíàíò îòðèöàòåëåí. Ñëåäñòâèå äîêà-çàíî.ßñíî, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí f(x) èìååò âèä (1), òî t1, t2, . . . , tn � åãîêîðíè. �àçóìååòñÿ, íåêîòîðûå èç êîðíåé ìîãóò ñîâïàäàòü. Êîðåíü t ìíî-ãî÷ëåíà f(x) íàçûâàåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k, åñëè f(x) äåëèòñÿ íà
(x− t)k, íî íå äåëèòñÿ íà (x− t)k+1. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî âûøå ïîëó÷àåìÑëåäñòâèå 3. Ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè ñòå-ïåíè n > 1 èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ êîðíåé, åñëè êàæäûé êîðåíüñ÷èòàòü ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü.



� 19. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ 189Âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû �àóññà íåêîíñòðóêòèâíû âòîì ñìûñëå, ÷òî îíè óñòàíàâëèâàþò ëèøü ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ, íî íåóêàçûâàþò ñïîñîáà åãî íàõîæäåíèÿ. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì,êàê íàéòè êîðåíü òîãî èëè èíîãî êîíêðåòíîãî ìíîãî÷ëåíà.Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè îòâåò íà ýòîò âîïðîñ õîðîøî èçâå-ñòåí èç øêîëüíîãî êóðñà ìàòåìàòèêè. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíèîòâåò äàåòñÿ èçâåñòíîé �îðìóëîé êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Äåé-ñòâèòåëüíî, ïðîàíàëèçèðîâàâ âûâîä ýòîé �îðìóëû äëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâè-òåëüíûõ ÷èñåë, èçó÷àåìûé â øêîëüíîì êóðñå, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îíïîäõîäèò è äëÿ óðàâíåíèé ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè. Ïîâòîðÿòüýòîò âûâîä çäåñü ìû íå áóäåì. Îòìåòèì ëèøü, ÷òî â êîìïëåêñíîì ñëó-÷àå �îðìóëà íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ. Åñëè ax2 + bx+ c = 0 � óðàâíåíèåñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè è a 6= 0, òî åãî êîðíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî�îðìóëå
x1,2 =

−b+
√
b2 − 4ac

2a
. (2)Çíàê ìèíóñ ïåðåä êîðíåì èç äèñêðèìèíàíòà ìîæíî íå ñòàâèòü, òàê êàêçäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ êîìïëåêñíûé êîðåíü, èìåþùèé äâà çíà÷åíèÿ, àíå àðè�ìåòè÷åñêîå çíà÷åíèå äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ.Â ìàòåìàòèêå èçâåñòíû �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïëåêñíûõ êîð-íåé óðàâíåíèé òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, íî îíè ãðîìîçäêè è íåóäîá-íû äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ, è ïîòîìó ìû íå áóäåì èõ ïðèâîäèòü.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîêàçàíî, ÷òî ïðè n > 5 åäèíîé �îðìóëû äëÿ íà-õîæäåíèÿ êîðíåé ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ ñòåïåíè n íå ñóùåñòâóåò. Íàïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ñòåïåíè, áîëüøåé 2, èñïîëüçóþòñÿ ïðè-áëèæåííûå ìåòîäû, íî èõ èçëîæåíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.Òåì íå ìåíåå â äàëüíåéøåì (íà÷èíàÿ ñ ãëàâû 7) ó íàñ âîçíèêíåò ðÿäçàäà÷, â êîòîðûõ íàäî áóäåò ðåøàòü óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ëþáîéñòåïåíè. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ïðåäëîæåíèå. Åñëè f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìèè ñóùåñòâóåò öåëûé êîðåíü t ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, òî t ÿâëÿåòñÿ äåëè-òåëåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà ìíîãî÷ëåíà f(x).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an.Òîãäà a0tn + a1t

n−1 + · · ·+ an−1t+ an = 0, îòêóäà
(−a0tn−1 − a1t

n−2 − · · · − an−1)t = an.Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ êîý��èöèåíò ïðè t â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà� öåëîå ÷èñëî, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.



190 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿÂ íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âñå (íåòîëüêî öåëûå, è äàæå íå òîëüêî äåéñòâèòåëüíûå) êîðíè ìíîãî÷ëåíîââûñîêèõ ñòåïåíåé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå: íàéòèêîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4−2x3−19x2−24x−36. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿåñëè ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò öåëûå êîðíè, òî îíè íàõîäÿòñÿ ñðåäè äåëèòå-ëåé ÷èñëà −36. Ýòî ÷èñëî èìååò 18 äåëèòåëåé: 1, −1, 2, −2, 3, −3, 4, −4,6, −6, 9, −9, 12, −12, 18, −18, 36 è −36. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñ-ëÿòü çíà÷åíèå f(x) îò êàæäîãî èç ýòèõ ÷èñåë, ïîêà îäíî èç çíà÷åíèé íåîêàæåòñÿ ðàâíûì 0 (åñëè ýòîãî íå ïðîèçîéäåò, òî f(x) íå èìååò öåëûõêîðíåé è ìû íå ìîæåì ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó). Èìååì
f(1) = 1 − 2 − 19 − 24 − 36 = −80 6= 0;
f(−1) = 1 + 2 − 19 + 24 − 36 = −28 6= 0;
f(2) = 16 − 16 − 76 − 48 − 36 = −160 6= 0;
f(−2) = 16 + 16 − 76 + 48 − 36 = −32 6= 0;
f(3) = 81 − 54 − 171 − 72 − 36 = −252 6= 0;
f(−3) = 81 + 54 − 171 + 72 − 36 = 0.Èòàê, ìû íàøëè ïåðâûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x): x1 = −3. �àçäåëèâñòîëáèêîì f(x) íà x+3, ïîëó÷àåì, ÷òî f(x) = (x+3)(x3−5x2−4x−12).Îñòàëîñü íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà g(x) = x3 − 5x2 − 4x− 12. ×èñëî −12èìååò 12 äåëèòåëåé: 1, −1, 2, −2, 3, −3, 4, −4, 6, −6, 12 è −12. ßñíî,÷òî åñëè g(x0) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà x0, òî è f(x0) = 0. Ïîñêîëüêó,êàê ïðîâåðåíî âûøå, f(x) 6= 0 ïðè x = 1,−1, 2,−2, 3, ïîëó÷àåì, ÷òîè g(x) 6= 0 ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ x. Ïîýòîìó âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿìíîãî÷ëåíà g(x) èìååò ñìûñë íà÷èíàÿ ñ x = −3. Èìååì
g(−3) = −27 − 45 + 12 − 12 = −72 6= 0;
g(4) = 64 − 80 − 16 − 12 = −44 6= 0;
g(−4) = −64 − 80 + 16 − 12 = −140 6= 0;
g(6) = 216 − 180 − 24 − 12 = 0.Ìû íàøëè âòîðîé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x): x2 = 6. �àçäåëèâ ñòîëáè-êîì g(x) íà x − 6, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî g(x) = (x − 6)(x2 + x + 2). Îñòà-ëîñü íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà h(x) = x2 + x + 2, ò. å. ðåøèòü óðàâíåíèå

x2 + x + 2 = 0. Ïî �îðìóëå (2) èìååì x3,4 =
−1 +

√
−7

2
(íàïîìíèì,÷òî â äàííîì ñëó÷àå √

−7 � êîìïëåêñíûé êîðåíü, ïðèíèìàþùèé äâàçíà÷åíèÿ). Ïî �îðìóëå (2) èç � 18 íàõîäèì, ÷òî √
−7 = ±

√
7i. Òàêèì îá-ðàçîì, ìû íàøëè äâà ïîñëåäíèõ êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà f(x): x3 = −1

2
+

√
7

2
iè x4 = −1

2
−

√
7

2
i.



� 20. Çàäà÷è 191� 20. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) ïåðåõîä îò àëãåáðàè÷åñêîé �îðìû êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ê òðèãîíî-ìåòðè÷åñêîé;2) èçâëå÷åíèå êîðíåé èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;3) ïðåäñòàâëåíèå cosn ϕ è sinn ϕ â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò cosϕ è sinϕ;4) íàõîæäåíèå öåëûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîý��èöèåíòà-ìè.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ âñåõ ýòèõ òèïîâ èìåþòñÿ â � 17�19, è ïîòîìóçäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Âû÷èñëèòü:à) (1 + 2i)6; á) (2 + i)7 + (2− i)7; â) (1 + 2i)2 − (2− i)3

(1− i)2 + (2 + i)2
;ã) (1− i)5 − 1

(1 + i)5 + 1
.2. �åøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé:à) { (3− i)x+ (4 + 2i)y=2 + 6i,

(4 + 2i)x− (2 + 3i)y=5 + 4i;
á) { (2 + i)x+ (2− i)y=6,

(3 + 2i)x+ (3− 2i)y=8.3. �åøèòü óðàâíåíèÿ:à) z2 − (2 + i)x+ (−1 + 7i) = 0; á) z2 − (3− 2i)z + (5− 5i) = 0;â) (2 + i)z2 − (5− i)z + 2− 2i = 0.4. �åøèòü óðàâíåíèÿ è èõ ëåâûå ÷àñòè ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ñäåéñòâèòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè:à) z4 + 6z3 + 9z2 + 100 = 0; á) z4 + 2z2 − 24z + 72 = 0.5. �åøèòü óðàâíåíèÿ:à) z4 − 3z2 + 4 = 0; á) z4 − 30z2 + 289 = 0.6. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ êîìïëåêñíûå ÷èñëà:à) ìîäóëü êîòîðûõ ðàâåí 1; á) àðãóìåíò êîòîðûõ ðàâåí π

6
.7. Îïèñàòü ìíîæåñòâî òî÷åê, èçîáðàæàþùèõ ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþ-ùèå íåðàâåíñòâàì:à) |z| > 2; á) |z − i| 6 1; â) |z − 1− i| < 1.



192 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ8*. �åøèòü óðàâíåíèå |z| − z = a+ bi è âûÿñíèòü óñëîâèå åãî ðàçðå-øèìîñòè.9. Äîêàçàòü òîæäåñòâî |x + y|2 + |x − y|2 = 2(|x|2 + |y|2). Êàêîéãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë èìååò ýòî òîæäåñòâî?10. Âûïîëíèòü äåéñòâèÿ:à) (1 + i
√
3)(1 + i)(cosϕ+ i sinϕ); á) cosϕ+ i sinϕ

cosψ − i sinψ
;â) (1− i

√
3)(cosϕ+ i sinϕ)

2(1− i)(cosϕ− i sinϕ)
.11*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè z1, z2 è z3 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñ-ëà, à x1, x2 è x3 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî îïðåäåëèòåëü
∣∣∣∣∣∣

z1 z1 x1
z2 z2 x2
z3 z3 x3

∣∣∣∣∣∣ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì (íå âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëÿ).12. Âû÷èñëèòü:à) (1 + i)25; á) (1 + i
√
3

1− i

)20; â) (1− √
3− i

2

)24;ã) (−1 + i
√
3)15

(1− i)20
+

(−1− i
√
3)15

(1 + i)20
.13. Èçâëå÷ü êîðíè:à) 3

√
i; á) 3

√
2− 2i; â) 4

√
−4; ã) 6

√
1; ä) 6

√
−27.14. Âû÷èñëèòü:à) 6

√
1− i√
3 + i

; á) 8

√
1 + i√
3− i

; â) 6

√
1− i

1 + i
√
3
.15. Âûðàçèòü ÷åðåç cos x è sinx:à) cos 6x; á) cos 8x.16. Âûðàçèòü tg 6x ÷åðåç tg x.17. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè îò òðèãîíîìåò-ðè÷åñêèõ �óíêöèé óãëîâ, êðàòíûõ x:à) sin3 x; á) cos5 x; â) sin3 x cos5 x.18*. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:à) sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx =

sin
(n+ 1)x

2
· sin nx

2

sin
x

2

;á) 1

2
+ cos x+ cos 2x+ · · ·+ cosnx =

sin
(2n + 1)x

2

2 sin
x

2

.



� 20. Çàäà÷è 19319. Íàéòè öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ:à) x5 − x4 − 4x3 − x2 − 13x− 6;á) 2x5 − 8x4 + 3x3 + 8x2 + x+ 6.3. Îòâåòû1. à) 117 + 44i; á) −556; â) 15

13
+

55

13
i; ã) −76i.2. à) x = 1 + i, y = i; á) x = 2 + i, y = 2− i.3. à) x1 = 3 − i, x2 = −1 + 2i; á) x1 = 2 + i, x2 = 1 − 3i; â) x1 = 1 − i,

x2 =
4− 2i

5
.4. à) 1 ± 2i, −4 ± 2i; (z2 − 2z + 5)(z2 + 8z + 20); á) 2 ± i

√
2, −2 ± 2i

√
2;

(z2 − 4z + 6)(z2 + 4z + 12).5. à) z = ±
√
7

2
± i

2
; á) z = ±4± i.6. à) Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò; á) ëó÷, âûõî-äÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì π

6
ê ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ îñè

Ox.7. à) Âñÿ ïëîñêîñòü, êðîìå âíóòðåííîñòè êðóãà ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò; á) âíóòðåííîñòü è êîíòóð êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì âòî÷êå (0,1); â) âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå (1,1).8. Óðàâíåíèå ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèáî a > 0, ëèáî
a = b = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå z =

b2 − a2

2a
− bi, âî âòîðîì z � ïðîèçâîëüíîåíåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.9. Òîæäåñòâî âûðàæàåò èçâåñòíóþ òåîðåìó ãåîìåòðèè: ñóììà êâàäðàòîâäèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí.10. à) 2√2

[
cos

(
7π

12
+ ϕ

)
+ sin

(
7π

12
+ ϕ

)]; á) cos(ϕ + ψ) + i sin(ϕ + ψ);â) √
2

2

[
cos
(
2ϕ− π

12

)
+ sin

(
2ϕ− π

12

)].11. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà 1 è 6 èç � 13.12. à) 212(1 + i); á) 29(1− i
√
3); â) (2−√

3)12; ã) −64.13. à) −i, √3 + i

2
, −√

3 + i

2
; á) −1+i, 1 +√

3

2
+

√
3− 1

2
i, 1−√

3

2
− 1 +

√
3

2
i;â) 1+ i, 1− i, −1+ i, −1− i; ã) 1, −1, −1

2
+

√
3

2
i, −1

2
− i

√
3

2
, 1
2
+

√
3

2
i, 1

2
−

√
3

2
i;ä) i√3, −i√3, 3 + i

√
3

2
, 3− i

√
3

2
, −3 + i

√
3

2
, −3 + i

√
3

2
.14. à) 1

12
√
2

(
cos

24k + 19

72
π + i sin

24k + 19

72
π

), ãäå k = 0, 1, 2, 3, 4, 5;á) 1
16
√
2

(
cos

24k + 5

96
π + i sin

24k + 5

96
π

), ãäå k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7;



194 �ëàâà 4. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿâ) 1
12
√
2

(
cos

24k + 17

72
π + i sin

24k + 17

72
π

), ãäå k = 0, 1, 2, 3, 4, 5.15. à) cos6 x− 15 cos4 x sin2 x+ 15 cos2 x sin4 x− sin6 x;á) cos8 x− 28 cos6 x sin2 x+ 70 cos4 x sin4 x− 28 cos2 x sin6 x+ sin8 x.16. 2(3 tgϕ− 10 tg3 ϕ+ 3 tg5 ϕ)

1− 15 tg2 ϕ+ 15 tg4 ϕ− tg6 ϕ
.17. à) 3 sinx− sin 3x

4
; á) cos 5x+ 5 cos 3x+ 10 cosx

16
;â) sin 8x+ 2 sin 6x− 2 sin 4x− 6 sin 2x

128
.18. Óêàçàíèå: ïîëîæèì z = cos

x

2
+ i sin

x

2
, S = cosx+cos 2x+ · · ·+cosnx è

T = sinx+sin 2x+ · · ·+sinnx. Òîãäà S + iT = z2 + z4 + · · ·+ z2n =
z2(1− z2n)

1− z2
.19. à) −2, 3; á) −1, 2, 3.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �41. �åøèòü óðàâíåíèå:à) z2 − (3− i)z +

(
5

4
− i

2

)
= 0; á) z2 − (2 + 2i)z +

(
2 +

7i

2

)
= 0;â) z2 + (2 + i)z + 2i = 0; ã) z2 + (3− i)z +

(
1− 3i

4

)
= 0.2. Âû÷èñëèòü:à) 3

√−1 + i√
3 + i

; á) 3

√
1 + i

−1 + i
√
3
; â) 3

√
−
√
3− i

1 + i
; ã) 3

√
1− i

√
3

1 + i
.3. �àçëîæèòü ïî ñòåïåíÿì cos x è sinx:à) cos 4x; á) sin 6x; â) cos 7x; ã) sin 7x.4. Íàéòè öåëûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà:à) x4 − 4x3 − 2x2 + 17x− 6; á) x4 − x3 − 6x2 + 14x− 12;â) x4 − x3 − 5x2 − x− 6; ã) x4 + x3 − 5x2 + x− 6.5. �åøèòü óðàâíåíèå:à) x4 − 3x2 + 4 = 0; á) x4 − 30x2 + 289 = 0; â) x4 − 6x2 + 25 = 0;ã) x4 + 6x2 + 25 = 0.



�ëàâà 5Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÂ ýòîé ãëàâå ââîäèòñÿ è èçó÷àåòñÿ öåíòðàëüíîå ïîíÿòèå ëèíåéíîéàëãåáðû � ïîíÿòèå âåêòîðíîãî (ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà. Ìû íà÷íåìèçëîæåíèå ñ ðàññìîòðåíèÿ îäíîãî êîíêðåòíîãî (íî î÷åíü âàæíîãî) âåê-òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà � ïðîñòðàíñòâà ñòðîê Rn. Íà åãî ïðèìåðå áóäóòèçó÷åíû òàêèå âàæíåéøèå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèÿ, êàê ëèíåéíàÿ çàâè-ñèìîñòü âåêòîðîâ è áàçèñ. Çàòåì ââîäÿòñÿ àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðî-ñòðàíñòâà, äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá èçîìîð�èçìå êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-ñòðàíñòâ è èçó÷àþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà è îïåðàöèè íàä íèìè, à òàêæåëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ.� 21. Ïðîñòðàíñòâî Rn,ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòüÏóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rn ìíîæåñòâî âñå-âîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (x1, x2, . . . , xn),ñîñòîÿùèõ èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåì íà-çûâàòü âåêòîðàìè è èñïîëüçîâàòü äëÿ íèõ ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
~x = (x1, x2, . . . , xn). ×èñëà x1, x2, . . . , xn íàçîâåì êîìïîíåíòàìè âåêòîðà
~x. Íà ìíîæåñòâå Rn ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿâåêòîðà íà ÷èñëî. Ïóñòü ~x = (x1, x2, . . . , xn), ~y = (y1, y2, . . . , yn) è t ∈ R.Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

~x+ ~y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), t~x = (tx1, tx2, . . . , txn).Ââåäåííûå òîëüêî ÷òî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåê-òîðà íà ÷èñëî, êàê è â ñëó÷àå âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, ÷àñòîîáúåäèíÿþò òåðìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè. Ìíîæåñòâî



196 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Rn ñ óêàçàííûìè îïåðàöèÿìè áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíûì (èëè ëèíåé-íûì) ïðîñòðàíñòâîì Rn. Ýòî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò òàêæå ïðîñòðàí-ñòâîì ñòðîê äëèíû n. Âåêòîð ~0 = (0, 0, . . . , 0) íàçîâåì íóëü-âåêòîðîì(èëè íóëåâûì âåêòîðîì), à âåêòîð −~x = (−x1,−x2, . . . ,−xn) � âåêòî-ðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê âåêòîðó ~x = (x1, x2, . . . , xn).�àññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâà. Åñëè â íåì çà�èêñèðîâàí áàçèñ, òî, êàê ìû çíàåì, êàæäûé âåêòîð
~x ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìîé óïîðÿäî÷åííîé òðîé-êîé ÷èñåë (x1, x2, x3), ÿâëÿþùèõñÿ êîîðäèíàòàìè ýòîãî âåêòîðà â äàííîìáàçèñå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ñîâîêóïíîñòü îáû÷íûõ âåêòîðîâ â òðåõìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà R3. Àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâîâñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåíî ñ R2. Òàêèì îá-ðàçîì, ââåäåííîå â ïðåäûäóùåì àáçàöå ïîíÿòèå âåêòîðà ìîæíî ñ÷èòàòüîáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ âåêòîðà â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èëèíà ïëîñêîñòè.Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðàíà ÷èñëî è ñâîéñòâ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íåïî-ñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé íàä âåê-òîðàìè (çäåñü ~x, ~y, ~z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç Rn, à t, s � ïðîèçâîëü-íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà):1) ~x+ ~y = ~y + ~x (ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî);2) (~x+ ~y) + ~z = ~x+ (~y + ~z) (ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî);3) ~x+~0 = ~x;4) ~x+ (−~x) = ~0;5) t(~x + ~y) = t~x + t~y (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);6) (t + s)~x = t~x + s~x (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);7) t(s~x) = (ts)~x;8) 1 · ~x = ~x.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ñâîéñòâà 5 è 6 âûïîëíåíû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ñëàãàå-ìûõ.Êàê è â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, â ïðîñòðàíñòâå Rn ìîæíî îïðåäåëèòüðàçíîñòü âåêòîðîâ ~a è ~b, ïîëàãàÿ ~a−~b = ~a+ (−~b).



� 21. Ïðîñòðàíñòâî Rn, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü 197Èçó÷åíèå ïðîñòðàíñòâà Rn íà÷íåì ñ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ~a1,~a2, . . . ,~ak � ñèñòåìà âåêòîðîâ èç Rn, à
t1, t2, . . . , tk � ÷èñëà. Âûðàæåíèå âèäà

t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~akíàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak. Ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~ak íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé, åñëè
t1 = t2 = · · · = tk = 0, è íåòðèâèàëüíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Âåêòîðû
~a1,~a2, . . . ,~ak íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåòðè-âèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëü-âåêòîðó. Åñ-ëè âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, òî îíè íàçû-âàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~akëèíåéíî íåçàâèñèìû, åñëè èç ðàâåíñòâà t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~ak = ~0 âû-òåêàåò, ÷òî t1 = t2 = · · · = tk = 0. Åñëè âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1, ~a2, . . . , ~ak, òî ãîâîðÿò, ÷òî ~b ëèíåéíî âûðàæà-åòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ~a1, ~a2, . . . , ~ak.Âûÿñíèì, ÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü äâóõ âåêòîðîâ ~a1 è ~a2â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïî îïðåäåëåíèþ ëèíåéíîé çàâè-ñèìîñòè ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1 è t2, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ íåðàâíî 0, òàêèå, ÷òî t1~a1 + t2~a2 = ~0. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè,÷òî t1 6= 0. Òîãäà ~a1 = − t2

t1
~a2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðû ~a1 è ~a2 êîëëè-íåàðíû. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, ò. å. åñëè äâà âåêòîðàêîëëèíåàðíû, òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âåêòîðû ~a1è ~a2 êîëëèíåàðíû. Åñëè ~a1 = ~0, òî 1·~a1+0·~a2 = ~0, ò. å. ñóùåñòâóåò íåòðè-âèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàøèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëü-âåêòîðó, èïîòîìó îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïóñòü òåïåðü ~a1 6= ~0. Òîãäà èç êîëëèíå-àðíîñòè âåêòîðîâ ~a1 è ~a2 âûòåêàåò, ÷òî ~a2 = t~a1 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà

t (ñì. ñ. 22). Ñëåäîâàòåëüíî, −t~a1 + 1 · ~a2 = ~0, è ïîòîìó íàøè âåêòîðûâíîâü ëèíåéíî çàâèñèìû.Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü òðåõ âåêòîðîâ ~a1,~a2,~a3 îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóò-ñÿ ÷èñëà t1, t2, t3, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî íóëþ, äëÿêîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî t1~a1 + t2~a2 + t3~a3 = ~0. Îïÿòü äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî t1 6= 0. Òîãäà ~a1 = − t2
t1
~a2 −

t3
t1
~a3. Â îáû÷íîìòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ~a1,~a2,~a3 êîìïëà-íàðíû. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå, ò. å. åñëè òðè âåê-òîðà â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå êîìïëàíàðíû, òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû.Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ëèíåéíî çàâèñèìûõ è ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ ñèñòåì âåêòîðîâ.



198 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàËåììà 1. Åñëè ñðåäè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak èìååòñÿ íóëü-âåêòîð,òî ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ~a1 = ~0.Ñëåäóþùåå î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîé ëè-íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak, ðàâíîé íóëü-âåêòîðó:
1 · ~a1 + 0 · ~a2 + · · ·+ 0 · ~ak = ~0.Ëåììà 1 äîêàçàíà.Ëåììà 2. Ïîäñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìû âåêòîðîâ ëè-íåéíî íåçàâèñèìà. Åñëè ê ëèíåéíî çàâèñèìîé ñèñòåìå âåêòîðîâ äîáà-âèòü ïðîèçâîëüíóþ êîíå÷íóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, òî ðàñøèðåííàÿ ñè-ñòåìà âåêòîðîâ òàêæå áóäåò ëèíåéíî çàâèñèìîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòüâåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîä-ìíîæåñòâî ýòîé ñèñòåìû âåêòîðîâ. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ìû âçÿëè ñêîëüêî-òî ïåðâûõ âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am, m 6 k(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû âñåãäà ìîæåì ïåðåíóìåðîâàòü èñõîäíûå âåê-òîðû). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~am ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å.÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2, . . . , tm, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ îò-ëè÷íî îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tm~am = ~0. Òîãäà âûïîëíåíîðàâåíñòâî

t1~a1 + t2~a2 + · · · + tm~am + 0 · ~am+1 + · · ·+ 0 · ~ak = ~0.Íàïîìíèì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë t1, t2, . . . , tm ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îòëè÷-íî îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~ak íåòðèâèàëüíà è ðàâíà íóëü-âåêòîðó. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ýòèõ âåêòîðîâ. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû äî-êàçàíî.Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ñèñòåìà âåêòîðîâ ~a1, ~a2, . . . , ~amëèíåéíî çàâèñèìà, ò. å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tm~am ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâíàÿ íóëü-âåêòîðó. Äîáàâèì êèñõîäíîé ñèñòåìå âåêòîðû ~am+1, . . . ,~ak. Òîãäà

t1~a1 + t2~a2 + · · · + tm~am + 0 · ~am+1 + · · ·+ 0 · ~ak� íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak, ðàâíàÿíóëü-âåêòîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî çàâèñèìû.Ëåììà 2 äîêàçàíà.



� 21. Ïðîñòðàíñòâî Rn, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü 199Ëåììà 3. Åñëè âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à âåêòî-ðû ~a1,~a2, . . . ,~ak,~b ëèíåéíî çàâèñèìû, òî âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà t1, t2, . . . ,
tk, s, ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç êîòîðûõ íå ðàâíî íóëþ, ÷òî

t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tk~ak + s~b = ~0.Åñëè s = 0, òî t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~ak = ~0 è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç÷èñåë t1, t2, . . . , tk îòëè÷íî îò íóëÿ. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîéíåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak. Ñëåäîâàòåëüíî, s 6= 0, è ïîòîìó
~b = − t1

s
~a1 −

t2
s
~a2 − · · · − tk

s
~ak.Ëåììà 3 äîêàçàíà.Ëåììà 4. Âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî çàâèñèìû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàâøèõñÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âåêòîðû ~a1, ~a2, . . . ,

~ak ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ÷òî t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tk~ak = ~0 äëÿ íåêîòîðûõ÷èñåë t1, t2, . . . , tk, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Ïóñòü ti 6= 0. Òîãäà
~ai = − t1

ti
~a1 −

t2
ti
~a2 − · · · − ti−1

ti
~ai−1 −

ti+1

ti
~ai+1 − · · · − tk

ti
~ak,ò. å. âåêòîð ~ai ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàâøèõñÿ.Îáðàòíî, åñëè âåêòîð ~ai ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàâøèõñÿ,ò. å. åñëè

~ai = r1~a1 + r2~a2 + · · ·+ ri−1~ai−1 + ri+1~ai+1 + · · ·+ rk~akäëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë r1, r2, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rk, òî
r1~a1 + r2~a2 + · · ·+ ri−1~ai−1 − 1 · ~ai + ri+1~ai+1 + · · ·+ rk~ak = ~0.Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, íåòðè-âèàëüíà, òàê êàê êîý��èöèåíò ïðè ~ai îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî çàâèñèìû. Ëåììà 4 äîêàçàíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãîïàðàãðà�à.



200 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÒåîðåìà. Åñëè k > n, òî ëþáûå k âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rnëèíåéíî çàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå k âåêòîðîâ â ïðî-ñòðàíñòâå Rn (ãäå k > n):
~a1=(a11, a12, . . . , a1n),~a2=(a21, a22, . . . , a2n), . . . ,~ak=(ak1, ak2, . . . , akn).Ïóñòü t1, t2, . . . , tk � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~ak = ~0. �àñïèøåì ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî ïî êîì-ïîíåíòàì. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ kíåèçâåñòíûìè t1, t2, . . . , tk:





a11t1 + a21t2 + · · ·+ ak1tk = 0,
a12t1 + a22t2 + · · ·+ ak2tk = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1nt1 + a2nt2 + · · ·+ akntk = 0.×èñëî óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ïî òåî-ðåìå 3 èç � 12 îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò÷èñëà t1, t2, . . . , tk, íå âñå ðàâíûå íóëþ, òàêèå, ÷òî t1~a1+t2~a2+· · ·+tk~ak =

~0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî çàâèñèìû. Òåîðåìà äî-êàçàíà.Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê íà ïðàêòèêå âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàí-íàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìîé. �àññìîòðèì ñèñòåìó âåêòîðîâ
~a1 = (1,−2,−1, 0), ~a2 = (−2, 3, 1, 1) è ~a3 = (1,−3,−2, 1). Çàïèøåì êîì-ïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì è ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó êñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èìååì




1 −2 −1 0
−2 3 1 1
1 −3 −2 1


 ∼




1 −2 −1 0
0 −1 −1 1
0 −1 −1 1


 ∼




1 −2 −1 0
0 −1 −1 1
0 0 0 0


 .Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âîçíèêëà íóëåâàÿ ñòðîêà.Èç îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäíî, ÷òî ýòî âîçìîæíîâ òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû ÿâ-ëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ. Â ñèëó ëåììû 4 ýòî îçíà÷àåò,÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ ~a1, ~a2, ~a3 ëèíåéíî çàâèñèìà.Ñ�îðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â îáùåì âè-äå.



� 21. Ïðîñòðàíñòâî Rn, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü 201×òîáû âûÿñíèòü, áóäåò ëè äàííàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëè-íåéíî çàâèñèìîé, íàäî çàïèñàòü êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ýòîéñèñòåìû â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âè-äó. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëó÷åííàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà ñî-äåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íóëåâóþ ñòðîêó.Ïóñòü A � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç n ñòîëáöîâ. Òîãäà êàæäóþ åå ñòðî-êó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð èç Rn. Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäî-áèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 5. Åñëè A � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, òî íàáîð åå íåíóëåâûõâåêòîðîâ-ñòðîê ëèíåéíî íåçàâèñèì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A = (aij) � ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, ñîäåð-æàùàÿ m íåíóëåâûõ ñòðîê. Ïóñòü â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû A ïåðâûéñëåâà íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòîèò â ñòîëáöå ñ íîìåðîì r1, âî âòîðîé ñòðîêå� â ñòîëáöå ñ íîìåðîì r2, . . . , íàêîíåö, â m-é ñòðîêå � â ñòîëáöå ñ íî-ìåðîì rm (ðàçóìååòñÿ, r1 < r2 < . . . < rm). Íåíóëåâûå âåêòîðû-ñòðîêèìàòðèöû A îáîçíà÷èì ÷åðåç ~a1,~a2, . . . ,~am. Ïóñòü
t1~a1 + t2~a2 + · · · + tm~am = ~0. (1)Êîìïîíåíòà ñ íîìåðîì r1 âåêòîðà t1~a1 + t2~a2 + · · · + tm~am ðàâíà t1a1r

1
.Ïîñêîëüêó a1r

1
6= 0, èç (1) âûòåêàåò, ÷òî t1 = 0, è ïîòîìó

t2~a2 + · · ·+ tm~am = ~0. (2)Êîìïîíåíòà ñ íîìåðîì r2 âåêòîðà t2~a2+· · ·+tm~am ðàâíà t2a2r
2
. Ïîñêîëü-êó a2r

2
6= 0, èç (2) âûòåêàåò, ÷òî t2 = 0, è ïîòîìó

t3~a3 + · · ·+ tm~am = ~0.Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî óñòàíîâèòü, ÷òî
t3 = 0, . . . , tm = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~am ëèíåéíîíåçàâèñèì. Ëåììà 5 äîêàçàíà.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèèðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âåêòîð-íûõ òåðìèíàõ. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm.



202 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÏîëîæèì ~a1 = (a11, a21, . . . , am1),~a2 = (a12, a22, . . . , am2), . . . ,~an =
(a1n, a2n, . . . , amn) è ~b = (b1, b2, . . . , bm). Òîãäà íàøà ñèñòåìà ýêâèâàëåíò-íà âåêòîðíîìó ðàâåíñòâó x1~a1 + x2~a2 + · · · + xn~an = ~b (÷òîáû óáåäèòüñÿâ ýòîì, äîñòàòî÷íî ðàñïèñàòü ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî ïî êîìïîíåíòàì).Òàêèì îáðàçîì,ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ñèñòå-ìû, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ, ñîñòàâëåí-íûõ èç ñòîëáöîâ îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû.� 22. Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå Rn1. Ïîíÿòèå áàçèñàÓïîðÿäî÷åííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ áóäåì íàçûâàòü íàáîðîì âåêòîðîâ.Îïðåäåëåíèå. Áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Rn íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûéìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ, ò. å. òàêîé, ÷òîà) îí ëèíåéíî íåçàâèñèì;á) ïðè äîáàâëåíèè ê íåìó ëþáîãî âåêòîðà ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíî çàâè-ñèìûé íàáîð âåêòîðîâ.Èíîãäà íàì áóäåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãèì (ðàçóìååòñÿ, ýêâè-âàëåíòíûì) îïðåäåëåíèåì áàçèñà. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~ak ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Rn, åñëè ëþ-áîé âåêòîð èç Rn ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak. Óïî-ìÿíóòîå àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå áàçèñà äàåò ñëåäóþùàÿËåììà. Íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàí-ñòâà Rn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîéñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~a1,~a2, . . . ,~ak � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn. Ïîîïðåäåëåíèþ áàçèñà âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü
~b � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Rn. Èç îïðåäåëåíèÿ áàçèñà âûòåêàåò, ÷òîíàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak,~b ëèíåéíî çàâèñèì. Â ñèëó ëåììû 3 èç � 21âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak. Ñëå-äîâàòåëüíî, ~a1,~a2, . . . ,~ak � ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Rn. Íà-îáîðîò, ïóñòü ~a1,~a2, . . . ,~ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõïðîñòðàíñòâà Rn, à ~b � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî



� 22. Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå Rn 203îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû îáðàçóþùèõ ~b ðàâåí íåêîòîðîé ëèíåéíîé êîìáè-íàöèè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak. Â ñèëó ëåììû 4 èç � 21 îòñþäà âûòåêà-åò, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak,~b ëèíåéíî çàâèñèì. Ñëåäîâàòåëüíî,
~a1,~a2, . . . ,~ak � ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ, ò. å.áàçèñ. Ëåììà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó ëåììû 1 èç � 21,íóëü-âåêòîð íå ìîæåò âõîäèòü â áàçèñ.Â � 21 ìû âèäåëè, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R3 íàáîð èç òðåõ âåêòîðîâ ëè-íåéíî çàâèñèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè âåêòîðû êîìïëàíàðíû(ñì. ñ. 197). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå èç � 21 ëþáûå ÷åòûðå âåêòîðàâ R3 ëèíåéíî çàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé íàáîð èç òðåõ íåêîì-ïëàíàðíûõ âåêòîðîâ â R3 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîéñèñòåìîé âåêòîðîâ, ò. å. áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Àíàëîãè÷íî ïðîâå-ðÿåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðîâ íàïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà R2. Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëå-íèå áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Rn ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè â � 2 îïðåäåëåíèÿìèáàçèñà ïëîñêîñòè è îáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðèâåäåì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåð áàçèñà ïðîñòðàíñòâà Rn.�àññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð âåêòîðîâ:
~e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0), ~e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0), . . . , ~en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1).Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè t1, t2, . . . , tn � ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë, òî

t1~e1 + t2~e2 + · · ·+ tn~en = (t1, t2, . . . , tn). (1)Ïîýòîìó åñëè t1~e1+ t2~e2+ · · ·+ tn~en = ~0, òî t1 = t2 = · · · = tn = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~en ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,èç ðàâåíñòâà (1) âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~a = (t1, t2, . . . , tn)èç Rn ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~en. Òàêèì îáðàçîì,ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ñèëóëåììû ~e1, ~e2, . . . , ~en � áàçèñ â Rn. Ýòîò áàçèñ â äàëüíåéøåì â ðÿäå ñëó-÷àåâ áóäåò èãðàòü îñîáóþ ðîëü. Îí íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì áàçèñîìïðîñòðàíñòâà Rn.Îòìåòèì, ÷òî áàçèñîâ â Rn áåñêîíå÷íî ìíîãî. Â ñàìîì äåëå, êàê ìûòîëüêî ÷òî óáåäèëèñü, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí áàçèñ â Rn ñóùåñòâóåò.Ïóñòü òåïåðü ~a1,~a2, . . . ,~ak � ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â Rn, à t1, t2, . . . , tk �ïðîèçâîëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ ÷èñåë. Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, íàáîðâåêòîðîâ t1~a1, t2~a2, . . . , tk~ak òàêæå áóäåò áàçèñîì â Rn.



204 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÈç � 2 ìû çíàåì, ÷òî ëþáîé áàçèñ íà ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç äâóõ âåê-òîðîâ, à â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå � èç òðåõ âåêòîðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè
n = 2, 3, òî â ëþáîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Rn èìååòñÿ ðîâíî n âåêòîðîâ.Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, ñîõðàíÿåòñÿ ëè ýòî ñâîéñòâî äëÿ ïðîèç-âîëüíîãî n? Îòâåò íà íåãî îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.Òåîðåìà 1. Ëþáîé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû èç � 21 áàçèñ â Rn ñîäåðæèò íåáîëåå n âåêòîðîâ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî â íåì íå ìîæåò áûòü ìåíü-øå n âåêòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Rn èìååòñÿ áàçèñ èç k âåêòî-ðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak, ãäå k < n. Ïóñòü ~ai = (ai1, ai2, . . . , ain) äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , k. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.

(2)×èñëî óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Ïî òåîðåìå2 èç � 12 îíà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ~x = (x1, x2, . . . , xn). Â ñèëó ëåììû
~x = t1~a1 + t2~a2 + · · · + tk~ak äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tk. �àñïèñàâýòî ðàâåíñòâî â êîìïîíåíòàõ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå n ðàâåíñòâ:





x1 = t1a11 + t2a21 + · · ·+ tkak1,
x2 = t1a12 + t2a22 + · · ·+ tkak2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = t1a1n + t2a2n + · · ·+ tkakn.

(3)Óìíîæèì ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (2) íà t1, âòîðîå � íà t2, . . . ,ïîñëåäíåå � íà tk è ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà(3), èìååì
0 = (a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn)t1 +
+ (a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn)t2 +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn)tk =
= (t1a11 + t2a21 + · · ·+ tkak1)x1 +
+ (t1a12 + t2a22 + · · ·+ tkak2)x2 +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (t1a1n + t2a2n + · · ·+ tkakn)xn =
= x21 + x22 + · · · + x2n.



� 22. Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå Rn 205Ñëåäîâàòåëüíî, x1 = x2 = · · · = xn = 0. Ýòî, îäíàêî, ïðîòèâîðå÷èòòîìó, ÷òî ~x � íåíóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (2). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èåçàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.2. Êîîðäèíàòû âåêòîðàÂ ñèëó òåîðåìû 1 èç � 2, åñëè íà ïëîñêîñòè, ò. å. â ïðîñòðàíñòâå R2, çà-äàí ïðîèçâîëüíûé áàçèñ, òî ëþáîé âåêòîð èç ýòîé ïëîñêîñòè åäèíñòâåí-íûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ áàçèñà.Àíàëîãè÷íûé �àêò âåðåí è äëÿ îáû÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, ò. å. ïðîñòðàí-ñòâà R3 (ñì. òåîðåìó 2 â � 2). Ïîêàæåì, ÷òî ýòî âàæíåéøåå ñâîéñòâîáàçèñà ñîõðàíÿåòñÿ è â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðè ïðîèçâîëüíîì n.Òåîðåìà 2. Åñëè ~a1,~a2, . . . ,~an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, òî ïðî-èçâîëüíûé âåêòîð ~b èç Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæèì ïî ýòîìóáàçèñó, ò. å. ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1, ~a2,. . . , ~an.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû âåêòîð ~b ïðåäñòàâèì â âèäå ëè-íåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì äâà ïðåäñòàâëåíèÿâåêòîðà ~b â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an:
~b = t1~a1 + t2~a2 + · · · + tn~an è ~b = s1~a1 + s2~a2 + · · ·+ sn~an.Âû÷èòàÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç ïåðâîãî, èìååì

~0 = (t1 − s1)~a1 + (t2 − s2)~a2 + · · ·+ (tn − sn)~an.Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~an ëèíåéíî íåçàâèñèìû, äëÿ âñÿêîãî i =
1, 2, . . . , n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî ti − si = 0, ò. å. ti = si. Ìû âèäèì, ÷òîðàçëîæåíèå âåêòîðà ~b ïî áàçèñó ~a1,~a2, . . . ,~an åäèíñòâåííî. Òåîðåìà 2äîêàçàíà.Îïðåäåëåíèå. Åñëè ~a1,~a2, . . . ,~an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, ~b �ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, à ~b = t1~a1+ t2~a2+ · · ·+ tn~an� ïðåäñòàâëåíèå ~b â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an(ñóùåñòâóþùåå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîå â ñèëó òåîðåìû 2), òî ÷èñëà
t1, t2, . . . , tn íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ~b â áàçèñå ~a1,~a2, . . . ,~an.Èç ñâîéñòâ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà÷èñëî ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî



206 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàåñëè âåêòîðû ~x è ~y èìåþò â îäíîì è òîì æå áàçèñå êîîð-äèíàòû (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî, à
t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî âåêòîð ~x + ~y èìååò â òîì æåáàçèñå êîîðäèíàòû (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), à âåêòîð t~x� êîîðäèíàòû (tx1, tx2, . . . , txn).Â äàëüíåéøåì â ðÿäå ñëó÷àåâ íàì áóäåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé �àêò,íåìåäëåííî âûòåêàþùèé èç ðàâåíñòâà (1):êîìïîíåíòû ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà èç Rn ÿâëÿþòñÿ åãî êî-îðäèíàòàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå.�åøèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êîîðäèíàò âåêòîðà â äàííîì áàçèñå. Îò-ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà R3 òàêàÿ çàäà÷à óæå ðàçáèðàëàñüâûøå (ñì. çàäà÷ó 3 íà ñ. 48). Â îáùåì ñëó÷àå íèêàêèõ ïðèíöèïèàëü-íûõ îòëè÷èé íå âîçíèêàåò. Ïóñòü ~a1 = (1,−2,−1, 0), ~a2 = (−2, 3, 1, 1),

~a3 = (0, 2, 1, 0), ~a4 = (1,−3,−2, 0) è ~b = (3,−1, 0,−1). Òðåáóåòñÿ äîêà-çàòü, ÷òî âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3 è ~a4 îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R4, èíàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~b â ýòîì áàçèñå. Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî ñè-ñòåìà âåêòîðîâ ~a1, ~a2, ~a3, ~a4 ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Àëãîðèòì ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è óêàçàí íà ñ. 201. Äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì, èìååì



1 −2 −1 0
−2 3 1 1
0 2 1 0
1 −3 −2 0


 ∼




1 −2 −1 0
0 −1 −1 1
0 2 1 0
0 −1 −1 0


 ∼




1 −2 −1 0
0 −1 −1 1
0 0 −1 2
0 0 0 −1


 .Ïîñêîëüêó â ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå íóëåâûõ ñòðîê íåò, ñèñòå-ìà âåêòîðîâ ~a1, ~a2, ~a3, ~a4 ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Â ñèëó òåîðåìû èç � 21 îíàÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ â ïðî-ñòðàíñòâå R4, ò. å. áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòûâåêòîðà ~b â ýòîì áàçèñå ÷åðåç (x1, x2, x3, x4). Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

~b = x1~a1 + x2~a2 + x3~a3 + x4~a4. �àñïèñàâ ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî ïî êîì-ïîíåíòàì, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé




x1 − 2x2 + x4 = 3,
−2x1 + 3x2 + 2x3 − 3x4 = −1,
−x1 + x2 + x3 − 2x4 = 0,

x2 = −1.Â ñèëó òåîðåìû 2 ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. �åøèì ååìåòîäîì �àóññà�Æîðäàíà (íà ÿçûêå ìàòðèö). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, óêà-
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1 −2 0 1 3
−2 3 2 −3 −1
−1 1 1 −2 0
0 1 0 0 −1


 ∼




1 −2 0 1 3
0 −1 2 −1 5
0 −1 1 −1 3
0 1 0 0 −1


 ∼

∼




1 −2 0 1 3
0 −1 2 −1 5
0 0 −1 0 −2
0 0 2 −1 4


 ∼




1 −2 0 1 3
0 −1 2 −1 5
0 0 −1 0 −2
0 0 0 −1 0


 ∼

∼




1 −2 0 0 3
0 −1 2 0 5
0 0 −1 0 −2
0 0 0 −1 0


 ∼




1 −2 0 0 3
0 −1 0 0 1
0 0 −1 0 −2
0 0 0 −1 0


 ∼

∼




1 0 0 0 1
0 −1 0 0 1
0 0 −1 0 −2
0 0 0 −1 0


 ∼




1 0 0 0 1
0 1 0 0 −1
0 0 1 0 2
0 0 0 1 0


 .Ñëåäîâàòåëüíî, x1 = 1, x2 = −1, x3 = 2, x4 = 0. Èòàê, âåêòîð ~b èìååò âáàçèñå ~a1, ~a2, ~a3, ~a4 êîîðäèíàòû (1,−1, 2, 0).Ñ�îðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â îáùåì âè-äå. ×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â áàçèñå ~a1,~a2, . . . ,~an,íàäî ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðàñøèðåííàÿìàòðèöà êîòîðîé èìååò ñëåäóþùèé âèä: â åå îñíîâíîé ÷à-ñòè çàïèñàíû ïî ñòîëáöàì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ~a1, ~a2, . . . ,

~an, à â åå ïîñëåäíåì ñòîëáöå � êîìïîíåíòû âåêòîðà ~x. Ýòàñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå è ñîâïàäàåòñ èñêîìûìè êîîðäèíàòàìè.Òåîðåìà 3. Ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâïðîñòðàíñòâà Rn ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî áàçèñà ýòîãî ïðîñòðàí-ñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ~a1,~a2, . . . ,~ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íà-áîð âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn. Â ñèëó òåîðåìû èç � 21 k 6 n è ëþ-áîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð èç n âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Rn ÿâëÿ-



208 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íàáîðîì âåêòîðîâ, ò. å. áàçè-ñîì ïðîñòðàíñòâà Rn. Òàêèì îáðàçîì, åñëè k = n, òî äîêàçûâàòü íå÷å-ãî. Ïóñòü òåïåðü k < n. Íàäî íàéòè òàêèå âåêòîðû ~ak+1, . . . ,~an, ÷òîáûíàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an áûë ëèíåéíî íåçàâèñèì. Íàáîð âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî íåçàâèñèì, íî, â ñèëó òåîðåìû 1, îí íå ÿâëÿåòñÿìàêñèìàëüíûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íàáîðîì âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,ñóùåñòâóåò âåêòîð ~ak+1 òàêîé, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak+1 ëèíåé-íî íåçàâèñèì. Åñëè k + 1 = n, òî âñå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìûìîæåì âíîâü ðàñøèðèòü ýòîò íàáîð âåêòîðîâ çà ñ÷åò êàêîãî-òî âåêòî-ðà ~ak+2 òàê, ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak+2 îñòàëàñü ëèíåéíîíåçàâèñèìîé. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîñëå n − k øàãîâ ïîëó÷èìòðåáóåìûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~an. Òåîðåìà3 äîêàçàíà.

3. Èçìåíåíèå êîîðäèíàò âåêòîðàïðè çàìåíå áàçèñàÏóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn çàäàíû äâà áàçèñà: áàçèñ F , ñîñòîÿùèé èçâåêòîðîâ ~f1, ~f2, . . . , ~fn, è áàçèñ G, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ~g1, ~g2, . . . , ~gn.Ïóñòü ~x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Rn. �àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàêñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â áàçèñàõ F è G.Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â áàçèñå F ÷åðåç (x1, x2, . . . , xn),à åãî êîîðäèíàòû â áàçèñå G � ÷åðåç (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n). Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî êîîðäèíàòû (x1, x2, . . . , xn) èçâåñòíû è òðåáóåòñÿ íàéòè êîîðäèíà-òû (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n). Ïî ýòîé ïðè÷èíå áàçèñ F áóäåì íàçûâàòü ñòàðûì, àáàçèñ G � íîâûì. Äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåê-òîðà ~gj â áàçèñå F ÷åðåç (t1j , t2j , . . . , tnj). Ìàòðèöà (tij) (ãäå 1 6 i, j 6 n)íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G è îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç TFG (èëè ïðîñòî T ). Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãîáàçèñà ê íîâîìó � ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì ñòîÿò êîîðäèíàòûâåêòîðîâ íîâîãî áàçèñà â ñòàðîì áàçèñå. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3ýòî ïîíÿòèå óæå ðàññìàòðèâàëîñü â � 5 (ñì. ñ. 44). Ìàòðèöó TFG ìîæíîñ÷èòàòü èçâåñòíîé, ïîñêîëüêó åå íàõîæäåíèå ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîéðàíåå çàäà÷å ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó (ñì. ñ. 206). Âû÷èñëèì äâó-ìÿ ñïîñîáàìè âåêòîð ~x. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ~x = x1 ~f1 + x2 ~f2 + · · · + xn ~fn.



� 22. Áàçèñû â ïðîñòðàíñòâå Rn 209Ñ äðóãîé,
~x = x′1~g1 + x′2~g2 + · · ·+ x′n~gn =

= x′1(t11
~f1 + t21 ~f2 + · · ·+ tn1 ~fn) +

+ x′2(t12
~f1 + t22 ~f2 + · · ·+ tn2 ~fn) +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ x′n(t1n
~f1 + t2n ~f2 + · · ·+ tnn ~fn) =

= (t11x
′
1 + t12x

′
2 + · · ·+ t1nx

′
n)
~f1 +

+ (t21x
′
1 + t22x

′
2 + · · ·+ t2nx

′
n)
~f2 +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (tn1x
′
1 + tn2x

′
2 + · · ·+ tnnx

′
n)
~fn.Â ñèëó òåîðåìû 2 èìååì





x1 = t11x
′
1 + t12x

′
2 + · · ·+ t1nx

′
n,

x2 = t21x
′
1 + t22x

′
2 + · · ·+ t2nx

′
n,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = tn1x
′
1 + tn2x

′
2 + · · ·+ tnnx

′
n.

(4)Ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ �îðìóëàìè èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò âåêòî-ðà ïðè çàìåíå áàçèñà èëè �îðìóëàìè ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðó-ãîìó. Áîëåå êîìïàêòíûé ñïîñîá çàïèñè ýòèõ �îðìóë (íà ÿçûêå ìàòðèö)áóäåò óêàçàí â � 30. Ôîðìóëû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó âû-ðàæàþò êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â ñòàðîì áàçèñå ÷åðåç åãî êîîðäèíàòûâ íîâîì áàçèñå. Íà ðàâåíñòâà (4) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ñèñòåìó ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x′1, x
′
2, . . . , x

′
n (íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà

x1, x2, . . . , xn ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè). Îñíîâíàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìûåñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà TFG. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ýòîéìàòðèöû âñåãäà îòëè÷åí îò íóëÿ (ñì. ëåììó 2 â � 28). Ïî ïðàâèëó Êðàìå-ðà (ñì. òåîðåìó 1 â � 28) ñèñòåìà (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Íàéäÿåãî, ìû íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà ~x â íîâîì áàçèñå.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R2 çàäàíû äâà áàçèñà: áàçèñ
F , ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ ~a1 = (−1, 1), ~a2 = (−2, 3), è áàçèñ G, ñîñòî-ÿùèé èç âåêòîðîâ ~b1 = (−3, 2), ~b2 = (4, 1). Òðåáóåòñÿ íàéòè �îðìóëûïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G. Èç (4) âèäíî, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ êðàçëîæåíèþ êàæäîãî èç âåêòîðîâ ~b1 = (−3, 2) è ~b2 = (4, 1) ïî áàçèñó F .Ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó áûë ïðèâåäåíâûøå (ñì. ñ. 206). Ïîýòîìó ñåé÷àñ ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü ïîäðîáíûõêîììåíòàðèåâ. Íàì íàäî ðåøèòü äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

{
−t11 − 2t21 = −3,
t11 + 3t21 = 2

è {
−t12 − 2t22 = 4,
t12 + 3t22 = 1.
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(
−1 −2 −3
1 3 2

)
∼
(
−1 −2 −3
0 1 −1

)
∼
(
−1 0 −5
0 1 −1

)
∼
(
1 0 5
0 1 −1

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, t11 = 5, à t21 = −1. Òåïåðü ðåøèì âòîðóþ ñèñòåìó:

(
−1 −2 4
1 3 1

)
∼
(
−1 −2 4
0 1 5

)
∼
(
−1 0 14
0 1 5

)
∼
(
1 0 −14
0 1 5

)
.Ñëåäîâàòåëüíî, t12 = −14, à t22 = 5. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àåìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G èìååò âèä

TFG =

(
5 −14

−1 5

)
,à �îðìóëû (4) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
x1 = 5x′1 − 14x′2,
x2 = −x′1 + 5x′2.Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà âèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ òîãî ÷òîáûíàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó, íàäî ðåøèòü nñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Áîëååóäîáíûé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýòîé ìàòðèöû áóäåò óêàçàí â � 30.� 23. Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà1. Îïðåäåëåíèå, ïðèìåðû è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà âåê-òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ�àññìàòðèâàâøååñÿ â � 21 è 22 ïðîñòðàíñòâî Rn â äåéñòâèòåëüíî-ñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ÷àñòíûì (õîòÿ è î÷åíü âàæíûì) ïðèìåðîì ïîíÿ-òèÿ âåêòîðíîãî (èëè ëèíåéíîãî) ïðîñòðàíñòâà, èçó÷àåìîãî â ëèíåéíîéàëãåáðå. Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê èçëîæåíèþ îáùåé òåîðèè âåêòîðíûõïðîñòðàíñòâ.Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî:� íà V çàäàíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ, åñëè ëþáûì äâóì ýëåìåíòàì

x, y ∈ V ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûéýëåìåíò z ∈ V , íàçûâàåìûé ñóììîé x è y è îáîçíà÷àåìûé x+ y;



� 23. Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà 211� íà V çàäàíà îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ V íà ÷èñëî, åñëèëþáîìó ýëåìåíòó x ∈ V è ëþáîìó ÷èñëó t ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèåíåêîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûé ýëåìåíò y ∈ V , íàçûâàåìûé ïðî-èçâåäåíèåì x íà t è îáîçíà÷àåìûé tx.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì (èëè ëèíåéíûì) ïðîñòðàíñòâîì íàçû-âàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî V (ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçû-âàþòñÿ âåêòîðàìè), íà êîòîðîì çàäàíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ èóìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì(çäåñü x, y, z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû èç V , à t, s � ïðîèçâîëüíûå äåé-ñòâèòåëüíûå ÷èñëà):1) x+ y = y + x (ñëîæåíèå âåêòîðîâ êîììóòàòèâíî);2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (ñëîæåíèå âåêòîðîâ àññîöèàòèâíî);3) ñóùåñòâóåò âåêòîð 0 ∈ V (íàçûâàåìûé íóëåâûì âåêòîðîì) òàêîé,÷òî u+ 0 = u äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ V ;4) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u ∈ V ñóùåñòâóåò âåêòîð v ∈ V (êîòîðûéíàçûâàåòñÿ âåêòîðîì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê u, è îáîçíà÷àåòñÿ −u)òàêîé, ÷òî u+ v = 0;5) t(x + y) = tx + ty (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ);6) (t + s)x = tx + sx (óìíîæåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);7) t(sx) = (ts)x;8) 1 · x = x.Ñâîéñòâà 1�8 íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê èâ ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Rn, îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿâåêòîðà íà ÷èñëî ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåðìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè íàäâåêòîðàìè.Âñþäó â äàëüíåéøåì, êàê è â ïðèâåäåííîì îïðåäåëåíèè, ýëåìåíòûâåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà áóäóò âûäåëÿòüñÿ æèðíûì øðè�òîì. Ýòî ïîç-âîëèò, â ÷àñòíîñòè, îòëè÷àòü ÷èñëî 0 îò íóëåâîãî âåêòîðà 0.Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâîðÿåòðàññìàòðèâàâøååñÿ â ãëàâå 1 ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ îáû÷íîãî ïðî-ñòðàíñòâà (ðàâíî êàê è ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ äàí-íîé ïëîñêîñòè èëè äàííîé ïðÿìîé) ñ îïðåäåëåííûìè â � 2 îïåðàöèÿìè



212 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Èìåííî àíàëîãèÿ ñâåêòîðàìè â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, êñòàòè, îáúÿñíÿåò òåðìèí �âåêòîð-íîå ïðîñòðàíñòâî�. Âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû èäëÿ ââåäåííîãî â � 21 ìíîæåñòâà Rn ñ îïðåäåëåííûìè òàì îïåðàöèÿìè.Ïðèâåäåì äðóãèå ïðèìåðû âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïðèìåð 1. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ëåãêî ïðî-âåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n îò îäíîéïåðåìåííîé ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæå-íèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1�8 è ïîòîìó îáðàçóåòâåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå
n), êîòîðîå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Poln. À âîò ìíîæåñòâî âñåõ ìíî-ãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîìíå ÿâëÿåòñÿ, òàê êàê ñóììà äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ìîæåò áûòüìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè ìåíüøå n.Ïðèìåð 2. Âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ è ìíîæåñòâî âñåõìíîãî÷ëåíîâ (ëþáîé ñòåïåíè) îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ îáû÷íûìè îïåðàöè-ÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëî. Ìû áó-äåì íàçûâàòü åãî ïðîñòðàíñòâîì ìíîãî÷ëåíîâ è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pol.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé îò îäíîé ïåðå-ìåííîé, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ äåé-ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ �óíêöèé è óìíîæåíèÿ�óíêöèè íà ÷èñëî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: åñëè f è g � äâå �óíêöèè, à t� ÷èñëî, òî �óíêöèè f+g è tf îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâèëàìè
(f + g)(x) = f(x) + g(x) è (tf)(x) = t · f(x) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x. ßñíî,÷òî âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû. Ýòî ïðîñòðàíñòâîíàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì �óíêöèé.Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü ñëåäóþùèé ïðèìåð, ââåäåì îïåðàöèè ñëîæå-íèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî. Èõ ÷àñòî îáúåäèíÿþò òåð-ìèíîì ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè. Åñëè ìàòðèöû A = (aij) è
B = (bij) èìåþò ðàçëè÷íûé ïîðÿäîê, òî èõ ñóììà íå îïðåäåëåíà. Åñëèæå ïîðÿäêè ýòèõ ìàòðèö ñîâïàäàþò, òî èõ ñóììà A+ B � ýòî ìàòðèöàòîãî æå ïîðÿäêà è A + B = (aij + bij). Èíûìè ñëîâàìè, íà ïåðåñå÷åíèè
i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A+B ñòîèò ñóììà ýëåìåíòîâ, ðàñïî-ëîæåííûõ íà òåõ æå ìåñòàõ â ìàòðèöàõ A è B. Äàëåå, åñëè t � ÷èñëî,òî ïðîèçâåäåíèå t íà A, îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç tA, � ýòî ìàòðèöà òîãî æåïîðÿäêà, ÷òî è A, è tA = (taij). Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óìíîæèòü ìàòðè-öó íà ÷èñëî, íàäî êàæäûé åå ýëåìåíò óìíîæèòü íà ýòî ÷èñëî. Ïðèâåäåì



� 23. Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà 213ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé. ×åðåç O áóäåì îáîçíà÷àòü íóëåâóþ ìàò-ðèöó, ò. å. ìàòðèöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0. Åñëè A, B è C �ìàòðèöû, à t è s � ÷èñëà, òî:1) A+B = B +A (ñëîæåíèå ìàòðèö êîììóòàòèâíî);2) (A+B) + C = A+ (B + C) (ñëîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî);3) A+O = A;4) äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî A +
B = O;5) t(A+ B) = tA+ tB (óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ìàòðèö);6) (t + s)A = tA + sA (óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ÷èñåë);7) t(sA) = (ts)A;8) 1 ·A = A;9) (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤;10) (tA)⊤ = tA⊤;11) åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî |tA| = tn · |A|(â êàæäîì èç ñâîéñòâ 1�5 è 9 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå �èãóðèðóþùèåâ íåì ìàòðèöû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê). Ñâîéñòâà 1�10 íåïîñðåä-ñòâåííî âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè

A = (aij), òî ìàòðèöà B, óïîìèíàåìàÿ â ñâîéñòâå 4, íàçûâàåòñÿ ïðî-òèâîïîëîæíîé ê A, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç −A è ðàâíà (−aij). Ñ ïîìîùüþìàòðèöû −A ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçíîñòü ìàòðèö A è B: åñëè A è B �ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, òî A− B = A+ (−B). Ñâîéñòâî 11âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 1 îïðåäåëèòåëåé (ñì. � 13).Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðàì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïðèìåð 4. Çà�èêñèðóåì äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà m è n è ðàññìîò-ðèì ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà m × n ñ ââåäåííûìè âûøå îïåðà-öèÿìè ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ÷èñëî. Ñâîéñòâà 1�8ýòèõ îïåðàöèé ïîêàçûâàþò, ÷òî âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâàáóäóò âûïîëíåíû. Â ÷àñòíîñòè, ðîëü íóëåâîãî âåêòîðà èãðàåò íóëåâàÿìàòðèöà ïîðÿäêà m × n. Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì



214 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàîáîçíà÷àòü ÷åðåç Matm,n, íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì ìàòðèö ïîðÿäêà
m×n. Åãî âàæíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâî êâàä-ðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n (âîçíèêàþùåå ïðè m = n) è óæå õîðîøîçíàêîìîå íàì ïðîñòðàíñòâî Rn (âîçíèêàþùåå ïðè m = 1).Ïðèìåð 5. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ìîæíî åñòå-ñòâåííûì îáðàçîì ââåñòè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî (ñì.òåîðåìó 1 â � 11). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îïåðàöèè óäîâëåòâîðÿþò âñåì àêñèî-ìàì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èíûìè ñëîâàìè, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîä-íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.Îíî íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû.Ïðèìåð 6. Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ÿâëÿåòñÿ âåê-òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì îòíîñèòåëüíî îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ èóìíîæåíèÿ ÷èñåë (îòìåòèì, ÷òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòðàí-ñòâî Rn ïðè n = 1).Ïðèìåð 7. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à 0� åãî íóëåâîé âåêòîð. Ïîëîæèì W = {0} è îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå
W îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî ñëåäóþùèì (åäèíñòâåííîâîçìîæíûì) ñïîñîáîì: 0 + 0 = 0 è t · 0 = 0 äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà t. Äëÿìíîæåñòâà W áóäóò âûïîëíåíû âñå àêñèîìû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî W íàçûâàåòñÿ íóëåâûì ïðîñòðàíñòâîì.Ñïèñîê ïðèìåðîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ëåãêî ïðîäîëæèòü. Òàê, íà-ïðèìåð, âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íåïðå-ðûâíûõ (âñåõ äè��åðåíöèðóåìûõ, âñåõ èíòåãðèðóåìûõ) �óíêöèé, ìíî-æåñòâî âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ èëè âñåõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàò-ðèö îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà è ò.ï.Óêàæåì ðÿä ïðîñòûõ ñëåäñòâèé èç àêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèííóëåâîé âåêòîð (àêñèîìà 3 óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå íóëåâîãî âåêòîðà,íî íå åãî åäèíñòâåííîñòü). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü 0 è 0′ � äâà íóëåâûõâåêòîðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà èç àêñèîìû 3 âûòåêàåò, ÷òî
0′ + 0 = 0′, à èç àêñèîì 3 è 1, � ÷òî 0′ + 0 = 0+ 0′ = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
0′ = 0.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íûé ïðîòèâîïîëîæíûé ê íåìó âåêòîð (àêñèîìà 4 óòâåðæäàåò ëèøü ñó-ùåñòâîâàíèå òàêîãî âåêòîðà). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü âåêòîðû y è y′ ïðî-òèâîïîëîæíû ê x, ò. å. x + y = x + y′ = 0. Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû,
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y′+(x+y) = y′+0 = y′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ àêñèîìó 2, èìååì

y′ + (x+ y) = (y′ + x) + y = (x+ y′) + y = 0+ y = y + 0 = y.Ñëåäîâàòåëüíî, y′ = y.Îòìåòèì, ÷òî ðàññóæäåíèÿ, ïîäîáíûå ïðîâåäåííûì â äâóõ ïðåäûäó-ùèõ àáçàöàõ, ó íàñ óæå âñòðå÷àëèñü ðàíåå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ3 è 4 ñëîæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â � 16).Îïðåäåëèì ðàçíîñòü âåêòîðîâ x è y, ïîëàãàÿ x − y = x + (−y). Èçàêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêî âûâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà(ãäå x è y � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, à t è s � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà):
t(−x) = −tx, t(x− y) = tx− ty è (t− s)x = tx− sx.Óêàæåì åùå äâà ñâîéñòâà îïåðàöèé â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (çäåñüx � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî):

0 · x = 0 è t · 0 = 0.Â ñàìîì äåëå, â ñèëó àêñèîì 6 è 8 x = (1+ 0) · x = 1 · x+0 · x = x+0 · xäëÿ ëþáîãî âåêòîðà x. Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííóþ âûøå åäèíñòâåííîñòü íó-ëåâîãî âåêòîðà, èìååì 0 ·x = 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âòîðîå ðàâåíñòâîñëåäóåò èç òîãî, ÷òî tx = t(x+0) = tx+t·0. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äâó-ìÿ äîêàçàííûìè òîëüêî ÷òî ðàâåíñòâàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäàïðîèçâåäåíèå ÷èñëà íà âåêòîð ðàâíî íóëåâîìó âåêòîðó. Èíûìè ñëîâàìè,åñëè tx = 0, òî ëèáî t = 0, ëèáî x = 0.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü tx = 0 è t 6= 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ àêñèîìû 7 è 8 èâòîðîå èç äîêàçàííûõ âûøå ðàâåíñòâ, èìååì
x = 1 · x =

(
1

t
· t
)
x =

1

t
· (tx) = 1

t
· 0 = 0.2. Èçîìîð�èçì êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõïðîñòðàíñòâÄëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V òåìè æå îïðåäåëåíè-ÿìè, ÷òî è äëÿ ïðîñòðàíñòâà Rn, ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèèâåêòîðîâ, ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè, áàçèñà (îòìåòèì, ÷òîìû ðàññìàòðèâàåì ýòè ïîíÿòèÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ).Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, åñëè â íåì ñóùå-ñòâóåò õîòÿ áû îäèí áàçèñ (ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ).



216 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÊàê ìû âèäåëè â � 22 (ñì. ñ. 203), â ïðîñòðàíñòâå Rn ñóùåñòâóåòáàçèñ, ñîñòîÿùèé èç n âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî êîíå÷íîìåðíî.Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n òàêæå êîíå÷íî-ìåðíî, òàê êàê îíî ñîäåðæèò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç n+1 âåêòîðà. Â ñàìîìäåëå, ðàññìîòðèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñëåäóþùèé íàáîð èç (n+ 1)-ãîâåêòîðà (ò. å. ìíîãî÷ëåíà): 1, x, x2, . . . , xn. Ïîñêîëüêó âñÿêèé ìíîãî÷ëåíñòåïåíè íå âûøå n èìååò âèä a0 · 1 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n, î÷åâèäíî,÷òî ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà
Poln. Íå ìåíåå î÷åâèäíî è òî, ÷òî ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâè-ñèì, òàê êàê åñëè ìíîãî÷ëåí a0 · 1 + a1x+ a2x

2 + · · · + anx
n � íóëåâîé,ò. å. a0 · 1 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n = 0 äëÿ âñåõ x, òî, ðàçóìååòñÿ,

a0 = a1 = · · · = an = 0. Â ñèëó ëåììû èç � 22 ýòîò íàáîð ÿâëÿåòñÿáàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Poln.À âîò ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ Pol íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-íûì. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò íåêîòî-ðûé êîíå÷íûé áàçèñ p1, p2, . . . , pk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ìàêñèìàëüíóþ èçñòåïåíåé ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿìíîãî÷ëåíîâ p1, p2, . . . , pk åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå s. Â ÷àñòíî-ñòè, ìíîãî÷ëåí xs+1 íå ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõìíîãî÷ëåíîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð p1, p2, . . . , pk íå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîéîáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Pol. Â ñèëó ëåììû èç � 22 îí òåì áîëåå íåÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ êî-íå÷íîìåðíûì (ýòîò �àêò ìû ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà).Ïðîñòðàíñòâî Matm,n âñåõ ìàòðèö ïîðÿäêà m×n ñîäåðæèò áàçèñ èç
mn âåêòîðîâ (ò. å. ìàòðèö) è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Â ñàìîìäåëå, äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . ,m è j = 1, 2, . . . , n îáîçíà÷èì ÷åðåç εij ìàò-ðèöó, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1, à âñåîñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0 (òàêèå ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðè÷íûìèåäèíèöàìè). Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãî èìååòñÿ mn òàêèõ ìàòðèö. Äàëåå, åñëè
A = (aij) � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m×n, òî, êàê ëåãêî ïîíÿòü,

A = a11ε11 + a12ε12 + · · ·+ amnεmn(ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì i = 1, 2, . . . ,m è âñåì j = 1, 2, . . . , n). Îòñþäàëåãêî âûòåêàåò, ÷òî íàáîð ìàòðèö {εij | 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n} ÿâëÿåòñÿëèíåéíî íåçàâèñèìîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà Matm,n, ò. å.áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ïðè m = 1 (ò. å. â ïðîñòðàí-ñòâå Mat1,n =Rn) óêàçàííûé áàçèñ åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîñòðîåííûéíà ñ. 203 ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn.



� 23. Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà 217Îòìåòèì åùå, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî R êàê âåêòîðíîåïðîñòðàíñòâà, òî îíè êîíå÷íîìåðíî, òàê êàê èìååò áàçèñ, ñîñòîÿùèé èçîäíîãî âåêòîðà (ò. å. ÷èñëà) 1.Â íàøåì êóðñå ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûåïðîñòðàíñòâà. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � óñòàíîâèòü, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿàëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåê-òîðà íà ÷èñëî âñÿêîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â íåêîòîðîì ñìûñëåñëîâà �íåîòëè÷èìî� îò ïðîñòðàíñòâà Rn äëÿ íåêîòîðîãî n. ×òîáû ïðè-äàòü ïîñëåäíåé �ðàçå ñòðîãèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë, ââåäåì ñëåäóþ-ùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà V è V ′ íàçûâàþòñÿ èçî-ìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ f : V 7−→ V ′ òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíûñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) f âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ò. å. äëÿ ëþáûõ x1,x2 ∈ V , åñëè f(x1) =
f(x2), òî x1 = x2;2) f îòîáðàæàåò V íà V ′, ò. å. äëÿ ëþáîãî y ∈ V ′ ñóùåñòâóåò x ∈ Vòàêîé, ÷òî f(x) = y;3) f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) äëÿ ëþáûõ x1,x2 ∈ V ;4) f(tx) = tf(x) äëÿ ëþáîãî x ∈ V è ëþáîãî ÷èñëà t ∈ R.Ôóíêöèÿ f ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ èçîìîð�èçìîì èç V íà V ′.Îá óñëîâèÿõ 3 è 4 ãîâîðÿò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî �óíêöèÿ f ñîõðàíÿåòñóììó âåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íà ÷èñëî.Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì èç V íà V ′, òîñóùåñòâóåò è èçîìîð�èçì èç V ′ íà V .Åñëè f � èçîìîð�èçì èç V íà V ′, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû ïðîñòî�ïåðåèìåíîâàëè� âñÿêèé âåêòîð x èç V â âåêòîð f(x), ïîñëå ÷åãî âåêòî-ðû ñêëàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ íà ÷èñëà òàê æå, êàê è ðàíåå (òîëüêîïîä íîâûìè �èìåíàìè�). Èìåííî â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîàëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì îïåðàöèé èçîìîð�íûå ïðîñòðàíñòâà íåîòëè-÷èìû äðóã îò äðóãà. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî �àêòà,÷òî åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ èç n âåêòîðîâ, òî îíî èçî-ìîð�íî ïðîñòðàíñòâó Rn. Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê ýòîìó äîêàçàòåëü-ñòâó, ïðîäåìîíñòðèðóåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü íà îäíîì ïðèìåðå (è çàîäíîïðèâåäåì ïðèìåð èçîìîð�íûõ ïðîñòðàíñòâ).Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ïðîñòðàíñòâî Pol2 èìååò áàçèñ èç òðåõ âåê-òîðîâ: 1 è x è x2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f èç Pol2 â R3 ïðàâèëîì: åñëè
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x = a0 + a1x + a2x

2, òî f(x) = (a0, a1, a2). Ïðîâåðèì, ÷òî îòîáðàæåíèå
f óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷åòûðåì óñëîâèÿì èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�íûõïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü x1 = a0 + a1x + a2x

2 è x2 = b0 + b1x + b2x
2. Åñëè

f(x1) = f(x2), ò. å. (a0, a1, a2) = (b0, b1, b2), òî, î÷åâèäíî, x1 = x2. Òà-êèì îáðàçîì, óñëîâèå 1 âûïîëíåíî. Äàëåå, åñëè y = (c0, c1, c2) ∈ R3, òî
y = f(x), ãäå x = c0 + c1x + c2x

2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå2. Äàëåå,
f(x1 + x2) = f((a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x

2) =

= (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2) = (a0, a1, a2) + (b0, b1, b2) =

= f(x1) + f(x2).Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî è óñëîâèå 3. Íàêîíåö, åñëè t ∈ R è x ∈ R3,òî
f(tx) = f(t(a0 + a1x+ a2x

2)) = f(ta0 + ta1x+ ta2x
2) =

= (ta0, ta1, ta2) = t(a0, a1, a2) = tf(x).Óñëîâèå 4 òàêæå âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâà Pol2 è R3èçîìîð�íû.Óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ èçîìîð�èçìà.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè f � èçîìîð�èçì èç V íà V ′, òî f(0) = 0′,ãäå 0′ � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ V ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð x ∈ Vòàêîé, ÷òî f(x) = y. Òàê êàê x+ 0 = x, òî
y = f(x) = f(x+ 0) = f(x) + f(0) = y + f(0).Ñëåäîâàòåëüíî, f(0) � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V ′. Ïðåäëîæåíèå 1äîêàçàíî.Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè f � èçîìîð�èçì èç V íà V ′, à a1, a2, . . . ,

ak � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç V , òî f(a1), f(a2), . . . , f(ak) �ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç V ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû f(a1), f(a2), . . . ,
f(ak) ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2, . . . , tk, ïî êðàéíåéìåðå îäíî èç êîòîðûõ îòëè÷íî îò íóëÿ, òàêèå, ÷òî t1f(a1) + t2f(a2) +
· · · + tkf(ak) = 0′, ãäå 0′ � íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V ′. Èñ-ïîëüçóÿ óñëîâèÿ 3 è 4 èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�èçìà, ëåâóþ ÷àñòü ýòî-ãî ðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå f(t1a1 + t2a2 + · · · + tkak),



� 23. Àáñòðàêòíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà 219à åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïî ïðåäëîæåíèþ 1 ðàâíà f(0). Ñëåäîâàòåëüíî,
f(t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak) = f(0). Íî òîãäà, â ñèëó óñëîâèÿ 1 èç îïðåäå-ëåíèÿ èçîìîð�èçìà, t1a1 + t2a2 + · · · + tkak = 0. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èòëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Ïðåäëîæåíèå 2 äîêàçà-íî.Ïðåäëîæåíèå 3. Åñëè f � èçîìîð�èçì èç V íà V ′, à a1, a2,. . . , ak � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V , òî f(a1), f(a2), . . . , f(ak) � áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà V ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü íàáîðà âåêòîðîâ f(a1),
f(a2), . . . , f(ak) ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2. Â ñèëó ëåììû èç � 22 äî-ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ f(a1), f(a2), . . . , f(ak) ÿâëÿåòñÿñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V ′. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåê-òîð b ∈ V ′. Ïî îïðåäåëåíèþ èçîìîð�èçìà ñóùåñòâóåò âåêòîð a ∈ Vòàêîé, ÷òî f(a) = b. Ïîñêîëüêó a1,a2, . . . ,ak � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ,ñóùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2, . . . , tk òàêèå, ÷òî a = t1a1 + t2a2 + · · · + tkak.Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ 3 è 4 èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�èçìà, èìååì
b = f(a) = f(t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak) = t1f(a1) + t2f(a2) + · · ·+ tkf(ak).Èòàê, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð b ∈ V ′ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåê-òîðîâ f(a1), f(a2), . . . , f(ak), è ïîòîìó ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîéîáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà V ′. Ïðåäëîæåíèå 3 äîêàçàíî.Ïóñòü a1,a2, . . . ,an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà äëÿ V ñïðàâåä-ëèâà òåîðåìà î ðàçëîæåíèè ïî áàçèñó (àíàëîã òåîðåìû 2 èç � 22). ×òî-áû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïðîñìîòðåòü äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííîéòåîðåìû � â íåì íèãäå íå èñïîëüçîâàëàñü ñïåöè�èêà ïðîñòðàíñòâà Rn.Òàêèì îáðàçîì, åñëè b ∈ V , òî ñóùåñòâóåò (è ïðèòîì åäèíñòâåííûé)íàáîð ÷èñåë x1, x2, . . . , xn òàêèõ, ÷òî b = x1a1 + x2a2 + · · · + xnan. Êàêè â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Rn, ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåê-òîðà b â áàçèñå a1,a2, . . . ,an. Èç àêñèîì âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ëåãêîâûâåñòè, ÷òî, êàê è â ïðîñòðàíñòâå Rn,åñëè âåêòîðû x è y èìåþò â îäíîì è òîì æå áàçèñå êîîð-äèíàòû (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî, à

t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî âåêòîð x + y èìååò â òîì æåáàçèñå êîîðäèíàòû (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn), à âåêòîð tx� êîîðäèíàòû (tx1, tx2, . . . , txn).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðà-ãðà�à. Îíà íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá èçîìîð�èçìå êîíå÷íîìåðíûõ âåê-òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.



220 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÒåîðåìà 1. Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèò áàçèñ èç nâåêòîðîâ, òî îíî èçîìîð�íî ïðîñòðàíñòâó Rn.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,a2, . . . ,an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V ,
b ∈ V , à t1, t2, . . . , tn � êîîðäèíàòû âåêòîðà b â áàçèñå a1, a2, . . . ,
an. Îïðåäåëèì �óíêöèþ f èç V â Rn ïðàâèëîì: åñëè b ∈ V , òî
f(b) = (t1, t2, . . . , tn). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âûïîëíåíû âñåóñëîâèÿ 1�4 èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîð�èçìà. Â ñàìîì äåëå, óñëîâèå 1 âû-òåêàåò èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó. Âûïîëíåíèåóñëîâèÿ 2 î÷åâèäíî: åñëè y = (s1, s2, . . . , sn) ∈ Rn, òî y = f(x), ãäå
x = s1a1+s2a2+ · · ·+snan. Íàêîíåö, âûïîëíåíèå óñëîâèé 3 è 4 âûòåêàåòèç óêàçàííûõ ïåðåä �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñâîéñòâ êîîðäèíàò ñóììûâåêòîðîâ è ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî. Èòàê, f � èçîìîð�èçì èç Víà Rn. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.3. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâàÈç òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùååÑëåäñòâèå 1. Åñëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñîäåðæèò áàçèñ èç
n âåêòîðîâ, òî âñå åãî áàçèñû ñîäåðæàò n âåêòîðîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak � êàêîé-òî áàçèñ ïðîñòðàí-ñòâà V . Â ñèëó òåîðåìû 1 ïðîñòðàíñòâî V èçîìîð�íî Rn. Ïóñòü f �êàêîé-òî èçîìîð�èçì èç V íà Rn. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 íàáîð âåêòî-ðîâ f(a1), f(a2), . . . , f(ak) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Rn. Íî â ñèëóòåîðåìû 1 èç � 22 ëþáîé áàçèñ â Rn ñîñòîèò èç n âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëü-íî, k = n. Ñëåäñòâèå 1 äîêàçàíî.Ñëåäñòâèå 1 ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñëè â ïðîñòðàíñòâå V åñòü áàçèñ,ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåêòîðîâ, òî ÷èñëî âåêòîðîâ âî âñåõ åãîáàçèñàõ îäèíàêîâî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà
V è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç dimV . Åñëè dimV = n, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðîñòðàí-ñòâî V n-ìåðíî. Îòìåòèì, ÷òîíóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íå èìååò áàçèñà.Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ëåììû 1 èç � 21 áàçèñ íå ìîæåò ñîäåðæàòü íóëåâîãîâåêòîðà, à â íóëåâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íèêàêèõ äðóãèõ âåêòîðîâíåò. Ïîýòîìó ïðèâåäåííîå âûøå îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîñòè äëÿ íóëåâîãîïðîñòðàíñòâà íå ïîäõîäèò. Åñòåñòâåííî, îäíàêî, ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèåðàçìåðíîñòè è íà íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëàãàÿ ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî



� 24. Ïîäïðîñòðàíñòâà 221ðàçìåðíîñòü íóëåâîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 0.Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé õà-ðàêòåðèñòèêîé, ïî ñóùåñòâó, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùåé åãî àëãåáðàè÷å-ñêèå ñâîéñòâà. Ýòî âèäíî èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ëåãêî âûòåêàþ-ùåãî èç òåîðåìû 1.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè V1 è V2 � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàí-ñòâà è dimV1 = dimV2, òî ïðîñòðàíñòâà V1 è V2 èçîìîð�íû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü dimV1 = dimV2 = n. Â ñèëó òåîðåìû 1ñóùåñòâóþò èçîìîð�èçì f1 èç V1 íà Rn è èçîìîð�èçì f2 èç Rn íà V2.Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f èç V1 â V2 ïðàâèëîì f(x) = f2(f1(x)) äëÿâñÿêîãî x ∈ V1. Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî f � èçîìîð�èçì èç V1 íà V2.Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n-ìåðíîãî ïðî-ñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâû àíàëîãè òåîðåìû èç � 21 è òåîðåìû 3 èç � 22.Èíûìè ñëîâàìè, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 2. Ïóñòü V � n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäàëþáîé íàáîð èç k âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V , ãäå k > n, ëèíåéíî çàâè-ñèì. Ëþáîé íàáîð èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà
V ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëþáîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûéíàáîð âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà V ìîæåò áûòü äîïîëíåí äî åãî áàçèñà.� 24. ÏîäïðîñòðàíñòâàÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Íåïóñòîå ìíî-æåñòâî M âåêòîðîâ èç V íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V , åñëè âû-ïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:1) åñëè x,y ∈M , òî x+ y ∈M ;2) åñëè x ∈M è t � ÷èñëî, òî tx ∈M .Îá óñëîâèÿõ 1 è 2 ãîâîðÿò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî çà-ìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ âåê-òîðà íà ÷èñëî.Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîäïðîñòðàíñòâ.Ïðèìåð 1. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-ñòðàíñòâîì ñàìîãî ñåáÿ.



222 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÏðèìåð 2. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî íóëåâîãî âåêòîðà ïðî-ñòðàíñòâà V , òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â V .Ïðèìåð 3. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íåâûøå n ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, àïîñëåäíåå � ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà âñåõ �óíêöèé îò îäíîé ïå-ðåìåííîé èç R â R.Ïðèìåð 4. Ïðîñòðàíñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèöïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå âñåõ âåðõíåòðå-óãîëüíûõ ìàòðèö òîãî æå ïîðÿäêà, à ïîñëåäíåå � ïîäïðîñòðàíñòâîìïðîñòðàíñòâà âñåõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.Ïðèìåð 5. Êàê îòìå÷àëîñü â ïðèìåðå 5 èç � 23, îáùåå ðåøåíèåïðîèçâîëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âåê-òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðî-ñòðàíñòâà Rn, ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â íàøåé ñèñòåìå. (Îòìåòèì áåçäîêàçàòåëüñòâà, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: âñÿêîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé íåêîòîðîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ñ n íåèç-âåñòíûìè.)À âîò ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé, êàê íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ïîäïðîñòðàíñòâîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îáàáñòðàêòíîì àíàëîãå ìíîæåñòâà âñåõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé áóäåò èäòè ðå÷ü â � 26.Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ïîíÿòèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà.Ïðèìåð 6. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ñèñòåìà êîîðäèíàò. Áóäåìîòîæäåñòâëÿòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè ñ ìíîæåñòâîì íàïðàâëåííûõ îò-ðåçêîâ, ó êîòîðûõ íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à êîíåö �ñ íåêîòîðîé òî÷êîé íà ïðÿìîé. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-ùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì. À âîò ïðÿìàÿ,íå ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîäïðîñòðàíñòâîì íå ÿâëÿåòñÿ,òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñóììà äâóõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, èäóùèõ èçíà÷àëà êîîðäèíàò â ðàçëè÷íûå òî÷êè íà ïðÿìîé, çàêàí÷èâàåòñÿ íå íàýòîé ïðÿìîé (ðèñ. 1). Âñå ñêàçàííîå ìîæíî ïîâòîðèòü è î ïðÿìûõ â ïðî-ñòðàíñòâå. Àíàëîãè÷íî ïëîñêîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì îáû÷íîãîòðåõìåðíîãîïðîñòðàíñòâà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, èíå ÿâëÿåòñÿ � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (çäåñü ìû îòîæäåñòâëÿåì ïëîñêîñòüñ ìíîæåñòâîì âñåõ íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, ó êîòîðûõ íà÷àëî ñîâïàäà-åò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à êîíåö � ñ íåêîòîðîé òî÷êîé íà ïëîñêîñòè).Àáñòðàêòíûé àíàëîã ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé, íå ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò, áóäåò ââåäåí â � 26.
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�èñ. 1Â çàâåðøåíèå ñïèñêà ïðèìåðîâ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðèâåäåì âàæíûéäëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåð ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðíîãîïðîñòðàíñòâà.Ïðèìåð 7. Çà�èêñèðóåì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ïðîèçâîëü-íûé íàáîð èç k âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåâîç-ìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýòèõ âåêòîðîâ. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
〈a1,a2, . . . ,ak〉. Èíûìè ñëîâàìè,

〈a1,a2, . . . ,ak〉 = {t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak | t1, t2, . . . , tk ∈ R}.Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà äâóõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ a1, a2, . . . ,
ak è ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîðîâ íà ÷èñëî ñàìèÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Ýòî îçíà÷à-åò, ÷òî 〈a1,a2, . . . ,ak〉 � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Îíî íàçûâàåòñÿ ïîäïðî-ñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè a1,a2, . . . ,ak (ñèíîíèìû: ïîä-ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà íàáîð âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak, ëèíåéíàÿîáîëî÷êà íàáîðà âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak). Îòìåòèì, ÷òî

〈a1,a2, . . . ,ak〉 � íàèìåíüøåå èç òåõ ïîäïðîñòðàíñòâ ïðî-ñòðàíñòâà V , êîòîðûå ñîäåðæàò âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M ïðîñòðàíñòâà V ñîäåðæèò âåê-òîðû a1,a2, . . . ,ak, òî (ïî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàíñòâà) M ñîäåðæèòâñåâîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,
〈a1,a2, . . . ,ak〉 ⊆M .Â äàëüíåéøåì ó íàñ áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ïðèìåðû ïîäïðî-ñòðàíñòâ (ñì. � 34, 36 è 40, à òàêæå çàäà÷ó 13 íà ñ. 240).Åñëè M � ïîäïðîñòðàíñòâî â V è x ∈ M , òî 0 = 0 · x ∈ M . Òàêèìîáðàçîì,



224 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåð-æèò íóëåâîé âåêòîð.Ïîäïðîñòðàíñòâî M ïðîñòðàíñòâà V ñàìî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïðî-ñòðàíñòâîì (â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ èç � 23) îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëî-æåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî, èìåþùèõñÿ â V , íî ðàñ-ñìàòðèâàåìûõ òîëüêî ïðèìåíèòåëüíî ê âåêòîðàì èç M . Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ M ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè (íåçàâèñè-ìîñòè), áàçèñà è ðàçìåðíîñòè. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, îñòàþòñÿ â ñèëåâñå èçëîæåííûå â � 23 ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ýòèõ ïîíÿòèé. Îòìåòèìîäíî íîâîå ñâîéñòâî.Ëåììà. Åñëè M � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V ,òî dimM 6 dimV . Ïðè ýòîì åñëè dimM = dimV , òî M = V .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîåñëè âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû â M , òî îíè îñòàíóò-ñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè è â V . Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè
dimM = dimV = n è a1,a2, . . . ,an � áàçèñ M , òî, â ñèëó òåîðåìû 2èç � 23, a1,a2, . . . ,an áóäåò è áàçèñîì V . Íî òîãäà ëþáîé âåêòîð èç V ,áóäó÷è ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,an, ëåæèò â M , ò. å.
V ⊆ M . Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ïîäïðîñòðàí-ñòâà, è ïîòîìó V =M . Ëåììà äîêàçàíà.Âåðíåìñÿ ê ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåííîìó äàííûì íàáîðîì âåê-òîðîâ. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak ∈ V è M = 〈a1,a2, . . . ,ak〉. Äîêàæåì, ÷òîïðîèçâîëüíûé ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ èçìíîæåñòâà âåêòîðîâ {a1,a2, . . . ,ak} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â M . Áåç îãðàíè-÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäíèì èç ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà {a1,a2, . . . ,ak} ÿâëÿåòñÿíàáîð a1,a2, . . . ,ar äëÿ íåêîòîðîãî r 6 k (åñëè ýòî íå òàê, ìû âñåãäàìîæåì ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåíóìåðîâàòü âåêòîðû). Ïîñêîëüêóâåêòîðû a1,a2, . . . ,ar ëèíåéíî íåçàâèñèìû, â ñèëó ëåììû èç � 22, ñëåäó-åò òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòîò íàáîð ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ äëÿ
M , ò. å. ÷òî ëþáîé âåêòîð èç M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåê-òîðîâ a1,a2, . . . ,ar. Â ñàìîì äåëå, ëþáîé âåêòîð èç M ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-íîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak (ïî îïðåäåëåíèþM). Ïîñêîëüêó
a1,a2, . . . ,ar � ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ, äî-áàâëåíèå ê íåìó ëþáîãî âåêòîðà aj ïðè r+1 6 j 6 k íàðóøàåò ëèíåéíóþíåçàâèñèìîñòü. Â ñèëó ëåììû 3 èç � 21 êàæäûé èç âåêòîðîâ ar+1, . . . ,akÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ar. Îòñþäà âûòåêà-åò, ÷òî ëþáîé âåêòîð èç M ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
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a1,a2, . . . ,ar.Èç äîêàçàííîãî â ïðåäûäóùåì àáçàöå âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òîëþáûå äâà ìàêñèìàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàáîðà âåêòîðîâ èç
M ñîäåðæàò îäèíàêîâîå ÷èñëî âåêòîðîâ. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàíãîììíîæåñòâà âåêòîðîâ {a1,a2, . . . ,ak}. Èíûìè ñëîâàìè, ðàíã (êîíå÷íîãî)ìíîæåñòâà âåêòîðîâ � ýòî ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãîýòèì ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ.Óêàæåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà è ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàí-ñòâà 〈a1,a2, . . . ,ak〉. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå äîñòàòî÷íî íàéòè ìàêñè-ìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
a1,a2, . . . ,ak. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû êîîðäèíàòû ýòèõ âåêòî-ðîâ â íåêîòîðîì áàçèñå. Ïóñòü dimV = n. Ñîñòàâèì ìàòðèöó ïîðÿäêà
k×n, çàïèñàâ â íåå ïî ñòðîêàì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Ïðè-âåäåì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà-÷èì ÷åðåç A′. Âåêòîðû-ñòðîêè ìàòðèöû A′ � ýòî ëèíåéíûå êîìáèíàöèèâåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Çíà÷èò, îíè ëåæàò â 〈a1,a2, . . . ,ak〉. Â ñèëó ëåì-ìû 5 èç � 21 íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ-ñòðîê ìàòðèöû A′ ëèíåéíî íåçà-âèñèì. Èç àëãîðèòìà ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (ñì.äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 â � 12) âèäíî, ÷òî åñëè â ìàòðèöå A′ êàêàÿ-òî ñòðîêà ñîñòîèò èç íóëåé, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ñòðîêà ìàòðèöû Aÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû A′. Ñëåäîâà-òåëüíî, íàáîð âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ-ñòðîê ìàòðèöû A′ ÿâëÿåòñÿ ìàê-ñèìàëüíûì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì íàáîðîì âåêòîðîâ èç 〈a1,a2, . . . ,ak〉,ò. å. áàçèñîì ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Èòàê,÷òîáû íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, ïî-ðîæäåííîãî äàííûì íàáîðîì âåêòîðîâ, íàäî çàïèñàòü êî-îðäèíàòû ýòèõ âåêòîðîâ â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì è ïðèâå-ñòè ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íåíóëåâûå ñòðîêèïîëó÷åííîé ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ íàøåãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà, à ÷èñëî ýòèõ ñòðîê ðàâíî åãî ðàçìåðíîñòè.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Íàéäåì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M , ïîðîæäåííî-ãî âåêòîðàìè (−1, 2, 1, 1, 0), (1, 3, 0,−1, 1), (0,0,0,1,0) è (−1,−3, 0, 2,−1).Äåéñòâóÿ ïî óêàçàííîìó âûøå àëãîðèòìó, èìååì




−1 2 1 1 0
1 3 0 −1 1
0 0 0 1 0

−1 −3 0 2 −1


 ∼




−1 2 1 1 0
0 5 1 0 1
0 0 0 1 0
0 −5 −1 1 −1


 ∼
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−1 2 1 1 0
0 5 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 1 0


 ∼




−1 2 1 1 0
0 5 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0


 .Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà M ìîæíî âçÿòü âåê-òîðû (−1, 2, 1, 1, 0), (0,5,1,0,1) è (0,0,0,1,0).Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ðåøèì åùå îäíó çàäà÷ó. Â îáùåì âèäå îíà�îðìóëèðóåòñÿ òàê: âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè äàííûé âåêòîð x èç âåê-òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V åãî ïîäïðîñòðàíñòâó M , ïîðîæäåííîìó âåêòî-ðàìè a1,a2, . . . ,ak. ßñíî, ÷òî x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-ñòâóþò ÷èñëà t1, t2, . . . , tk òàêèå, ÷òî

x = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak. (1)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak èx â íåêîòîðîì áàçèñå. Åñëè âåêòîðíîå ðàâåíñòâî (1) ðàñïèñàòü â êî-îðäèíàòàõ, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè
t1, t2, . . . , tk. ßñíî, ÷òî x ∈ M òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ñèñòå-ìà ñîâìåñòíà. �àñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1) áóäåò èìåòü ïîðÿäîê
n × (k + 1) (ãäå n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà) è áóäåò âûãëÿäåòü ñëå-äóþùèì îáðàçîì: â åå ïåðâûõ k ñòîëáöàõ ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðîâ
a1,a2, . . . ,ak, à â ïîñëåäíåì ñòîëáöå � êîîðäèíàòû âåêòîðà x. Ó÷èòûâàÿñêàçàííîå â � 12 (ñì. ñ. 145), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.Çàïèøåì ìàòðèöó ïîðÿäêà n× (k+1), ðàñïîëîæèâ â åå ïåð-âûõ k ñòîëáöàõ êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak, à â ïî-ñëåäíåì ñòîëáöå � êîîðäèíàòû âåêòîðà x. Íà÷íåì ïðèâî-äèòü åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè íà êàêîì-òî øàãå âìàòðèöå âîçíèêíåò ñòðîêà, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû, êðî-ìå ïîñëåäíåãî, ðàâíû 0, à ïîñëåäíèé ýëåìåíò îòëè÷åí îò 0,òî x /∈M . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå x ∈M .Ïóñòü, íàïðèìåð, V = R5, ~x = (1, 0, 3,−1, 2), à ïîäïðîñòðàíñòâî
M ïîðîæäåíî âåêòîðàìè ~a1 = (−1, 2, 1, 1, 0), ~a2 = (1, 3,−1, 0, 1) è
~a3 = (0, 0, 1, 1, 0). Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðà-âåíñòâó (1), â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä





−t1 + t2 = 1,
2t1 + 3t2 = 0,
t1 − t2 + t3 = 3,
t1 + t3 = −1,

t2 = 2.



� 25. Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 227Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû è íà÷íåì ïðèâîäèòü åå êñòóïåí÷àòîìó âèäó:



−1 1 0 1
2 3 0 0
1 −1 1 3
1 0 1 −1
0 1 0 2




∼




−1 1 0 1
0 5 0 2
0 0 1 4
0 1 1 0
0 1 0 2




∼




−1 1 0 1
0 5 0 2
0 0 1 4
0 0 5 −2
0 0 0 8



.Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà â ïîñëåäíåé ìàòðèöå ïîêàçûâàåò, ÷òî ~x /∈M .� 25. Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðÿìàÿ ñóììà ïîä-ïðîñòðàíñòâ1. Ñóììà è ïåðåñå÷åíèåÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, àM1 èM2 � åãîïîäïðîñòðàíñòâà. Ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ M1 èM2 íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç V , ÿâëÿþùèõñÿ ñóììîé íåêîòîðîãî âåêòîðà èç M1è íåêîòîðîãî âåêòîðà èçM2. Ïåðåñå÷åíèåì ïîäïðîñòðàíñòâ M1 èM2 íà-çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç V , ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííîêàê M1, òàê è M2.Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M1 +M2, à èõïåðåñå÷åíèå � ÷åðåç M1 ∩ M2. Ïðîâåðèì, ÷òî M1 + M2 è M1 ∩ M2 �ïîäïðîñòðàíñòâà â V . Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà M1 +M2è M1 ∩M2 � íåïóñòûå. Â ñàìîì äåëå, êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 224, ëþáîåïîäïðîñòðàíñòâî â V ñîäåðæèò íóëåâîé âåêòîð. Â ÷àñòíîñòè, 0 ∈ M1 è

0 ∈ M2. Ñëåäîâàòåëüíî, 0 = 0 + 0 ∈ M1 +M2 è 0 ∈ M1 ∩M2. Äàëåå,ïóñòü x,y ∈ M1 +M2. Òîãäà x = x1 + x2 è y = y1 + y2, ãäå x1,y1 ∈ M1è x2,y2 ∈ M2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M1 è M2 � ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîëó÷àåì,÷òî x + y = (x1 + y1) + (x2 + y2) ∈ M1 + M2. Äàëåå, åñëè t ∈ R, òî
tx = tx1 + tx2. Ïîñêîëüêó tx1 ∈ M1 è tx2 ∈ M2, ïîëó÷àåì, ÷òî tx ∈
M1+M2. Ñëåäîâàòåëüíî, M1+M2 � ïîäïðîñòðàíñòâî â V . Äàëåå, ïóñòü
x,y ∈ M1 ∩ M2. Òîãäà x,y ∈ M1 è x,y ∈ M2. Ïîñêîëüêó M1 è M2� ïîäïðîñòðàíñòâà, èìååì x + y ∈ M1 è x + y ∈ M2. Ñëåäîâàòåëüíî,
x + y ∈ M1 ∩M2. Íàêîíåö, åñëè t ∈ R, òî tx ∈ M1 è tx ∈ M2, îòêóäà
tx ∈M1 ∩M2. Ñëåäîâàòåëüíî, è M1 ∩M2 � ïîäïðîñòðàíñòâî â V .Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M1 +M2 ñîäåðæèò êàê M1, òàê è M2.Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ M1, òî x = x + 0. Ïîñêîëüêó 0 ∈ M2, èìååì
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x ∈M1 +M2. Ñëåäîâàòåëüíî, M1 ⊆ M1 +M2. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî M2 ⊆M1 +M2. Îòìåòèì, ÷òî

M1+M2 � íàèìåíüøåå èç òåõ ïîäïðîñòðàíñòâ äàííîãî ïðî-ñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò êàê M1, òàê è M2.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå êàê M1, òàê è
M2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ M1 +M2. Òîãäà x = x1 + x2 äëÿ íåêîòîðûõâåêòîðîâ x1 ∈ M1 è x2 ∈ M2. Ñëåäîâàòåëüíî, x1 ∈ M è x2 ∈ M , îòêóäà
x = x1 + x2 ∈ M . Òàêèì îáðàçîì, M1 +M2 ⊆ M . Äàëåå, î÷åâèäíî, ÷òî
M1 ∩M2 ñîäåðæèòñÿ êàê â M1, òàê è â M2. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

M1 ∩M2 � íàèáîëüøåå èç òåõ ïîäïðîñòðàíñòâ äàííîãî ïðî-ñòðàíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ êàê â M1, òàê è â M2.Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ñâîéñòâà ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ïîä-ïðîñòðàíñòâ. ÅñëèM1,M2 èM3 � ïðîèçâîëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îäíîãîè òîãî æå ïðîñòðàíñòâà, òî:1) M1 +M2 =M2 +M1;2) (M1 +M2) +M3 =M1 + (M2 +M3);3) åñëè M1 ⊆M2, òî M1 +M2 =M2;4) M1 ∩M2 =M2 ∩M1;5) (M1 ∩M2) ∩M3 =M1 ∩ (M2 ∩M3);6) åñëè M1 ⊆M2, òî M1 ∩M2 =M1.Òåîðåìà 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,à M1 è M2 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðî-ñòðàíñòâ M1 è M2 ðàâíà ñóììå ðàçìåðíîñòåé ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâìèíóñ ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî M1 ∩M2 � ïîäïðîñòðàíñòâî è â M1, èâ M2. Â ñèëó ëåììû èç � 24 dim(M1 ∩M2) 6 dimM1 è dim(M1 ∩M2) 6
dimM2. Ïîëîæèì dim(M1 ∩M2) = k, dimM1 = k + ℓ è dimM2 = k +m.ÅñëèM1 = {0}, òî, î÷åâèäíî,M1∩M2 = {0}, dimM1 = dim(M1∩M2) = 0,
M1 +M2 =M2, è ïîòîìó

dim(M1 +M2) = dimM2 = dimM1 + dimM2 − dim(M1 ∩M2).



� 25. Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 229Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà M2 = {0}. Èòàê, äàëåå ìîæ-íî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà M1 è M2 � íåíóëåâûå, è, â ÷àñòíîñòè,êàæäîå èç íèõ èìååò áàçèñ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
M1∩M2 6= {0} (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò âî âñåõ äàëüíåéøèõ ðàññóæ-äåíèÿõ çàìåíèòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M1∩M2 íà ïóñòîé íàáîð âåêòîðîâ;ñàìè ðàññóæäåíèÿ ïðè ýòîì òîëüêî óïðîñòÿòñÿ). Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak �áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M1 ∩M2. Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 23 ýòîò íàáîð âåê-òîðîâ ìîæíî äîïîëíèòü êàê äî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà M1, òàê è äî áàçèñàïðîñòðàíñòâà M2. Ïóñòü a1, a2,. . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ � áàçèñ M1, à a1,
a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cm � áàçèñ M2. Äîêàæåì, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ a1,
a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ, c1, c2, . . . , cm � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà M1 +M2.Ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, òàê êàê ÷èñëî âåêòîðîââ ýòîì íàáîðå ðàâíî
k + ℓ+m = (k + ℓ) + (k +m)− k = dimM1 + dimM2 − dim(M1 ∩M2).Ïóñòü x ∈ M1 + M2. Òîãäà x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ M1 è x2 ∈ M2.ßñíî, ÷òî âåêòîð x1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2,. . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ, à âåêòîð x2 � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cm. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð x1 + x2 ÿâëÿåòñÿëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ, c1, c2,. . . , cm. Òàêèì îáðàçîì, íàáîð âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ,
c1, c2, . . . , cm ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà M1 +M2. Âñèëó ëåììû èç � 22 îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíîíåçàâèñèì. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
t1a1+t2a2+ · · ·+tkak+s1b1+s2b2+ · · ·+sℓbℓ+r1c1+r2c2+ · · ·+rmcm=0 (1)äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tk, s1, s2, . . . , sℓ, r1, r2, . . . , rm. Òðåáóåòñÿäîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà ðàâíû 0.Ïîëîæèì y = s1b1+s2b2+· · ·+sℓbℓ. Î÷åâèäíî, ÷òî y ∈M1. Ñ äðóãîéñòîðîíû, èç (1) âûòåêàåò, ÷òî

y = −t1a1 − t2a2 − · · · − tkak − r1c1 − r2c2 − · · · − rmcm ∈M2.Ñëåäîâàòåëüíî, y ∈ M1 ∩ M2. Íî òîãäà âåêòîð y åñòü ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò ÷èñëà
q1, q2, . . . , qk òàêèå, ÷òî

y = s1b1 + s2b2 + · · · + sℓbℓ = q1a1 + q2a2 + · · ·+ qkak.Ñëåäîâàòåëüíî,
q1a1 + q2a2 + · · ·+ qkak − s1b1 − s2b2 − · · · − sℓbℓ = 0. (2)



230 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÏîñêîëüêó âåêòîðû a1, a2, . . . , ak, b1, b2, . . . , bℓ îáðàçóþò áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà M1, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ,ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2), òðèâèàëüíà. Â ÷àñòíîñòè,
s1 = s2 = · · · = sℓ = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (1) ïðèíèìàåò âèä

t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak + r1c1 + r2c2 + · · ·+ rmcm = 0.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðû a1, a2, . . . , ak, c1, c2, . . . , cm îáðàçóþò áàçèñïðîñòðàíñòâà M2 (è, â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíî íåçàâèñèìû), ìû ïîëó÷àåì,÷òî
t1 = t2 = · · · = tk = r1 = r2 = · · · = rm = 0.Èòàê, âñå êîý��èöèåíòû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1) ðàâíû 0, ÷òî èòðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2.�àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ñóììû ýòèõïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü M1 èìååò áàçèñ a1,a2, . . . ,ak, à M2 � áàçèñ

b1,b2, . . . ,bℓ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈M1+M2. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòî-ðû x1 ∈ M1 è x2 ∈ M2 òàêèå, ÷òî x = x1 + x2. Â ñèëó âûáîðà âåêòîðîâ
x1 è x2 èìååì

x1 = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak è x2 = s1b1 + s2b2 + · · · + sℓbℓäëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tk è s1, s2, . . . , sℓ. Ñëåäîâàòåëüíî,
x = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak + s1b1 + s2b2 + · · ·+ sℓbℓ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M1 + M2 ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàí-ñòâå, ïîðîæäåííîì íàáîðîì âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak,b1,b2, . . . ,bℓ. Ñ äðó-ãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ âåêòîðîâ, à çíà÷èò è ïîä-ïðîñòðàíñòâî, èìè ïîðîæäåííîå, ñîäåðæèòñÿ âM1+M2. Ñëåäîâàòåëüíî,

M1 +M2 = 〈a1,a2, . . . ,ak,b1,b2, . . . ,bℓ〉.×òîáû íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà M1 +M2, îñòàëîñü âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì íà ñ. 225 àëãîðèòìîì íàõîæäåíèÿ áàçèñà èðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî äàííûì íàáîðîì âåêòîðîâ. Òà-êèì îáðàçîì,



� 25. Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 231÷òîáû íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ
M1 è M2, íàäî çàïèñàòü â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì êîîðäèíà-òû áàçèñíûõ âåêòîðîâ îáîèõ ïðîñòðàíñòâ è ïðèâåñòè ýòóìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íåíóëåâûå ñòðîêè ïîëó÷åí-íîé ìàòðèöû è áóäóò áàçèñîì ñóììû M1 è M2, à ÷èñëî ýòèõñòðîê � ðàçìåðíîñòüþ ñóììû.Êîíêðåòíûé ïðèìåð áóäåò ïðèâåäåí â êîíöå äàííîãî ïàðàãðà�à.Îòìåòèì, ÷òî, íàéäÿ ðàçìåðíîñòü ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2,ìû ñìîæåì íàéòè è ðàçìåðíîñòü èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òàê êàê

dim(M1 ∩M2) = dimM1 + dimM2 − dim(M1 +M2) (3)â ñèëó òåîðåìû 1. Áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ èùåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Äâàðàçëè÷íûõ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû óêàæåì â � 29 è 40 ïîñëåòîãî, êàê áóäóò ââåäåíû íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ.2. Ïðÿìàÿ ñóììàÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, àM1 èM2 � åãîïîäïðîñòðàíñòâà. �îâîðÿò, ÷òî ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M1 èM2 ÿâëÿåòñÿèõ ïðÿìîé ñóììîé, åñëè M1 ∩M2 = {0}.Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M1⊕M2èëè M1 ∔M2.Òåîðåìà 2. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à
M1 è M2 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) M1 +M2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2;2) dim(M1 +M2) = dimM1 + dimM2;3) ëþáîé âåêòîð èç M1 +M2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì ââèäå ñóììû âåêòîðà èç M1 è âåêòîðà èç M2;4) íóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòà-âèì â âèäå ñóììû âåêòîðà èç M1 è âåêòîðà èç M2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé 1 è 2 íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò èç òåîðåìû 1 è òîãî �àêòà, ÷òî ðàçìåðíîñòü íóëåâîãî ïðî-ñòðàíñòâà ðàâíà 0. Èìïëèêàöèÿ 3 =⇒ 4 î÷åâèäíà. Îñòàåòñÿ äîêàçàòüèìïëèêàöèè 1 =⇒ 3 è 4 =⇒ 1.



232 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà1 =⇒ 3. Ïóñòü x ∈M1+M2. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ
x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ M1 è x2 ∈ M2. Íàäî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî òàêîåïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà x åäèíñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = y1 + y2,ãäå y1 ∈ M1 è y2 ∈ M2. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî x1 = y1 è x2 = y2.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî x = x1+x2 = y1+y2, èìååì x1−y1 = y2−x2. ßñíî, ÷òî
x1−y1 ∈M1, à y2−x2 ∈M2. Ñëåäîâàòåëüíî, x1−y1 = y2−x2 ∈M1∩M2.Íî M1 ∩M2 = {0}. Ïîýòîìó x1 − y1 = y2 − x2 = 0, îòêóäà x1 = y1 è
x2 = y2.4 =⇒ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM1∩M2 6= {0}, ò. å. ñóùåñòâóåò íåíóëåâîéâåêòîð x ∈ M1 ∩ M2. Òîãäà âåêòîð 0 ìîæåò áûòü äâóìÿ ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû âåêòîðà èç M1 è âåêòîðà èç M2:
0 = x+ (−x) è 0 = (−x) + x. Ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 4.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Îòìåòèì åùå, ÷òî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âûòåêàåò ñëåäóþùèé�àêò:åñëè M =M1 ⊕M2, b1, b2, . . . , bℓ � áàçèñ M1, à c1, c2, . . . ,

cm � áàçèñ M2, òî íàáîð âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bℓ, c1, c2,. . . , cm áóäåò áàçèñîì M .Ïîêàæåì íà ïðèìåðå, êàê ìîæíî ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè âñå ïðî-ñòðàíñòâî ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõ ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2. Ïóñòü â ïðî-ñòðàíñòâå R4 ïîäïðîñòðàíñòâî M1 ïîðîæäåíî âåêòîðàìè ~a1 = (1, 0, 2, 1)è ~a2 = (2, 1, 2, 3), à ïîäïðîñòðàíñòâî M2 � âåêòîðàìè ~b1 = (2,−2,−1, 0)è ~b2 = (1, 1, 0,−1). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî R4 = M1 ⊕M2. Ïî îïðåäå-ëåíèþ ïðÿìîé ñóììû äëÿ ýòîãî íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî R4 = M1 +M2 è
M1∩M2 = {~0}. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî âåêòîðû ~a1 è ~a2 íåïðîïîðöè-îíàëüíû è ïîòîìó ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè îáðàçóþòáàçèñ M1. Àíàëîãè÷íî âåêòîðû ~b1 è ~b2 îáðàçóþò áàçèñ M2. Íàéäåì ðàç-ìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà M1 +M2 ïî àëãîðèòìó, èçëîæåííîìó íà ñ. 231.Èìååì




1 0 2 1
2 1 2 3
2 −2 −1 0
1 1 0 −1
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1 0 2 1
0 1 −2 1
0 −2 −5 −2
0 1 −2 −2
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1 0 2 1
0 1 −2 1
0 0 −9 0
0 0 0 −3


 .Â ïîëó÷åííîé ñòóïåí÷àòîé ìàòðèöå � ÷åòûðå íåíóëåâûõ ñòðîêè. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî M1 + M2 ÷åòûðåõìåðíî. Ïîñêîëüêó ïðî-ñòðàíñòâî R4 òàêæå ÷åòûðåõìåðíî, èç ëåììû èç � 24 âûòåêàåò, ÷òî

M1 +M2 =R4. Äàëåå, â ñèëó (3), èìååì
dim(M1 ∩M2) = dimM1 + dimM2 − dim(M1 +M2) = 2 + 2− 4 = 0.



� 25. Ñóììà, ïåðåñå÷åíèå è ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ 233Ñëåäîâàòåëüíî, M1 ∩M2 = {~0}. Ìû äîêàçàëè, ÷òî R4 =M1 ⊕M2.Îáîáùèì ýòîò ïðèìåð íà îáùèé ñëó÷àé.Ïóñòü èçâåñòíû áàçèñû (à çíà÷èò, è ðàçìåðíîñòè) ïîäïðî-ñòðàíñòâ M1 è M2 ïðîñòðàíñòâà V . Íàäî âûÿñíèòü, âåðíîëè, ÷òî V =M1 ⊕M2. Íàéäåì dim(M1 +M2) ïî àëãîðèòìó,óêàçàííîìó íà ñ. 231 è dim(M1 ∩ M2) ïî �îðìóëå (3). �à-âåíñòâî V = M1 ⊕M2 èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà dim(M1 +M2) = dimM1 +dimM2 è dim(M1 ∩M2) = 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ñâîèõïîäïðîñòðàíñòâ P è Q è x ∈ V . Â ñèëó ï.3 òåîðåìû 2 ñóùåñòâóþò îäíî-çíà÷íî îïðåäåëåííûå âåêòîðû x1 ∈ P è x2 ∈ Q òàêèå, ÷òî x = x1 + x2.Âåêòîð x1 íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé x íà P ïàðàëëåëüíî Q, à âåêòîð x2 �ïðîåêöèåé x íà Q ïàðàëëåëüíî P .Ïóñòü M1 è M2 � òå æå ïîäïðîñòðàíñòâà, ÷òî è â òîëüêî ÷òî ðåøåí-íîì ïðèìåðå, à ~x = (5, 1,−1, 0). Íàéäåì ïðîåêöèþ ~x íà M1 ïàðàëëåëüíî
M2 è ïðîåêöèþ ~x íà M2 ïàðàëëåëüíî M1. Ïîñêîëüêó R4 = M1 ⊕ M2,
(~a1,~a2) � áàçèñ M1, à (~b1,~b2) � áàçèñ M2, â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãîïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, ïîëó÷àåì, ÷òî (~a1,~a2,~b1,~b2) � áàçèñ R4.�àçëîæèì ~x ïî ýòîìó áàçèñó. Íàäî íàéòè òàêèå ÷èñëà t1, t2, s1 è s2, ÷òî
~x = t1~a1+ t2~a2+ s1~b1+ s2~b2. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à óæå áûëà ðåøåíà â � 22(ñì. ñ. 206). Ïîýòîìó çäåñü ìû íå ïðèâîäèì ïîäðîáíûõ êîììåíòàðèåâ.Èìååì




1 2 2 1 5
0 1 −2 1 1
2 2 −1 0 −1
1 3 0 −1 0


 ∼




1 2 2 1 5
0 1 −2 1 1
0 −2 −5 −2 −11
0 1 −2 −2 −5


 ∼

∼




1 2 2 1 5
0 1 −2 1 1
0 0 −9 0 −9
0 0 0 −3 −6


 ∼




3 6 6 0 9
0 3 −6 0 −3
0 0 −9 0 −9
0 0 0 −3 −6


 ∼

∼




1 2 2 0 3
0 1 −2 0 −1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2


 ∼




1 2 0 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2


 ∼




1 0 0 0 −1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 2


 .Èòàê, íàøà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: t1 = −1, t2 = 1, s1 = 1,

s2 = 2. Ïîëîæèì ~x1 = −~a1+~a2 = (1, 1, 0, 2) è ~x2 = ~b1+2~b2 = (4, 0,−1,−2).



234 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÏîñêîëüêó, î÷åâèäíî, ~x1 ∈ M1, ~x2 ∈ M2 è ~x = ~x1 + ~x2, ïîëó÷àåì, ÷òî
~x1 � ïðîåêöèÿ ~x íà M1 ïàðàëëåëüíî M2, à ~x2 � ïðîåêöèÿ ~x íà M2ïàðàëëåëüíî M1.Ñ�îðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â îáùåì âèäå.Ïóñòü V = M1 ⊕ M2. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîåêöèþ âåêòî-ðà x íà M1 ïàðàëëåëüíî M2 è ïðîåêöèþ âåêòîðà x íà M2ïàðàëëåëüíî M1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíû áàçèñ

a1,a2, . . . ,ak ïîäïðîñòðàíñòâà M1 è áàçèñ b1,b2, . . . ,bℓ ïîä-ïðîñòðàíñòâà M2. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå
a1,a2, . . . ,ak,b1,b2, . . . ,bℓ ïðîñòðàíñòâà V (ïî àëãîðèòìó,óêàçàííîìó íà ñ. 207). Ïóñòü îíè èìåþò âèä (t1, t2, . . . , tk,
s1, s2, . . . , sℓ). Òîãäà t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak � ïðîåêöèÿ x íà
M1 ïàðàëëåëüíî M2, à s1b1 + s2b2 + · · ·+ sℓbℓ � ïðîåêöèÿ xíà M2 ïàðàëëåëüíî M1.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîåïðèãîäèòñÿ íàì â � 33.Ïðåäëîæåíèå. Åñëè V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à M � åãî ïîä-ïðîñòðàíñòâî, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ′ â V , ÷òî

V =M ⊕M ′.Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè V = {0}, òî ìîæíî âçÿòü
M ′ = V , à åñëè M = V , òî ìîæíî âçÿòü M ′ = {0}. Ïîýòîìó äà-ëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî M 6= {0} è M 6= V . Ïåðâîå îçíà÷àåò, ÷òî
dimM > 0, à âòîðîå (â ñèëó ëåììû èç � 24) � ÷òî dimM < dimV .Ïîëîæèì dimM = m è dimV = n. Ïóñòü a1,a2, . . . ,am � áàçèñ M . Âñèëó òåîðåìû 2 èç � 23 â V ñóùåñòâóþò òàêèå âåêòîðû am+1,am+2, . . . ,an,÷òî a1,a2, . . . ,am,am+1,am+2, . . . ,an � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ïîëîæèì
M ′ = 〈am+1,am+2, . . . ,an〉 è äîêàæåì, ÷òî V = M ⊕M ′. Â ñàìîì äåëå,ïóñòü x ∈ V . �àçëîæèì âåêòîð x ïî áàçèñó a1,a2, . . . ,an ïðîñòðàíñòâà
V :

x = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tmam + tm+1am+1 + tm+2am+2 + · · ·+ tnan.Ïóñòü
y = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tmam, à z = tm+1am+1 + tm+2am+2 + · · ·+ tnan.ßñíî, ÷òî x = y + z, y ∈ M è z ∈ M ′. Ìû äîêàçàëè òåì ñàìûì, ÷òî
V = M + M ′. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî dimV = dimM + dimM ′. Âñèëó òåîðåìû 2, V =M ⊕M ′. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.



� 26. Ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿ 235� 26. Ëèíåéíûå ìíîãîîáðàçèÿÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëèíåéíûì ìíî-ãîîáðàçèåì â V íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ èç V âèäà x0 + y,ãäå x0 � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé âåêòîð èç V , à y � ïðîèçâîëüíûéâåêòîð èç íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ïðîñòðàíñòâà
V . Âåêòîð x0 íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ñäâèãà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, àïîäïðîñòðàíñòâî M � åãî íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì.Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âåêòîðîì ñäâèãà x0 è íàïðàâëÿþùèì ïîä-ïðîñòðàíñòâîì M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x0 +M . Èíûìè ñëîâàìè,

x0 +M = {x0 + y |y ∈M}.Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèé.Ïðèìåð 1. Åñëè x0 = 0, òî x0 +M = M . Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîåïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â
V . Ïðèìåð 2. ÅñëèM = {0}, òî x0+M = {x0}. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèéâåêòîð èç V òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â V .Ïðèìåð 3. Ïóñòü





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)� ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè. Âûáåðåìïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå åå ðåøåíèå ~x0. Ñîãëàñ-íî òåîðåìå 2 èç � 11 îáùåå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-ñòâîì âåêòîðîâ âèäà ~x0 + ~y, ãäå ~y ïðîáåãàåò îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(2)Êàê îòìå÷åíî â ïðèìåðå 5 èç � 24, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ïîñëåäíåé ñè-ñòåìû åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøå-íèé ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â Rn. Îíî íàçûâàåò-ñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì, çàäàííûì ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



236 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà(1). Âåêòîðîì ñäâèãà ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîåðåøåíèå ñèñòåìû (1), à íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì � îáùåå ðå-øåíèå ñèñòåìû (2). Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå:âñÿêîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â Rn ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèéíåêîòîðîé ñîâìåñòíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè.Ïðèâåäåì òåïåðü ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãîìíîãîîáðàçèÿ.Ïðèìåð 4. Ïóñòü ℓ� ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ (íà ïëîñêîñòè èëè â ïðî-ñòðàíñòâå). Êàê è â ïðèìåðå 6 èç � 24, ìû ðàññìàòðèâàåì çäåñü ïðÿìóþíå êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, à êàê ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, âû-õîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â òî÷êàõ íà ïðÿìîé.Ïðî òàêèå íàïðàâëåííûå îòðåçêè ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíè �ïðèíàäëå-æàò ïðÿìîé�. Åñëè ℓ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, òî îíà ÿâëÿåòñÿïîäïðîñòðàíñòâîì (ñì. ïðèìåð 6 â � 24), à çíà÷èò, è ëèíåéíûì ìíîãîîá-ðàçèåì. Ïóñòü òåïåðü ℓ íå ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Âûáåðåìïðîèçâîëüíûì îáðàçîì è çà�èêñèðóåì íàïðàâëåííûé îòðåçîê ~x0, ïðè-íàäëåæàùèé ℓ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ1 ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ℓ è ïðîõî-äÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Òîãäà âñÿêèé íàïðàâëåííûé îòðåçîê ~x,ïðèíàäëåæàùèé ℓ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà íàïðàâëåííîãîîòðåçêà ~x0 è íåêîòîðîãî íàïðàâëåííîãî îòðåçêà ~y, ïðèíàäëåæàùåãî ℓ1(ðèñ. 2). Îáðàòíî, âñÿêèé íàïðàâëåííûé îòðåçîê âèäà ~x0 + ~y, ãäå ~y ∈ ℓ1,ïðèíàäëåæèò ℓ. Ïîñêîëüêó ℓ1 � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîëó÷àåì, ÷òî ℓ �ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âåêòîðîì ñäâèãà ~x0 è íàïðàâëÿþùèì ïîäïðî-ñòðàíñòâîì ℓ1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü (ðàñ-ñìàòðèâàåìàÿ êàê ìíîæåñòâî íàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ, èäóùèõ èç íà÷àëàêîîðäèíàò â òî÷êè ïëîñêîñòè) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â R3.
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�èñ. 2Â ïðèìåðàõ 3 è 4 â êà÷åñòâå âåêòîðà ñäâèãà ìîæíî áûëî âçÿòü ïðî-èçâîëüíûé âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé äàííîìó ëèíåéíîìó ìíîãîîáðàçèþ.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî òî æå âåðíî è äëÿ ìíîãîîáðàçèé èç ïðèìåðîâ 1 è 2.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íå ñëó÷àéíî: ýòîò �àêò ñïðàâåäëèâ äëÿ ëþáîãîëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ìû ïîëó÷èì ýòî óòâåðæäåíèå êàê ñëåäñòâèåèç ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà.Òåîðåìà. Ïóñòü P = x0 +M è Q = y0 +N � ëèíåéíûå ìíîãîîá-ðàçèÿ â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . �àâåíñòâî P = Q èìååò ìåñòîòîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M = N è x0 − y0 ∈M .Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî P = Q. Äî-êàæåì ñíà÷àëà, ÷òîM = N . Ïóñòü a ∈M . Ïîñêîëüêó x0+a ∈ P è P = Q,ïîëó÷àåì, ÷òî x0+a ∈ y0+N . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð b ∈ Nòàêîé, ÷òî x0 + a = y0 + b. Äàëåå,
x0 ∈ y0 +N, (3)òàê êàê x0 = x0 + 0 ∈ P è P = Q. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð

c ∈ N òàêîé, ÷òî x0 = y0 + c. Èìååì
y0 + b = x0 + a = y0 + c+ a,îòêóäà a = b − c ∈ N . Èòàê, åñëè a ∈ M , òî a ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî,

M ⊆ N . Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî N ⊆M è ïîòîìó M = N .Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî x0 − y0 ∈ M . Â ñàìîì äåëå, èç (3) è äî-êàçàííîãî òîëüêî ÷òî ðàâåíñòâà M = N âûòåêàåò, ÷òî x0 ∈ y0 + M .



238 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàÑëåäîâàòåëüíî, x0 = y0 + a äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà a ∈ M è ïîòîìó
x0 − y0 = a ∈M .Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü M = N è x0 − y0 ∈ M . Òðåáóåòñÿäîêàçàòü, ÷òî P = Q. Ïóñòü a ∈ P . Òîãäà a = x0 + b äëÿ íåêîòîðîãîâåêòîðà b ∈M . Ïî óñëîâèþ x0 − y0 = c äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà c ∈M .Ñëåäîâàòåëüíî, x0 = y0 + c è a = x0 + b = y0 + (c + b). Ïîñêîëüêó
c + b ∈ M è M = N , èìååì a ∈ Q. Ñëåäîâàòåëüíî, P ⊆ Q. �àññóæäàÿàíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî Q ⊆ P è ïîòîìó P = Q.Òåîðåìà äîêàçàíà.Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè x0 + M = y0 + N , òî
M = N . Èíûìè ñëîâàìè,íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî äàííîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîá-ðàçèÿ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî.Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ x0+Mêàê ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà M .Äîêàæåì òåïåðü îáåùàííîå âûøå ñëåäñòâèå.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü P = x0 +M � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â âåê-òîðíîì ïðîñòðàíñòâå V è x1 ∈ P . Òîãäà P = x1 +M .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ x1 ∈ P , ò. å. x1 ∈ x0 + M . Ñëåäî-âàòåëüíî, ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ M òàêîé, ÷òî x1 = x0 + y. Íî òîãäà
x1−x0 = y ∈M . Èç äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî P = x1+M .Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.Òàêèì îáðàçîì,â êà÷åñòâå âåêòîðà ñäâèãà äàííîãî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿìîæíî âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ïðèíàäëåæàùèé åìó âåêòîð.� 27. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) ðàñïîçíàâàíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èëè íåçàâèñèìîñòè äàííîéñèñòåìû âåêòîðîâ;2) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçëîæåíèåì âåêòîðà ïî áàçèñó: íàõîæäåíèåêîîðäèíàò âåêòîðà â áàçèñå, �îðìóë ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà êäðóãîìó;



� 27. Çàäà÷è 2393) íàõîæäåíèå áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî äàííîé ñèñòå-ìîé âåêòîðîâ, áàçèñà ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ;4) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì ïðÿìîé ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ: âû-ÿñíåíèå ðàçëîæèìîñòè ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó äàííûõ ïîä-ïðîñòðàíñòâ, íàõîæäåíèå ïðîåêöèé âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ âñåõ ýòèõ òèïîâ èìåþòñÿ â � 21�25, è ïîòîìóçäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Áóäåò ëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ñëåäóþùèé íàáîð âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1, 2,−1, 1), ~a2 = (2, 0, 3,−1), ~a3 = (1,−6, 9,−5);á) ~a1 = (1, 2,−1, 1), ~a2 = (2, 0, 3,−1), ~a3 = (1, 2,−1, 3);â) ~a1 = (1, 4, 9, 16), ~a2 = (4, 9, 16, 25), ~a3 = (9, 16, 25, 36)?2. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèé íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî çàâèñèì, è íàé-òè õîòÿ áû îäèí ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ïîäíàáîð ýòîãî íàáîðà, ñîñòîÿùèéèç òðåõ âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1,−1, 2, 0), ~a2 = (3, 1,−2, 4), ~a3 = (3, 5,−10, 8), ~a4 =
(1, 2, 0, 3);á) ~a1 = (1, 1,−2, 1), ~a2 = (2, 3, 0, 1), ~a3 = (0,−1,−4, 1), ~a4 = (1, 1, 0, 2);â) ~a1 = (−6, 0, 3,−9), ~a2 = (4, 0,−2, 6), ~a3 = (1, 1, 1,−2), ~a4 =
(−3, 1, 1, 1).3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðûõ âåêòîð ~b ëèíåéíîâûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû ~a1,~a2,~a3:à) ~a1 = (3, 2, 5), ~a2 = (2, 4, 7), ~a3 = (5, 6, t), ~b = (1, 3, 5);á) ~a1 = (2, 3, 5), ~a2 = (3, 7, 8), ~a3 = (1,−6, 1), ~b = (7,−2, t);â) ~a1 = (1, t, 0), ~a2 = (2, 1, 1), ~a3 = (t, 0, 1), ~b = (−1, 1,−2);ã) ~a1 = (t, 2,−1), ~a2 = (2, t, 0), ~a3 = (3, 3,−1), ~b = (7, 7,−2).4. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~a1,~a2,~a3 îáðàçóþò áàçèñ â R3, è íàéòèêîîðäèíàòû âåêòîðà ~b â ýòîì áàçèñå:à) ~a1 = (2, 1, 1), ~a2 = (−1, 1, 0), ~a3 = (2,−2, 3), ~b = (−1,−4, 5);á) ~a1 = (2, 1, 0), ~a2 = (1,−1, 1), ~a3 = (3, 1, 0), ~b = (1,−2, 2);â) ~a1 = (2,−3, 1), ~a2 = (3,−1, 5), ~a3 = (1,−4, 3), ~b = (3, 5, 6).5. Ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû ~a1 = (−1, 2, 0, 0), ~a2 = (1,−2, 4, 0), ~a3 =
(2,−3, 3, 0), ~a4 = (0, 0, 0, 1) îáðàçóþò áàçèñ â R4, è íàéòè êîîðäèíàòûâåêòîðà ~b = (1, 0,−3, 2) â ýòîì áàçèñå.6. Áóäåò ëè ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rn ìíîæåñòâî âåêòî-ðîâ ~x = (x1, x2, . . . , xn), êîìïîíåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:



240 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàà) x1 + x2 + · · ·+ xn = 0; á) x1 + x2 + · · · + xn = 1;â) x21 + x22 + · · ·+ x2n = 0; ã) x21 + x22 + · · · + x2n = 1?7. Íàéòè áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñëåäóþùèì íàáîðîìâåêòîðîâ:à) ~a1 = (1, 1, 1,−1), ~a2 = (1, 0, 1, 2), ~a3 = (1,−1, 1, 5);á) ~a1 = (1, 1, 1,−1), ~a2 = (1, 0, 1, 2), ~a3 = (1, 2, 3, 4);â) ~a1 = (1, 2,−1, 2), ~a2 = (2, 0, 1, 3), ~a3 = (4, 4,−1, 7), ~a4 = (3,−2, 3, 3).8. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåí-íîå âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3, èìååò íàèáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ïðè êàêèõ �íàèìåíüøóþ:à) ~a1 = (1,−1, 1, 3), ~a2 = (−t, t, 2, 6), ~a3 = (3,−3, 1 − t, 9);á) ~a1 = (1, t, 1,−1), ~a2 = (2, 4, t,−2), ~a3 = (1, t, t − 1, 1 − t);â) ~a1 = (1, t,−1, 2), ~a2 = (2,−1, t, 5), ~a3 = (1, 10,−6, 1)?9. Âûÿñíèòü, ïðèíàäëåæèò ëè âåêòîð ~x ïîäïðîñòðàíñòâó, ïîðîæäåí-íîìó âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3 è ~a4:à) ~a1 = (8, 3, 4, 3), ~a2 = (6, 3, 2, 5), ~a3 = (5, 2, 3, 1), ~a4 = (2, 1, 1, 1),
~x = (21, 10, 8, 15);á) ~a1 = (2, 4, 4, 2), ~a2 = (3, 2, 10, 5), ~a3 = (1, 1, 3, 1), ~a4 = (2, 1, 7, 1),
~x = (4, 5, 2, 1)?10. Íàéòè áàçèñ ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2 ïðîñòðàíñòâà R4,ãäå M1 ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1 = (2, 1, 3, 1), ~a2 = (1,−1, 0, 1) è ~a3 =
(1, 5, 6,−1), à M2 � âåêòîðàìè ~b1 = (−1, 0, 2, 3) è ~b2 = (0,−1, 2, 4).11. Áóäåò ëè ïðîñòðàíñòâî R4 ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðîñòðàíñòâà
M1, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ~a1 = (2, 0, 1, 5), ~a2 = (−1, 1, 3, 1), èïîäïðîñòðàíñòâà M2, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ~b1 = (1, 1, 4, 6), ~b2 =
(3,−1,−2, 4)?12. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî R4 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðî-ñòðàíñòâà M1, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ~a1 = (0, 1, 2, 1), ~a2 = (−2, 1, 1, 0),è ïîäïðîñòðàíñòâà M2, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ~b1 = (4, 2, 1, 2), ~b2 =
(2, 3, 3, 3). Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà ~x = (4, 8, 11, 9) íà M2 ïàðàëëåëüíî
M1.13. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè-÷åñêîé (êîñîñèììåòðè÷åñêîé), åñëè aij = aji (ñîîòâåòñòâåííî aij = −aji)äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n. Ìíîæåñòâî âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ (êîñîñèììåò-ðè÷åñêèõ) ìàòðèö ïîðÿäêà n îáîçíà÷èì ÷åðåç M1 (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
M2).à) Äîêàçàòü, ÷òî M1 è M2 � ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Matn,n,è íàéòè ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ.á)* Äîêàçàòü, ÷òî Matn,n =M1 ⊕M2.



� 27. Çàäà÷è 241â)* Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, ýëåìåíòûêîòîðîé çàäàþòñÿ ïðàâèëîì: aij = 1 ïðè i 6 j è aij = 0 ïðè i > j.Íàéòè ïðîåêöèþ A1 ìàòðèöû A íà M1 ïàðàëëåëüíî M2 è ïðîåêöèþ A2ìàòðèöû A íà M2 ïàðàëëåëüíî M1.14. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîé, åñëè âñå ýëåìåíòûíà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû íåêîòîðîìó �èêñèðîâàííîìó äåéñòâè-òåëüíîìó ÷èñëó t, à âñå åå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Äîêàçàòü, ÷òîìíîæåñòâî âñåõ ñêàëÿðíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàí-ñòâîì ïðîñòðàíñòâà Matn,n, è íàéòè ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà.15*. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ñóììû äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ íàåäèíèöó áîëüøå ðàçìåðíîñòè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òî îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâñîäåðæèòñÿ â äðóãîì.16. Áóäåò ëè âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ îáû÷íûìè îïåðàöè-ÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî:à) ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ â íåêîòîðîé�èêñèðîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íåîòðèöàòåëüíû;á) ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ äëèíû 1?17. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R+ââåäåíû îïåðàöèÿ �ñëîæåíèÿ� ÷èñåë x, y ∈R+, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç ⊕è îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì x ⊕ y = xy, è îïåðàöèÿ �óìíîæåíèÿ� ÷èñëà
x ∈R+ íà ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç t◦xè îïðåäåëÿåìàÿ ïðàâèëîì t ◦ x = xt.à) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî R+ ñ ýòèìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿåòñÿ âåê-òîðíûì ïðîñòðàíñòâîì.á)* Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-íèáóäü áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.18. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Áóäåò ëè âåêòîðíûì ïðîñòðàí-ñòâîì êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âñåõ ìíîãî÷ëåíîâîò îäíîé ïåðåìåííîé x ñ îáû÷íûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâè óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íà ÷èñëî:à) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n, â êîòîðûõ âñåêîý��èöèåíòû ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû 0;á) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n, â êîòîðûõ âñåêîý��èöèåíòû ïðè ÷åòíûõ ñòåïåíÿõ x ðàâíû 0;â) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êîòîðûõ áîëüøå n;ã) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ p(x) òàêèõ, ÷òî p(1) = 0;ä) ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ p(x) òàêèõ, ÷òî p(0) = 1?Â òåõ ñëó÷àÿõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòâåò ïîëîæèòåëåí, âûÿñíèòü, áóäåò ëè ýòî



242 �ëàâà 5. Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâàïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíûì, è åñëè äà � íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-íèáóäü áàçèñ ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.3. Îòâåòû1. à) Íåò; á) äà; â) äà. 2. à) ~a1,~a2,~a4; á) ~a1,~a2,~a4; â) ~a1,~a3,~a4.3. à) t 6= 12; á) t = −5; â) t 6= 2; ã) t 6= 1.4. à) (−5

3
,
19

9
,
20

9

); á) (1, 2,−1); â) (−1, 2,−1). 5. (3

4
,−9

4
, 2, 2

).6. à) Äà; á) íåò; â) äà; ã) íåò. 7. à) ~a1,~a2; á) ~a1,~a2,~a3; â) ~a1,~a2,~a4.8. à) Íàèáîëüøàÿ ïðè t 6= −2, íàèìåíüøàÿ ïðè t = −2; á) íàèáîëüøàÿïðè t 6= 2, íàèìåíüøàÿ ïðè t = 2; â) íàèáîëüøàÿ ïðè t 6= 3, íàèìåíüøàÿ ïðè
t = 3.9. à) Äà; á) íåò. 10. ~a1,~a2,~b1. 11. Íåò. 12. (2,7,8,7).13. à) dimM1 =

n2 + n

2
, dimM2 =

n2 − n

2
. á) Óêàçàíèå: aij = bij+cij, ãäå

bij =
aij + aji

2
, à cij =

aij − aji
2

. â) A1 = (bij), ãäå bii = 1 ïðè i = j è bij = 0,5ïðè i 6= j; A2 = (cij), ãäå cii = 0 ïðè i = j, cij = 0,5 ïðè i < j è cij = −0,5 ïðè
i > j.14. �àçìåðíîñòü ðàâíà 1. Óêàçàíèå: ëþáàÿ ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà èìååò âèä
tE. 15. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü òîò �àêò, ÷òî åñëè îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, òî ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèòðàçìåðíîñòè âòîðîãî.16. à) Íåò; á) íåò.17. á) �àçìåðíîñòü ðàâíà 1, â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïî-ëîæèòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1. Óêàçàíèå: åñëè x ∈R+, à
y ∈R, òî y = xlogx

y.18. à) Äà, ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî, ðàçìåðíîñòü ðàâíà k + 1, à áàçèññîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ 1, x2, x4, . . . , xk, ãäå k � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà n

2
; á) íåò;â) íåò; ã) äà, ïðîñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì; ä) íåò.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �51. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t âåêòîð ~b ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé âåêòîðîâ ~a1, ~a2, ~a3:à) ~a1 = (1,−1, 1), ~a2 = (2, t, 0), ~a3 = (3, 0, t), ~b = (−4,−5, 2);á) ~a1 = (1, 2, 3), ~a2 = (t, 0, 1), ~a3 = (3, t, 4), ~b = (4, 4, 7);â) ~a1 = (1,−2, t), ~a2 = (t, 0, 1), ~a3 = (−1,−2, 1), ~b = (4,−4, 5);ã) ~a1 = (2, t, 1), ~a2 = (−1, 3, t), ~a3 = (1, 3, 1), ~b = (1, 9, 2)?2. Óñòàíîâèòü, ÷òî íàáîðû âåêòîðîâ ~a1,~a2 è ~b1,~b2 îáðàçóþò áàçèñ



� 27. Çàäà÷è 243ïðîñòðàíñòâà R2 è íàéòè �îðìóëû ïåðåõîäà îò ïåðâîãî áàçèñà êî âòî-ðîìó:à) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3), ~b1 = (3, 2), ~b2 = (0, 5);á) ~a1 = (1, 2), ~a2 = (−3, 0), ~b1 = (−2, 2), ~b2 = (−1, 4);â) ~a1 = (4,−3), ~a2 = (2, 1), ~b1 = (6,−2), ~b2 = (0,−5);ã) ~a1 = (1, 1), ~a2 = (2,−3), ~b1 = (3,−2), ~b2 = (4,−1).3. Îáðàçóþò ëè ìíîãî÷ëåíû f1, f2, f3 áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Pol2:à) f1 = x2 − x+ 1, f2 = 2x2 + 3, f3 = x2 + 2x+ 1;á) f1 = x2 + 2x+ 1, f2 = x+ 1, f3 = x2 − x+ 1;â) f1 = x2 − 3x− 1, f2 = x2 + 2x− 3, f3 = x2 − 8x+ 1;ã) f1 = 2x2 + 5x− 1, f2 = x+ 2, f3 = x2 − x+ 3?4. Íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî íà-áîðîì âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1, 2,−1, 2), ~a2 = (2, 0, 1, 3), ~a3 = (4, 4,−1, 7), ~a4 = (3,−2, 3, 4);á) ~a1 = (4, 0,−1,−2), ~a2 = (1, 1, 3, 2), ~a3 = (0, 2, 5, 5), ~a4 = (−5, 3, 8,10);â) ~a1 = (1,−1, 2, 0), ~a2 = (3, 4, 1,−1), ~a3 = (0, 7,−5,−1), ~a4 = (4, 3, 3,
−1);ã) ~a1 = (1, 0,−1, 1), ~a2 = (2, 1, 3, 4), ~a3 = (4, 1, 1, 6), ~a4 = (−1,−2,−9,
−5).5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåí-íîå âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3, èìååò íàèáîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ïðè êàêèõ �íàèìåíüøóþ:à) ~a1 = (1,−1, t, 2), ~a2 = (2,−2, 6, 1 + t), ~a3 = (3,−t, 9, 6);á) ~a1 = (1,−1, 1, 3), ~a2 = (−t, t, 2, 6), ~a3 = (3,−3, 1 − t, 9);â) ~a1 = (1, t, 1,−1), ~a2 = (2, 4, t,−2), ~a3 = (3, 3t, 3,−3);ã) ~a1 = (1, t, 2,−1), ~a2 = (t, 4, 4,−2), ~a3 = (3, 6, 3t,−3)?



�ëàâà 6ÌàòðèöûÌàòðèöû íåîäíîêðàòíî âîçíèêàëè è èñïîëüçîâàëèñü â ïðåäûäóùèõãëàâàõ. Òåïåðü ìû ïðèñòóïàåì ê èõ ñèñòåìàòè÷åñêîìó èçó÷åíèþ. Ïî-ëó÷åííûå ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû, ðàâíî êàê è ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåéãëàâû, ìû ïðèìåíèì äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõóðàâíåíèé.Â íà÷àëå ãëàâû ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû è äîêàçûâàåòñÿ òåî-ðåìà î ðàíãå. Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿ-òèå �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé è óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýòîãî íàáîðà. Äàëåå èçó-÷àåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö. �àññìàòðèâàþòñÿ ìàòðè÷íûå óðàâ-íåíèÿ âèäà AX = B è óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû ïåðå-õîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé. Ïîñëå ýòîãî èçó÷àåòñÿ îïåðàöèÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèöû. Äîêàçûâàåò-ñÿ êðèòåðèé îáðàòèìîñòè ìàòðèöû è ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿîáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.� 28. �àíã ìàòðèöû�àññìîòðèì ìàòðèöó
A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 .



� 28. �àíã ìàòðèöû 245Åå ñòðîêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Rn:
~a1 = (a11, a12, . . . , a1n),
~a2 = (a21, a22, . . . , a2n),. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~am = (am1, am2, . . . , amn).Àíàëîãè÷íî ñòîëáöû ìàòðèöû A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðû ïðî-ñòðàíñòâà Rm:
~a1 = (a11, a21, . . . , am1),
~a2 = (a12, a22, . . . , am2),. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~an = (a1n, a2n, . . . , amn).Îïðåäåëåíèå. �àíã íàáîðà âåêòîðîâ-ñòðîê ~a1,~a2, . . . ,~am íàçûâàåò-ñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A ïî ñòðîêàì, à ðàíã íàáîðà åå âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ

~a1,~a2, . . . ,~an � ðàíãîì ìàòðèöû A ïî ñòîëáöàì. �àíãîì ìàòðèöû A ïîìèíîðàì íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèé èç ïîðÿäêîâ íåíóëåâûõ ìèíîðîâ ýòîéìàòðèöû.Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû âñå òðè åå ðàíãà ñîâïàäàþò. Äîêàæåì ñíà÷àëàðàâåíñòâî ðàíãîâ ïî ñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì.Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. �àíã A ïî ñòðîêàìðàâåí ðàíãó A ïî ñòîëáöàì.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ðàíã A ïî ñòðîêàì ÷åðåç r, à ðàíã
A ïî ñòîëáöàì � ÷åðåç s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r < s. Áàçèñ ïðîñòðàí-ñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòðîêàìè ìàòðèöû A, ñîñòîèò èç r âåê-òîðîâ, à áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî åå âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè, �èç s âåêòîðîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî áàçèñïåðâîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ar, à áàçèñ âòîðîãî� âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~as (åñëè ýòî íå òàê, ìû ìîæåì ñîîòâåòñòâóþùèìîáðàçîì ïåðåñòàâèòü â A ñòðîêè è/èëè ñòîëáöû � ÿñíî, ÷òî ðàíãè ïîñòðîêàì è ïî ñòîëáöàì ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç m÷èñëî ñòðîê ìàòðèöû A. �àññìîòðèì âåêòîðû ~a′1 = (a11, a12, . . . , a1s),
~a′2 = (a21, a22, . . . , a2s), . . . , ~a′m = (am1, am2, . . . , ams) (ò. å. óêîðî÷åííûåäî ïåðâûõ s êîìïîíåíò âåêòîðû-ñòðîêè ~a1,~a2, . . . ,~am). Èñïîëüçóÿ ïåð-âûå r óêîðî÷åííûõ âåêòîðîâ, ñîñòàâèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ



246 �ëàâà 6. Ìàòðèöûóðàâíåíèé: 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1sxs = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2sxs = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arsxs = 0.

(1)Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó r < s (ñì. òåîðåìó 3 â� 12). Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç (x01, x
0
2, . . . , x

0
s).Èç òîãî, ÷òî âåêòîðû ~ar+1, . . . ,~am ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöè-ÿìè âåêòîðîâ ~a1,~a2, . . . ,~ar, âûòåêàåò, ÷òî è óêîðî÷åííûå âåêòîðû ~a′r+1,. . . , ~a′m ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ ~a′1,~a′2, . . . ,~a′r. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû





ar+11x1 + ar+12x2 + · · ·+ ar+1 sxs = 0,
ar+21x1 + ar+22x2 + · · ·+ ar+2 sxs = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amsxs = 0

(2)ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (1). Ñëåäîâàòåëüíî, (x01, x02, . . . , x0s) � ðå-øåíèå ñèñòåìû (2).Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî x01~a1 + x02~a
2 + · · · + x0s~a

s = ~0. Ïîñêîëü-êó õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë x01, x
0
2, . . . , x

0
s îòëè÷íî îò íóëÿ, íàáîð âåêòî-ðîâ ~a1,~a2, . . . ,~as ëèíåéíî çàâèñèì. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê óêàçàí-íûå âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A.Èòàê, ñëó÷àé r < s íåâîçìîæåí. ßñíî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A⊤ ïî ñòðî-êàì ðàâåí ðàíãó A ïî ñòîëáöàì, ò. å. s, à ðàíã A⊤ ïî ñòîëáöàì ðàâåí ðàíãó

A ïî ñòðîêàì, ò. å. r. Êàê ïîêàçàíî âûøå, ó ëþáîé ìàòðèöû (â òîì ÷èñëåó A⊤) åå ðàíã ïî ñòðîêàì íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åå ðàíãà ïî ñòîëáöàì.Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé s < r òàêæå íåâîçìîæåí. Ñëåäîâàòåëüíî, r = s.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì.Ëåììà 1. Åñëè ìèíîð M ìàòðèöû A, ÿâëÿþùèéñÿ îïðåäåëèòåëåììàòðèöû, ðàñïîëîæåííîé â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè i1, i2, . . . , ik è ñòîëáöàõñ íîìåðàìè j1, j2, . . . , jk, îòëè÷åí îò íóëÿ, òî íàáîð âåêòîðîâ-ñòðîê
~ai

1
,~ai

2
, . . . ,~ai

k
è íàáîð âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ~aj1 , ~aj2 , . . . , ~ajk ëèíåéíî íåçà-âèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîìàòðèöà B, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìèíîð M , ðàñïîëîæåíà âïåðâûõ k ñòðîêàõ è ïåðâûõ k ñòîëáöàõ ìàòðèöû A. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò



� 28. �àíã ìàòðèöû 247îáùíîñòè, òàê êàê ïðè íåîáõîäèìîñòè âñåãäà ìîæíî ñîîòâåòñòâóþùèìîáðàçîì ïåðåñòàâèòü ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîâåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî çàâèñèìû. Â ñèëó ëåììû 4 èç � 21 îäèíèç íèõ, ñêàæåì ïîñëåäíèé, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ,ò. å. ~ak = t1~a1 + t2~a2 + · · ·+ tk−1~ak−1 äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë t1, t2, . . . , tk−1.Ñòðîêè ìàòðèöû B ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óêîðî÷åííûå ñòðîêè ìàòðèöû
A. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ ñòðîê ìàòðèöû
B. Óìíîæèì åå ïåðâóþ ñòðîêó íà −t1, âòîðóþ íà −t2, . . . , (k − 1)-þ íà
−tk−1 è ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ïðèáàâèì ê k-é ñòðîêå. Â ñèëó ñâîé-ñòâà 6 èç � 13 îïðåäåëèòåëü ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ðàâåí ìèíîðó M . Ñäðóãîé ñòîðîíû, ýòà ìàòðèöà áóäåò ñîäåðæàòü íóëåâóþ ñòðîêó. Ìû ïî-ëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî M 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû-ñòðîêè
~a1,~a2, . . . ,~ak ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ~a1,~a2, . . . ,~ak âûòåêàåò òåïåðü èç ñâîéñòâà 9 èç � 13. Ëåììà 1äîêàçàíà.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâå-ðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê òåîðåìà î ðàíãå ìàòðèöû.Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. �àíãè A ïî ñòðî-êàì, ïî ñòîëáöàì è ïî ìèíîðàì ñîâïàäàþò.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâïàäå-íèå ðàíãîâ ïî ñòðîêàì è ïî ìèíîðàì. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-ìû 1, ðàíã A ïî ñòðîêàì îáîçíà÷èì ÷åðåç r è ïðåäïîëîæèì, ÷òî áà-çèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòðîêàìè, îáðàçóþò âåêòî-ðû ~a1,~a2, . . . ,~ar. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ìèíîð ìàòðèöû A ïî-ðÿäêà, áîëüøåãî r, ðàâåí íóëþ. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìûäîñòàòî÷íî íàéòè â A íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà r.Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ìàòðèöó, â ñòîëáöàõ êîòîðîé çàïèñàíû âåêòîðû
~a1, ~a2, . . . , ~ar:

C =




a11 a21 . . . ar1
a12 a22 . . . ar2. . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . arn


 .Òàê êàê âåêòîðû ~a1,~a2, . . . ,~ar ëèíåéíî íåçàâèñèìû, èç ðàâåíñòâà t1~a1 +

t2~a2+ · · ·+ tr~ar = ~0 ñëåäóåò, ÷òî t1 = t2 = · · · = tr = 0. Äðóãèìè ñëîâàìè,ñèñòåìà 



a11t1 + a21t2 + · · ·+ ar1tr = 0,
a12t1 + a22t2 + · · ·+ ar2tr = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1nt1 + a2nt2 + · · ·+ arntr = 0



248 �ëàâà 6. Ìàòðèöûèìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå. Ìàòðèöåé ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìàòðè-öà C.Ïðèâåäåì ñèñòåìó ê ëåñòíè÷íîìó âèäó. Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòî-òû, ÷òî ïðè ýòîì ñòîëáöû íå ïåðåñòàâëÿëèñü. Òàê êàê èñõîäíàÿ ñèñòåìàèìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå, òî ÷èñëî óðàâíåíèé â ëåñòíè÷íîé ñèñòåìåáóäåò ðàâíî r. Íà ÿçûêå ìàòðèö ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà C ýëåìåíòàð-íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöå D,äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé îòëè÷íû îò 0. Â ÷àñòíîñòè, |D| 6= 0(ñì. ñâîéñòâî 11 â � 13).�àññìîòðèì òå r ñòðîê ìàòðèöû C, êîòîðûå ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèÿõ ïåðåõîäÿò â ñòðîêè ìàòðèöû D. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ïåðâûå r ñòðîê. Òîãäà ìèíîð
M =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 . . . ar1
a12 a22 . . . ar2. . . . . . . . . . . . . . . .
a1r a2r . . . arr

∣∣∣∣∣∣∣∣îòëè÷åí îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé è ñïîñîáàïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû ê ëåñòíè÷íîìó âèäó âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëèòåëüìàòðèöû D ïîëó÷àåòñÿ èç M óìíîæåíèåì íà íåíóëåâîå ÷èñëî. Åñëè áûìèíîðM ðàâíÿëñÿ íóëþ, òî è îïðåäåëèòåëü |D| òîæå ðàâíÿëñÿ áû íóëþ,íî ýòî íå òàê. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàíã ìàòðèöû A êàê ÷èñëî, ðàâíîåëþáîìó èç òðåõ åå âûøåîïðåäåëåííûõ ðàíãîâ. �àíã ìàòðèöû A áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç r(A). Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âûòåêàåò àëãîðèòìíàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû:÷òîáû íàéòè ðàíã ìàòðèöû A, íàäî ïðèâåñòè åå ê ñòóïåí-÷àòîìó âèäó; ÷èñëî íåíóëåâûõ ñòðîê â ïîëó÷åííîé ìàòðèöåðàâíî r(A).Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöà èìååò íåíóëåâîé ìèíîð ïîðÿäêà r, à âñååå ìèíîðû ïîðÿäêà r + 1 ðàâíû 0, òî åå ðàíã ðàâåí r. Â ñàìîì äåëå,ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà, áîëüøåãî r+1, ïóòåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëü-íûõ ðàçëîæåíèé ïî ñòðîêàì ìîæíî çàïèñàòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþìèíîðîâ ïîðÿäêà r+1, è ïîòîìó âñå ìèíîðû ïîðÿäêà, áîëüøåãî r+1, âäàííîé ìàòðèöå ðàâíû 0. Ýòî íàáëþäåíèå óïðîùàåò íàõîæäåíèå ðàíãàìàòðèöû íà ïðàêòèêå.Ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ðàíãà ìàòðèöû ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå, êîòîðîå óæå óïîìèíàëîñü â � 22 è ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.



� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 249Ëåììà 2. Ïóñòü F è G � áàçèñû â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .Òîãäà |TFG| 6= 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèöû TFG ÷åðåç n. Èçîïðåäåëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû, äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá èçîìîð�èçìå êî-íå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (òåîðåìà 1 â � 23) è ïðåäëîæåíèÿ 3â � 23 âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû TFG îáðàçóþò áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà R4. Â ÷àñòíîñòè, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî,
r(TFG) = n. Ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûì ìèíîðîì ïîðÿäêà n ìàòðèöû TFGÿâëÿåòñÿ åå îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì, ÷òî |TFG| 6= 0. Ëåììà 2 äîêàçàíà.Ïîíÿòèå ðàíãà ìàòðèöû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ðàññìîòðåíèè ñè-ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èçâåñò-íûé êàê òåîðåìà Êðîíåêåðà�Êàïåëëè.Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã åå îñíîâíîé ìàòðèöû ðàâåí ðàíãó åå ðàñøè-ðåííîé ìàòðèöû.Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé. Ïóñòü A � åå îñíîâíàÿ ìàòðèöà, à B � åå ðàñøèðåííàÿ ìàò-ðèöà. Êàê îòìå÷åíî â êîíöå � 21, ñîâìåñòíîñòü íàøåé ñèñòåìû ýêâèâà-ëåíòíà òîìó, ÷òî âåêòîð-ñòîëáåö åå ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-íîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òîïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû A, ñîâïàäà-åò ñ ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû B. Â÷àñòíîñòè, ñîâïàäàþò ðàçìåðíîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ. Íî ðàçìåðíîñòüïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû,åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ðàíã ýòîé ìàòðèöû ïî ñòîëáöàì. Ñëåäîâàòåëüíî,ðàíã ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A ðàâåí ðàíãó ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû B. Òåî-ðåìà 3 äîêàçàíà.� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîððåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèéÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåò óêàçàíî åùå îäíî ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ ðàíãàìàòðèöû ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.Êàê îòìå÷àëîñü â ïðèìåðå 5 èç � 24, ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé îäíî-ðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè îáðàçóåò ïîä-



250 �ëàâà 6. Ìàòðèöûïðîñòðàíñòâî â Rn. Áàçèñ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ �óíäàìåí-òàëüíûì íàáîðîì ðåøåíèé äàííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Îòìåòèì, ÷òîåñëè îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî ïðîñòðàíñòâîåå ðåøåíèé � íóëåâîå. Ïîñêîëüêó íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî áàçèñà íå èìååò,äëÿ îäíîðîäíûõ ñèñòåì, èìåþùèõ åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,�óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé íå ñóùåñòâóåò.Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ áàçèñà ëþáîå ÷àñòíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû ïðåäñòàâèìî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì, êàê ëèíåéíàÿ êîìáè-íàöèÿ âåêòîðîâ èç �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì,íàéäÿ �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé, ìû, ïî ñóùåñòâó, íàéäåì îá-ùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ãîâîðèò î òîì,ñêîëüêî âåêòîðîâ ñîäåðæèòñÿ â �óíäàìåíòàëüíîì íàáîðå ðåøåíèé, à âåå äîêàçàòåëüñòâå ñîäåðæèòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòèõ âåêòîðîâ.Òåîðåìà. �àçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðàâíà n− r, ãäå n � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ, à r �ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðà-âíåíèé 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0.

(1)Îáîçíà÷èì åå îñíîâíóþ ìàòðèöó ÷åðåç A. Òàê êàê r � ðàíã ìàòðèöû
A, òî ñóùåñòâóåò åå ìèíîð M ïîðÿäêà r, îòëè÷íûé îò íóëÿ. Áóäåì äëÿîïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿìèíîð M , ðàñïîëîæåíà â ëåâîì âåðõíåì óãëó ìàòðèöû A, ò. å. ñîñòîèòèç åå ïåðâûõ r ñòðîê è ïåðâûõ r ñòîëáöîâ.Â ñèëó ëåììû 1 èç � 28 ïåðâûå r ñòðîê ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâè-ñèìû. Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû A ïî ñòðîêàì ðàâåí r, ýòè ñòðîêè îáðà-çóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè-ñòðîêàìè ìàòðèöû
A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ñ íîìåðàìè r + 1, r + 2, . . . ,m ÿâëÿþòñÿ ëè-íåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ñ íîìåðàìè 1, 2, . . . , r. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïîñëåäíèå m−r óðàâíåíèé ñèñòåìû (1) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè åå ïåðâûõ
r óðàâíåíèé, ò. å. ñèñòåìà (1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arnxn = 0.

(2)



� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 251ßñíî, ÷òî r 6 n. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî r = n. Òîãäà (2) �êðàìåðîâñêàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé íå ðàâåí 0. Ïîòåîðåìå 2 èç � 14 îíà íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Èíûìè ñëîâàìè,ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåíííîå ðåøåíèå � íóëåâîå, ò. å. ïðîñòðàíñòâîðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû � íóëåâîå ïðîñòðàíñòâî. �àçìåðíîñòü íóëåâîãîïðîñòðàíñòâà ðàâíà 0, à ïîñêîëüêó r = n, òî è n− r = 0. Òàêèì îáðàçîì,â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå çàêëþ÷åíèå òåîðåìû âåðíî.Ïóñòü òåïåðü r < n. Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ïðèäàäèì íåèçâåñòíûì
xr+1, xr+2, . . . , xn çíà÷åíèÿ x0r+1, x

0
r+2, . . . , x

0
n ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åí-íóþ ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå





a11x1+a12x2+ · · ·+a1rxr=−a1 r+1x
0
r+1−a1 r+2x

0
r+2− · · · −a1nx0n,

a21x1+a22x2+ · · ·+a2rxr=−a2 r+1x
0
r+1−a2 r+2x

0
r+2− · · · −a2nx0n,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar1x1+ar2x2+ · · ·+arrxr=−ar r+1x
0
r+1−ar r+2x

0
r+2− · · · −arnx0n.

(3)Ìû ïîëó÷èëè êðàìåðîâñêóþ ñèñòåìó ñ íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xr.Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí ìèíîðó M , êîòîðûé îòëè÷åí îò íóëÿ.Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà (ñì. òåîðåìó 1 â � 14) ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå (x01, x
0
2, . . . , x

0
r). ßñíî, ÷òî (x01, x02, . . . , x0r, x0r+1, . . . , x0n) �ðåøåíèå ñèñòåìû (2), à çíà÷èò, è ñèñòåìû (1).Èòàê, íåèçâåñòíûå xr+1, xr+2, . . . , xn ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûåçíà÷åíèÿ, è ïî êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ýòèõ íåèçâåñòíûõ åäèíñòâåí-íûì îáðàçîì íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xr òàêèì îá-ðàçîì, ÷òî ïîëó÷åííûé íàáîð çíà÷åíèé âñåõ íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xnÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Íåèçâåñòíûå xr+1, xr+2, . . . , xn íàçûâà-þòñÿ ñâîáîäíûìè, à íåèçâåñòíûå x1, x2, . . . , xr � ñâÿçàííûìè èëè îñíîâ-íûìè.Ïðèäàäèì ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

xr+1 = 1, xr+2 = · · · = xn = 0.Ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = −a1 r+1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = −a2 r+1,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = −ar r+1.Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáîçíà-÷èì åãî ÷åðåç (f11, f12, . . . , f1r). �àñøèðèâ ýòîò âåêòîð çíà÷åíèÿìè ñâî-áîäíûõ íåèçâåñòíûõ, ïîëó÷èì âåêòîð ~f1 = (f11, f12, . . . , f1r, 1, 0, . . . , 0),



252 �ëàâà 6. Ìàòðèöûêîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2). Äàëåå, ïðèäàäèì ñâîáîäíûìíåèçâåñòíûì çíà÷åíèÿ
xr+1 = 0, xr+2 = 1, xr+3 = · · · = xn = 0.Íà ýòîò ðàç ñèñòåìà (3) ïðèìåò âèä




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = −a1 r+2,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = −a2 r+2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ arrxr = −ar r+2.Ýòà ñèñòåìà òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìû îáîçíà-÷èì ÷åðåç (f21, f22, . . . , f2r). �àñøèðèâ åãî, ïîëó÷èì ðåøåíèå ~f2 =

(f21, f22, . . . , f2r, 0, 1, 0, . . . , 0) ñèñòåìû (2). Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, êàæ-äûé ðàç ïðèðàâíèâàÿ îäíó èç ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ê 1, à âñå îñòàëü-íûå � ê 0. Â êîíöå êîíöîâ ìû ïîëó÷èì n− r ðåøåíèé ñèñòåìû (2):
~f1 = (f11, f12, . . . , f1r, 1, 0, 0, . . . , 0),
~f2 = (f21, f22, . . . , f2r, 0, 1, 0, . . . , 0),. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
~fn−r = (fn−r 1, fn−r 2, . . . , fn−r r, 0, 0, 0, . . . , 1).Äîêàæåì, ÷òî ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòå-ìû (2). �àññìîòðèì ìàòðèöó, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîìïîíåí-òû ýòèõ âåêòîðîâ:
B =




f11 f12 . . . f1r 1 0 0 . . . 0
f21 f22 . . . f2r 0 1 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−r 1 fn−r 2 . . . fn−r r 0 0 0 . . . 1


 .Ìèíîð ýòîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèé åå ïîñëåäíèì n − r ñòîëáöàìè âñåì n − r ñòðîêàì, ðàâåí 1. Â ñèëó ëåììû 1 èç � 28 âåêòîðû-ñòðîêèìàòðèöû B, ò. å. âåêòîðû ~f1, ~f2, . . . , ~fn−r, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Â ñèëó ëåììû èç � 22 îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåêòîðû ÿâëÿþò-ñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2), ò. å. ÷òîëþáîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ

~f1, ~f2, . . . , ~fn−r. Ïóñòü ~x0 = (t1, t2, . . . , tn) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå ñèñòå-ìû (2). �àññìîòðèì âåêòîð
~y0 = ~x0 − tr+1

~f1 − tr+2
~f2 − · · · − tn ~fn−r.



� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 253Îáîçíà÷èì åãî êîìïîíåíòû ÷åðåç s1, s2, . . . , sn. Èç ïîñòðîåíèÿ âåêòîðîâ
~f1, ~f2, . . . , ~fn−r âûòåêàåò, ÷òî sr+1 = sr+2 = · · · = sn = 0. Äàëåå, â ñèëóòåîðåìû 1 èç � 11, âåêòîð ~y0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (2). Ïîäñòàâèâåãî êîìïîíåíòû â (2), ïîëó÷èì ðàâåíñòâà





a11s1 + a12s2 + · · ·+ a1rsr = 0,
a21s1 + a22s2 + · · ·+ a2rsr = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1s1 + ar2s2 + · · ·+ arrsr = 0.Ìû âèäèì, ÷òî s1, s2, . . . , sr � ðåøåíèå ñèñòåìû





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1rxr = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2rxr = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar1x1 + ar2x2 + · · · +arrxr = 0.Íî ýòî êðàìåðîâñêàÿ ñèñòåìà ñ îòëè÷íûì îò íóëÿ îïðåäåëèòåëåì (ñì.ïåðâûé àáçàö äîêàçàòåëüñòâà). Ïî òåîðåìå 2 èç � 14 îíà íå èìååò íåíó-ëåâûõ ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, (s1, s2, . . . , sr) � íóëåâîå ðåøåíèå ýòîéñèñòåìû, ò. å. s1 = s2 = · · · = sr = 0. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ~y0 = ~0. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî
~x0 = tr+1

~f1 + tr+2
~f2 + · · · + tn ~fn−r.Èòàê, ~f1, ~f2, . . . , ~fn−r � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2). Ïî-ñêîëüêó ñèñòåìà (2) ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé ñèñòåìå (1), ïîëó÷àåì, ÷òîïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1) èìååò áàçèñ èç n−r âåêòîðîâ. Ñëåäî-âàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà n−r. Òåîðåìà äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûì íåèçâåñòíûì ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ïðèñâà-èâàòü çíà÷åíèÿ èìåííî òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû(ãäå âñåãäà îäíî èç ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ïðèðàâíèâàëîñü ê 1, à îñòàëü-íûå � ê 0). Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû çíà-÷åíèÿ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ â âåêòîðàõ �óíäàìåíòàëüíîãîíàáîðà ðåøåíèé, íåâûðîæäåííà.Â ñàìîì äåëå, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ïðè òàêîì âû-áîðå ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ ìû ïîëó÷èì n − r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõâåêòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó, â ñè-ëó òåîðåìû, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ðàâíà n − r, îñòàåòñÿ



254 �ëàâà 6. Ìàòðèöûñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó 2 èç � 23. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òîì âûáîðå çíà÷åíèéñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ, êîòîðûé óêàçàí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, óêà-çàííàÿ âûøå ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, à åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 1.Ïðåæäå ÷åì ïðèâîäèòü ïðèìåð íàõîæäåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîãî íà-áîðà ðåøåíèé, óêàæåì îáåùàííûé â � 25 àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñàïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü M1 è M2 � ïîäïðîñòðàíñòâà âåê-òîðíîãî ðîñòðàíñòâà V , âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak îáðàçóþò áàçèñ ïîäïðî-ñòðàíñòâà M1, à âåêòîðû b1,b2, . . . ,bm � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà M2.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x ∈ M1 ∩ M2. Òîãäà íàéäóòñÿ ÷èñëà t1, t2, . . . , tk è
s1, s2, . . . , sm òàêèå, ÷òî

x = t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak = s1b1 + s2b2 + · · ·+ smbm.Ñëåäîâàòåëüíî,
t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak − s1b1 − s2b2 − · · · − smbm = 0. (4)Åñëè ðàñïèñàòü ýòî âåêòîðíîå ðàâåíñòâî â êîîðäèíàòàõ, ìû ïîëó÷èìîäíîðîäíóþ ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ãäå n � ðàçìåðíîñòüïðîñòðàíñòâà) ñ r + m íåèçâåñòíûìè t1, t2, . . . , tk, s1, s2, . . . , sm. Îñíîâ-íàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü ïîðÿäîê n × (k + m) è áó-äåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â åå ïåðâûõ k ñòîëáöàõ ñòîÿò êî-îðäèíàòû âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak, à â ïîñëåäíèõ m ñòîëáöàõ � êî-îðäèíàòû âåêòîðîâ b1,b2, . . . ,bm, âçÿòûå ñ îáðàòíûì çíàêîì. Åñëè

(t01, t
0
2, . . . , t

0
k, s

0
1, s

0
2, . . . , s

0
m)� ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4), òî âûïîëíåíîðàâåíñòâî

t01a1 + t02a2 + · · · + t0kak = s01b1 + s02b2 + · · ·+ s0mbm (5)è âåêòîð, ñòîÿùèé â êàæäîé èç ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ëåæèò âM1∩M2.Ïðè ýòîì âåêòîðàì èç �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé ñèñòåìû (4)ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû èç áàçèñà M1 ∩ M2. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìíàõîæäåíèÿ áàçèñà M1 ∩M2 èìååò ñëåäóþùèé âèä.Íàéäåì �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ñèñòåìû (4). Åñ-ëè îêàæåòñÿ, ÷òî åãî íå ñóùåñòâóåò, ò. å. ÷òî ñèñòåìà (4)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (ñì. ïðèìå÷àíèå íà ñ. 250), òî
M1∩M2 = {0}. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî âåêòîðà èç�óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé âû÷èñëèì âåêòîð, ñòîÿ-ùèé â ëåâîé (èëè, ÷òî äàñò òîò æå ðåçóëüòàò, â ïðàâîé)÷àñòè ðàâåíñòâà (5). Ïîëó÷åííûå âåêòîðû è îáðàçóþò áàçèñ
M1 ∩M2.



� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 255Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü M1 � ïîäïðîñòðàíñòâî â R4, ïîðîæäåí-íîå âåêòîðàìè ~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0) è ~a3 = (0, 0, 1, 1), à
M2 � ïîäïðîñòðàíñòâî â R4, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè ~b1 = (1, 1, 1, 1),
~b2 = (1, 0, 1,−1) è ~b3 = (1, 0, 2, 0). Èñïîëüçóÿ àëãîðèòì, óêàçàííûé íàñ. 225, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (~a1,~a2,~a3) � áàçèñ M1, à (~b1,~b2,~b3) � áàçèñ
M2. Ñèñòåìà (4) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä





t1 − s1 − s2 − s3 = 0,
t1 + t2 − s1 = 0,

t2 + t3 − s1 − s2 − 2s3 = 0,
t3 − s1 + s2 = 0.

(6)Âûïèøåì îñíîâíóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìóâèäó:



1 0 0 −1 −1 −1
1 1 0 −1 0 0
0 1 1 −1 −1 −2
0 0 1 −1 1 0


 ∼




1 0 0 −1 −1 −1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 −1 −1 −2
0 0 1 −1 1 0


 ∼

∼




1 0 0 −1 −1 −1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 −1 −2 −3
0 0 1 −1 1 0


 ∼




1 0 0 −1 −1 −1
0 1 0 0 1 1
0 0 1 −1 −2 −3
0 0 0 0 3 3


 ∼

∼




1 0 0 −1 −1 −1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 −2 −1 −3
0 0 0 3 0 3


 .Îòìåòèì, ÷òî óæå íà ïðåäïîñëåäíåì øàãå ìû ïîëó÷èëè ñòóïåí÷àòóþìàòðèöó. Íî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ìàò-ðèöå, íå ÿâëÿåòñÿ ëåñòíè÷íîé. ×òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó ëåñòíè÷íîé ñè-ñòåìû, ìû íà ïîñëåäíåì øàãå ïåðåñòàâèëè ÷åòâåðòûé è ïÿòûé ñòîëáöû.Ïîýòîìó òåïåðü â ÷åòâåðòîì ñòîëáöå ñòîÿò êîý��èöèåíòû ïðè s2, à âïÿòîì � êîý��èöèåíòû ïðè s1. Âûïèøåì ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþïîñëåäíåé ìàòðèöå:





t1 − s2 − s1 − s3 = 0,
t2 + s2 + s3 = 0,
t3 − 2s2 − s1 − 3s3 = 0,

3s2 + 3s3 = 0.



256 �ëàâà 6. ÌàòðèöûÍàéäåì �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. ßñíî, ÷òî îíàèìååò äâå ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå � s1 è s3. Ïîëîæèì ñíà÷àëà s1 = 1è s3 = 0. Èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ èìååì s2 = 0, èç òðåòüåãî � t3 = 1,èç âòîðîãî � t2 = 0, èç ïåðâîãî � t1 = 1. Ïîëîæèì òåïåðü s1 = 0 è
s3 = 1. Òîãäà èç óðàâíåíèé íàøåé ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíî âûòåêàåò,÷òî s2 = −1, t3 = 1, t2 = 0, t1 = 0.Èòàê, �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ñèñòåìû (6) ñîñòîèò èç âåê-òîðîâ (1,0,1,1,0,0) è (0, 0, 1, 0,−1, 1). Êàæäîìó èç ýòèõ âåêòîðîâ ñîîò-âåòñòâóåò âåêòîð èç M1 ∩M2. Âåêòîðó (1,0,1,1,0,0) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
1·~a1+0·~a2+1·~a3 = 1·~b1+0·~b2+0·~b3 = (1, 1, 1, 1), à âåêòîðó (0, 0, 1, 0,−1, 1)� âåêòîð 0 ·~a1 + 0 ·~a2 + 1 ·~a3 = 0 ·~b1 + (−1) ·~b2 + 1 ·~b3 = (0, 0, 1, 1). Ñëå-äîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà M1∩M2 ìîæíî âçÿòü íàáîðâåêòîðîâ (1,1,1,1), (0,0,1,1).Äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ áóäåòóêàçàí â êîíöå � 40.Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ïðèõîäèòñÿèñêàòü è ïðè ðåøåíèè íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì. Â ñàìîì äåëå, òåîðåìà 2 èç� 11 è îïðåäåëåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òîåñëè ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò áîëåå îäíîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ,òî åå îáùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

~f0 + c1 ~f1 + c2 ~f2 + · · ·+ ck ~fk,ãäå ~f0 � ÷àñòíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ~f1, ~f2, . . . , ~fk � �óíäàìåíòàëü-íûé íàáîð ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, à c1, c2,. . . , ck � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Âûðàæåíèÿ óêàçàííîãîâèäà íàçûâàþò âåêòîðíîé çàïèñüþ îáùåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé.Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê íàéòè âåêòîðíóþ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ,íà ïðèìåðå ïåðâîé èç ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â � 12. Èñõîäíàÿ ñèñòåìàèìååò âèä 



2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2,
x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4,
x1 + 3x2 − 2x3 + 4x4 = 6,

2x1 + x2 + x3 − x5 = 3.Çàïèñàâ åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó è ïðèâåäÿ åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó,ïîëó÷èì ìàòðèöó 


1 1 −1 2 1 4
0 2 −1 2 −1 2
0 0 5 −6 −7 −8






� 29. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû 257(ñì. ñ. 146). Ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ x4 è x5. Íàéäåì ñíà÷à-ëà îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì çà�èêñèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ. Ïóñòü, íàïðè-ìåð, x4 = −1, x5 = 2. Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (5x3 − 6x4 − 7x5 = −8)èìååì x3 = 0, èç âòîðîãî (2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 2) � x2 = 3, èç ïåð-âîãî (x1 + x2 − x3 + 2x4 + x5 = 4) � x1 = 1. Íàéäåì òåïåðü �óíäà-ìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ïî-ñêîëüêó ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ äâå, ýòîò íàáîð ñîñòîèò èç äâóõ âåêòî-ðîâ. Â ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî çäåñü ìû ðåøà-åì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó. Ïîýòîìó ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ðàñøè-ðåííîé ìàòðèöû ñèñòåìû � ñâîáîäíûå ÷ëåíû ñèñòåìû � ñëåäóåò çà-ìåíÿòü íóëÿìè. Íàéäåì ïåðâûé âåêòîð èç �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðàðåøåíèé. Ïîëîæèì x4 = 5, x5 = 0 (ìû ïðèðàâíÿëè x4 ê 5, à íå ê 1äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ íåèçâåñòíûõ ïîëó÷èëèñü öåëûìè÷èñëàìè). Èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ (5x3 − 6x4 − 7x5 = 0) íàõîäèì, ÷òî
x3 = 6, èç âòîðîãî (2x2 − x3 + 2x4 − x5 = 0) � ÷òî x2 = −2, èç ïåðâîãî(x1+x2−x3+2x4+x5 = 0) � ÷òî x1 = −2. Íàéäåì âòîðîé âåêòîð èç �óí-äàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé. Ïîëîæèì x4 = 0, x5 = 5. Èç òðåòüåãîóðàâíåíèÿ èìååì x3 = 7, èç âòîðîãî � x2 = 6, èç ïåðâîãî � x1 = −4. Îò-ìåòèì, ÷òî ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõâ âåêòîðàõ �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé, èìååò âèä

(
5 0
0 5

)
.Ýòà ìàòðèöà íåâûðîæäåííà. Ñëåäîâàòåëüíî, íàø âûáîð çíà÷åíèé ñâî-áîäíûõ íåèçâåñòíûõ êîððåêòåí. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðåçóëüòàòû ïðîäåëàí-íûõ âûøå âûêëàäîê óäîáíî î�îðìèòü â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû.

x1 x2x3 "!
# 
x4"!
# 
x51 3 0 −1 2

−2 −2 6 5 0
−4 6 7 0 5 íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà} îäíîðîäíàÿ ñèñòåìàÂ ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû íåèçâåñòíûå x4 è x5 îáâåäåíû êðóæêîì,÷òîáû â ÿâíîì âèäå âûäåëèòü ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Âòîðàÿ ñòðîêàîòäåëåíà îò òðåòüåé äâóìÿ ÷åðòàìè, ÷òîáû ðàçäåëèòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿîäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé ñèñòåì. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ñïðàâà îòòàáëèöû óêàçàíî, ðåøåíèå êàêîé ñèñòåìû (îäíîðîäíîé èëè íåîäíîðîä-íîé) çàïèñàíî â òîé èëè èíîé ñòðîêå.



258 �ëàâà 6. ÌàòðèöûÂåêòîðíàÿ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ íàøåé ñèñòåìû èìååò, ñëåäîâà-òåëüíî, âèä
(1, 3, 0,−1, 2) + (−2,−2, 6, 5, 0)c1 + (−4, 6, 7, 0, 5)c2 ,ãäå c1 è c2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Âûïèñàâ êàæäóþèç êîîðäèíàò ïîëó÷åííîãî âåêòîðà, ìû ïîëó÷èì êîîðäèíàòíóþ çàïèñüîáùåãî ðåøåíèÿ: 




x1 = 1 − 2c1 − 4c2,
x2 = 3 − 2c1 + 6c2,
x3 = 6c1 + 7c2,
x4 = −1 + 5c1 ,
x5 = 2 + 5c2.Îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ òîé æå ñèñòåìû,íàéäåííàÿ â � 12, âûãëÿäèò ïî-äðóãîìó � ñì. òàì ðàâåíñòâà (6). Ýòîíåóäèâèòåëüíî: ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è �óíäàìåí-òàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû îïðåäå-ëåíû íåîäíîçíà÷íî.� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö�àíåå ó íàñ óæå âîçíèêàëè îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè. Â � 13 áûëîââåäåíî òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèöû, à â � 23 � ëèíåéíûå îïåðàöèè íàäìàòðèöàìè (ñëîæåíèå ìàòðèö è óìíîæåíèå ìàòðèöû íà ÷èñëî). Ýòîò èñëåäóþùèé ïàðàãðà�û ïîñâÿùåíû äâóì áîëåå ñëîæíûì îïåðàöèÿì �óìíîæåíèþ ìàòðèö è îáðàùåíèþ ìàòðèöû (ò. å. âçÿòèþ îáðàòíîé ìàò-ðèöû). Â äàííîì ïàðàãðà�å èçó÷àåòñÿ ïåðâàÿ èç íèõ.1. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöÏðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö îïðåäåëåíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëîñòîëáöîâ ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ðàâíî ÷èñëó ñòðîê âòîðîãî. Èíûìè ñëî-âàìè, åñëè ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê k×ℓ, à ìàòðèöà B � ïîðÿäîê r×m,òî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà ℓ = r. Îòìåòèì, ÷òî ãîâîðÿ �ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íàìàòðèöó B�, ìû èìååì â âèäó, ÷òî A � ïåðâûé (ëåâûé) ñîìíîæèòåëü, à

B � âòîðîé (ïðàâûé). Ïóñòü
A =




a11 a12 . . . a1ℓ
a21 a22 . . . a2ℓ. . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akℓ


 , à B =




b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m. . . . . . . . . . . . . . .
bℓ1 bℓ2 . . . bℓm


 .



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 259Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîðÿäêè ìàòðèö A è B ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî k × ℓè ℓ × m. Ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà C = (cij)ïîðÿäêà k ×m òàêàÿ, ÷òî
cij =

ℓ∑

s=1

aisbsj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aiℓbℓj.Èíûìè ñëîâàìè, cij åñòü ñóììà ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêèïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ (ìàòðèöû A) íà ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû j-ãîñòîëáöà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ (ìàòðèöû B). Ìàòðèöà C îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç AB.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü
A =

(
2 −1
3 4

)
, à B =

(
3 1 −2
5 0 4

)
.Ïðîèçâåäåíèå AB îïðåäåëåíî, ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ìàòðèöû A ðàâåí 2×2,à ïîðÿäîê B ðàâåí 2 × 3. Ìàòðèöà AB áóäåò èìåòü ïîðÿäîê 2 × 3. Ïîîïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èìååì

AB =

(
2 · 3 + (−1) · 5 2 · 1 + (−1) · 0 2 · (−2) + (−1) · 4

3 · 3 + 4 · 5 3 · 1 + 4 · 0 3 · (−2) + 4 · 4

)
=

=

(
1 2 −8
29 3 10

)
.Îòìåòèì ñâîéñòâà ââåäåííîé îïåðàöèè. Ïóñòü A,B è C � ìàòðèöû,à t � ÷èñëî. Òîãäà:1) (AB)C = A(BC) (óìíîæåíèå ìàòðèö àññîöèàòèâíî);2) A(B +C) = AB +AC è (A+B)C = AC +BC (óìíîæåíèå ìàòðèöäèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);3) (tA)B = A(tB) = t(AB);4) AE = A è EA = A;5) AO = O è OA = O;6) (AB)⊤ = B⊤A⊤;7) åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà,òî |AB| = |A| · |B|



260 �ëàâà 6. Ìàòðèöû(ñâîéñòâà 1�6 ñëåäóåò ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ìàòðèöà, ñòî-ÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, îïðåäåëåíà, òî îïðåäåëåíà è ìàòðèöà,ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, è ýòè ìàòðèöû ðàâíû).Ñâîéñòâà 1�6 äîêàçûâàþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðèìåíåíèåì îïðåäå-ëåíèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç ñâîéñòâà2. Ïóñòü ìàòðèöà A = (aij) èìååò ïîðÿäîê k × ℓ, à ìàòðèöû B = (bij) è
C = (cij) � ïîðÿäîê ℓ × m. Òîãäà ýëåìåíò ëåâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãîðàâåíñòâà, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå, åñòü

ai1(b1j + c1j) + ai2(b2j + c2j) + · · ·+ aiℓ(bℓj + cℓj).À ýëåìåíò èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, ñòîÿùèé íà òîì æå ìåñòå, åñòü
(ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ aiℓbℓj) + (ai1c1j + ai2c2j + · · ·+ aiℓcℓj).ßñíî, ÷òî ýòè ýëåìåíòû ðàâíû.Ñâîéñòâî 7 áóäåò äîêàçàíî ÷óòü íèæå.Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ, áóäåò ëè óìíîæåíèå ìàòðèö êîììóòà-òèâíûì (ò. å. âåðíî ëè, ÷òî åñëè ïðîèçâåäåíèå AB ñóùåñòâóåò, òî ïðîèç-âåäåíèå BA òîæå ñóùåñòâóåò è AB = BA)? ßâíàÿ �íåñèììåòðè÷íîñòü�îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòâåòáóäåò îòðèöàòåëüíûì. Ýòî è â ñàìîì äåëå òàê. Âî-ïåðâûõ, âîçìîæíàñèòóàöèÿ, êîãäà ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö â îäíîì ïîðÿäêå ñóùåñòâóåò, à âäðóãîì � íåò. Íàïðèìåð, åñëè A èìååò ïîðÿäîê 5 × 3, à B � ïîðÿäîê

3×4, òî AB � ìàòðèöà ïîðÿäêà 5×4, à ïðîèçâåäåíèå BA íå îïðåäåëåíî.Äàëåå, ìàòðèöû AB è BA ìîãóò ñóùåñòâîâàòü, íî èìåòü ðàçíûå ïîðÿä-êè. Òàê, åñëè A è B � ìàòðèöû ïîðÿäêà 4 × 1 è 1 × 4 ñîîòâåòñòâåííî,òî AB èìååò ïîðÿäîê 4 × 4, à BA � ïîðÿäîê 1 × 1. Íåòðóäíî ïîíÿòü,÷òî ìàòðèöû AB è BA ñóùåñòâóþò è èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æåïîðÿäêà (ïðè ýòîì ìàòðèöû AB è BA áóäóò êâàäðàòíûìè ìàòðèöàìèòîãî æå ñàìîãî ïîðÿäêà). Íî è â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî AB = BA ìîæåòíå âûïîëíÿòüñÿ. Ïðèìåð ïðèâåñòè íåñëîæíî:
(

1 2
−1 3

)
·
(
2 0
4 −1

)
=

(
10 −2
10 −3

)
, íî ( 2 0

4 −1

)
·
(

1 2
−1 3

)
=

(
2 4
5 5

)
.2. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöÍàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü ñâîéñòâî 7 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � êâàäðàòíûå ìàòðè-öû ïîðÿäêîâ p è q ñîîòâåòñòâåííî, F = (fij) � ìàòðèöà ïîðÿäêà p× q



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 261è G � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà p + q, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:
G =




a11 a12 . . . a1p f11 f12 . . . f1q
a21 a22 . . . a2p f21 f22 . . . f2q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ap1 ap2 . . . app fp1 fp2 . . . fpq
0 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1q
0 0 . . . 0 b21 b22 . . . b2q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 bq1 bq2 . . . bqq




.

Òîãäà
|G| = |A| · |B|. (1)Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî p.Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü p = 1. Òîãäà

|G| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 f11 f12 . . . f1q
0 b11 b12 . . . b1q
0 b21 b22 . . . b2q. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 bq1 bq2 . . . bqq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ïî ïåðâîìóñòîëáöó, ïîëó÷èì, ÷òî |G| = a11 · |B|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, A = (a11) è
|A| = a11. Ñëåäîâàòåëüíî, |G| = |A| · |B|. Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (1) âûïîëíåíî ïðè p =
r−1 è äîêàæåì, ÷òî òîãäà îíî âûïîëíåíî ïðè p = r. Ìèíîð ìàòðèöû A,ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíòó aij , áóäåì, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷àòü ÷åðåçMij .�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû G ïî ïåðâîìó ñòîëáöó è èñïîëüçîâàâïîñëå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî
|G| = a11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 . . . a2r f21 . . . f2q
a32 . . . a3r f31 . . . f3q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar2 . . . arr fr1 . . . frq
0 . . . 0 b11 . . . b1q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

− a21 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1r f11 . . . f1q
a32 . . . a3r f31 . . . f3q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar2 . . . arr fr1 . . . frq
0 . . . 0 b11 . . . b1q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+
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+ · · · + (−1)r+1ar1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 . . . a1r f11 . . . f1q
a22 . . . a2r f21 . . . f2q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ar−1 2 . . . ar−1 r fr−1 1 . . . fr−1 q

0 . . . 0 b11 . . . b1q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 bq1 . . . bqq

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= a11M11 · |B| − a21M21 · |B|+ · · · + (−1)r+1ar1Mr1 · |B| =
= a11A11 · |B|+ a21A21 · |B|+ · · · + ar1Ar1 · |B| =
= (a11A11 + a21A21 + · · · + ar1Ar1) · |B| = |A| · |B|.Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.Äîêàæåì òåïåðü ñâîéñòâî 7 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö.Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æåïîðÿäêà. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèö A è B ÷åðåç n, à ìàòðèöó AB �÷åðåç C. Ïóñòü C = (cij). �àññìîòðèì ìàòðèöó

D =




a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn




.

Ìàòðèöà
D⊤ =




a11 a21 . . . an1 −1 0 . . . 0
a12 a22 . . . an2 0 −1 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann 0 0 . . . −1
0 0 . . . 0 b11 b21 . . . bn1
0 0 . . . 0 b12 b22 . . . bn2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 b1n b2n . . . bnn


èìååò âèä, óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå äîêàçàííîãî âûøå ïðåäëîæåíèÿ.Ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåäëîæåíèå è ñâîéñòâî 9 îïðåäåëèòåëåé, èìååì |D| =

|D⊤| = |A⊤| · |B⊤| = |A| · |B|, ò. å.
|D| = |A| · |B|. (2)



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 263Ïðèáàâèì ê (n+ 1)-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû D åå ïåðâûé ñòîëáåö, óìíî-æåííûé íà b11, âòîðîé, óìíîæåííûé íà b21, . . . , è, íàêîíåö, n-é, óìíî-æåííûé íà bn1. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D′. ßñíî, ÷òî âîâñåõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû D′, êðîìå (n+ 1)-ãî, ñòîÿò òå æå ýëåìåíòû, ÷òîè â ìàòðèöå D. Åñëè 1 6 i 6 n, òî ýëåìåíò, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è
(n+ 1)-ì ñòîëáöå ìàòðèöû D′ ðàâåí ai1b11 + ai2b21 + · · · + ainbn1 = ci1;åñëè æå n + 1 6 i 6 2n, òî ýòîò ýëåìåíò ðàâåí −bi1 + bi1 = 0. Òàêèìîáðàçîì,

D′ =




a11 a12 . . . a1n c11 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n c21 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann cn1 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 0 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 0 b22 . . . b2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0 bn2 . . . bnn




.

Òåïåðü ïðèáàâèì ê (n+ 2)-ìó ñòîëáöó ìàòðèöû D′ åå ïåðâûé ñòîëáåö,óìíîæåííûé íà b12, âòîðîé, óìíîæåííûé íà b22, . . . , è, íàêîíåö, n-é,óìíîæåííûé íà bn2. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç D′′. Âî âñåõñòîëáöàõ ìàòðèöû D′′, êðîìå (n+ 2)-ãî, ñòîÿò òå æå ýëåìåíòû, ÷òî è âìàòðèöå D′, Êàê è âûøå, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýëåìåíò, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêåè (n+ 2)-ì ñòîëáöå ìàòðèöû D′′, ðàâåí ci2, åñëè 1 6 i 6 n, è 0, åñëè
n+ 1 6 i 6 2n. Òàêèì îáðàçîì,

D′′ =




a11 a12 . . . a1n c11 c12 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n c21 c22 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann cn1 cn2 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 0 0 b13 . . . b1n
0 −1 . . . 0 0 0 b23 . . . b2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0 0 bn3 . . . bnn




.

Èçìåíèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì (n+ 3)-é ñòîëáåö ìàòðèöû D′′, çàòåì
(n+ 4)-é ñòîëáåö ïîëó÷åííîé ìàòðèöû è ò. ä. Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò èç-ìåíåí ïîñëåäíèé ñòîëáåö, ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó
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D∗ =




a11 a12 . . . a1n c11 c12 . . . c1n
a21 a22 . . . a2n c21 c22 . . . c2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 −1 . . . 0 0 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 0 0 . . . 0




.

Ïðè ýòîì èç ñâîéñòâ 5 è 10 îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò, ÷òî |D| = |D′| =
|D′′| = · · · = |D∗|, ò. å.

|D∗| = |D|. (3)Ïîìåíÿåì òåïåðü â ìàòðèöå D∗ ìåñòàìè ñíà÷àëà (n+ 1)-é ñòîëáåö ñïåðâûì, çàòåì (n+ 2)-é ñòîëáåö � ñî âòîðûì, . . . , íàêîíåö, ïîñëåäíèéñòîëáåö � ñ n-ì. Ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó
D =




c11 c12 . . . c1n a11 a12 . . . a1n
c21 c22 . . . c2n a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnn an1 an2 . . . ann
0 0 . . . 0 −1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 −1 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0 0 . . . −1




.

Ïåðåõîäÿ îò ìàòðèöûD∗ ê ìàòðèöåD, ìû ñäåëàëè n ïåðåñòàíîâîê ñòîëá-öîâ. Èç ñâîéñòâ 3 è 10 îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò, ÷òî
|D| = (−1)n · |D∗|. (4)Ìàòðèöà D èìååò âèä, óêàçàííûé â �îðìóëèðîâêå äîêàçàííîãî âûøåïðåäëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, |D| = |C|·(−1)n. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãîðàâåíñòâà íà (−1)n, ïîëó÷àåì, ÷òî (−1)n · |D| = (−1)2n · |C| = |C|, ò. å.
|C| = (−1)n · |D|. (5)Èç ðàâåíñòâ (2), (3), (4) è (5) âûòåêàåò, ÷òî

|C| = (−1)n · |D| = (−1)2n · |D∗| = |D∗| = |D| = |A| · |B|.Ñâîéñòâî 7 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äîêàçàíî.



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 2653. Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà îò êâàäðàòíîé ìàòðèöûÎïåðàöèè óìíîæåíèÿ è ñëîæåíèÿ ìàòðèö è óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà÷èñëî ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò êâàäðàòíûõ ìàò-ðèö. Ïðåæäå âñåãî î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíü êâàäðàòíîéìàòðèöû A:
Ak = A ·A · . . . · A︸ ︷︷ ︸

k ðàç .Â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö âîçâåäåíèå ìàòðèö â ñòå-ïåíü îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî è âîçâåäåíèå ÷èñåë â ñòåïåíü. Àèìåííî, äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A è ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
m è n ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Am · An = Am+n, à (Am)n = Amn.Äàëåå, åñëè f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 � ìíîãî÷ëåí, à A� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ìàòðèöû Aíàçûâàåòñÿ ìàòðèöà
f(A) = anA

n + an−1A
n−1 + · · · + a1A+ a0E,ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A. Ïðèâåäåì ïðèìåð.Íàéäåì çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) = −2x3 + x2 + 3x− 4 îò ìàòðèöû

A =




−1 2 0 −3
2 1 −1 −1
0 1 2 0

−1 −2 0 1


 .Ïðåæäå âñåãî íàéäåì ìàòðèöû A2 è A3:

A2 =




−1 2 0−3
2 1−1−1
0 1 2 0

−1−2 0 1


 ·




−1 2 0−3
2 1−1−1
0 1 2 0

−1−2 0 1


 =




8 6−2−2
1 6−3−8
2 3 3−1

−4−6 2 6


 ;

A3 =




8 6−2−2
1 6−3−8
2 3 3−1

−4−6 2 6


 ·




−1 2 0−3
2 1−1−1
0 1 2 0

−1−2 0 1


 =




6 24−10−32
19 21−12−17
5 12 3−10

−14−24 10 24


 .Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè f(A):

f(A) = −2A3 +A2 + 3A− 4E =
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=




−12 −48 20 64
−38 −42 24 34
−10 −24 −6 20
28 48 −20 −48


+




8 6 −2 −2
1 6 −3 −8
2 3 3 −1

−4 −6 2 6


+

+




−3 6 0 −9
6 3 −3 −3
0 3 6 0

−3 −6 0 3


+




−4 0 0 0
0 −4 0 0
0 0 −4 0
0 0 0 −4


 =

=




−11 −36 18 53
−31 −37 18 23
−8 −18 −1 19
21 36 −18 −43


 .4. Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÈñïîëüçóÿ îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãóþçàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bmìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 ·




x1
x2...
xn


 =




b1
b2...
bm


 .Ýòó çàïèñü ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñèñòåìû.Îáîçíà÷èì ìàòðèöó ñèñòåìû ÷åðåç A è ïîëîæèì

X =




x1
x2...
xn


 è B =




b1
b2...
bm


 .Òîãäà ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

AX = B,



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 267êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñèñòåìû. Ïîëîæèì
~x = (x1, x2, . . . , xn) è~b = (b1, b2, . . . , bm). Âåêòîðû ~x è~b ìîæíî ðàññìàòðè-âàòü êàê ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç îäíîé ñòðîêè. Òîãäà X = ~x⊤ è B = ~b⊤.Ïîýòîìó ïîä êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéìû áóäåì ïîíèìàòü òàêæå ðàâåíñòâî

A~x⊤ = ~b⊤.Îòìåòèì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîç-âîëÿåò êîìïàêòíî çàïèñûâàòü íå òîëüêî ñàìè ýòè ñèñòåìû, íî è äîêàçà-òåëüñòâà ìíîãèõ óòâåðæäåíèé. Òàê, íàïðèìåð, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû1 èç � 11 ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè X1 è X2 � ðåøåíèÿîäíîðîäíîé ñèñòåìû AX = O, à t � ÷èñëî, òî A(X1+X2) = AX1+AX2 =
O+O = O è A(tX1) = t(AX1) = t ·O = O; ñëåäîâàòåëüíî, X1+X2 è tX1� ðåøåíèÿ ñèñòåìû AX = O.Â � 22 ìû âûâåëè �îðìóëû èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè çàìåíåáàçèñà. Òåïåðü ìû ìîæåì óêàçàòü èõ ìàòðè÷íóþ çàïèñü. Ïóñòü V �âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ V , à F è G � áàçèñû â V . Ïóñòü XF è XG� ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî, à TFG� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ,ââåäåííûå â � 22, èìååì

XF =




x1
x2...
xn


 è XG =




x′1
x′2...
x′n


 .Òîãäà �îðìóëó (4) èç � 22 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

XF = TFGXG.5. �àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöÂ äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðîèçâåäåíèÿìàòðèö.Òåîðåìà. �àíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà êàæäî-ãî èç ñîìíîæèòåëåé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü
A =




a11 a12 . . . a1ℓ
a21 a22 . . . a2ℓ. . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 . . . akℓ


 è B =




b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m. . . . . . . . . . . . . . .
bℓ1 bℓ2 . . . bℓm


 .



268 �ëàâà 6. Ìàòðèöû�àññìîòðèì ìàòðèöó C = AB, ðàñïèñàâ åå ïåðâûé ñòîëáåö â ñîîòâåò-ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:
C =




a11b11 + a12b21 + · · · + a1ℓbℓ1 c12 . . . c1m
a21b11 + a22b21 + · · · + a2ℓbℓ1 c22 . . . c2m. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1b11 + ak2b21 + · · ·+ akℓbℓ1 ck2 . . . ckm


 .Ìû âèäèì, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

b11 ·




a11
a21...
ak1


+ b21 ·




a12
a22...
ak2


+ · · ·+ bℓ1 ·




a1ℓ
a2ℓ...
akℓ


 .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû C ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-íàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòüè äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñòîëáöà ìàòðèöû C, ò. å. âñå ñòîëáöû ìàòðèöû

C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäîâà-òåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè-ñòîëáöàìè ìàòðèöû
C, ñîäåðæèòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè-ñòîëáöàìèìàòðèöû A. �àçìåðíîñòü ïåðâîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå ïðåâîñõîäèò ïî-ýòîìó ðàçìåðíîñòè âòîðîãî. À ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ðàíã ïî ñòîëáöàì ìàò-ðèöû C íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà ïî ñòîëáöàì ìàòðèöû A, ò. å. r(C) 6 r(A).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà r(C) 6 r(B) íàäî óáåäèòüñÿ â òîì,÷òî ñòðîêè ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ìàò-ðèöû B, ÷òî ëåãêî ñäåëàòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.6. Ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ AX = B è XA = BÌàòðè÷íûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, â êîòîðîì íåèçâåñò-íûì ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà. Çäåñü ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâ-íåíèå âèäà

AX = B, (6)ãäå A è B � èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ. Íèæå â äàííîìïàðàãðà�å (ñì. ñ. 272) è â êîíöå � 31 áóäóò ðàññìîòðåíû ìàòðè÷íûå óðàâ-íåíèÿ åùå äâóõ òèïîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî, ÷òî÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó ñòðîê â ìàòðèöå A. Ñëåäîâà-òåëüíî, åñëè ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöàõ A è B ðàçëè÷íî, òî óðàâíåíèå (6)



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 269ðåøåíèé íå èìååò. Ïîýòîìó âñþäó â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ îá ýòîì óðàâ-íåíèè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû A è B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëîñòðîê.Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âèäíî òàêæå, ÷òî ÷èñëî ñòîëá-öîâ â ìàòðèöå AX ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ â ìàòðèöå X. Ñëåäîâàòåëüíî,åñëè X � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6), òî ìàòðèöû X è B ñîäåðæàò îäèíàêî-âîå ÷èñëî ñòîëáöîâ. Óðàâíåíèå âèäà (6) óæå âîçíèêàëî ðàíåå â äàííîìïàðàãðà�å â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà X è B ñîäåðæàò îäèí ñòîëáåö(ñì. ñ. 266). Ìû âèäåëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (6) åñòü ïðîñòîäðóãîé ñïîñîá çàïèñè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Êàê áóäåò ïîêàçàíîíèæå, â îáùåì ñëó÷àå îíî ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè k ñèñòåì ëèíåéíûõóðàâíåíèé, ãäå k � ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöàõ X è B.Íà÷íåì ñ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà. �åøèì óðàâíåíèå (6), ãäå
A =

(
2 1 0
2 2 2

)
, à B =

(
1 0 −1 2
2 1 −3 0

)
.Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà X äîëæíàèìåòü ïîðÿäîê 3× 4. Îáîçíà÷èì åå ýëåìåíòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X =



x1 y1 z1 t1
x2 y2 z2 t2
x3 y3 z3 t3


 .Òîãäà

AX=

(
2x1+x2 2y1+y2 2z1+z2 2t1+t2
2x1+2x2+2x3 2y1+2y2+2y3 2z1+2z2+2z3 2t1+2t2+2t3

)
.Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ñ ìàòðèöåé B, ìû âèäèì,÷òî óðàâíåíèå (6) ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñè-ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èçñòîëáöîâ ìàòðèö AX è B):

{
2x1 + x2 = 1,
2x1 + 2x2 + 2x3 = 2;

{
2y1 + y2 = 0,
2y1 + 2y2 + 2y3 = 1;{

2z1 + z2 = −1,
2z1 + 2z2 + 2z3 = −3;

{
2t1 + t2 = 2,
2t1 + 2t2 + 2t3 = 0.Âñå ÷åòûðå ñèñòåìû, ê êîòîðûì ñâåëîñü íàøå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå, èìå-þò îäíó è òó æå îñíîâíóþ ìàòðèöó � ìàòðèöó A. Êðîìå òîãî, â êàæäîéèç ýòèõ ñèñòåì ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ îäèí èç ñòîëáöîâ ìàò-ðèöû X, à ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ � îäèí èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû
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B. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøèòü êàæäóþ èç ýòèõ ñèñòåì ìåòîäîì �àóññà, íà-äî çàïèñàòü ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ñèñòåìû è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõïðåîáðàçîâàíèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåñòè åå îñíîâíóþ ÷àñòü ê ñòó-ïåí÷àòîìó âèäó. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ñèñòåìíåñîâìåñòíà, òî è èñõîäíîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé. Åñ-ëè æå âñå ñèñòåìû ñîâìåñòíû, òî, ðåøèâ êàæäóþ èç íèõ, ìû íàéäåì âñåñòîëáöû ìàòðèöû X, à çíà÷èò, è ñàìó ýòó ìàòðèöó. Íî ó âñåõ ðåøàå-ìûõ ñèñòåì îñíîâíàÿ ìàòðèöà � îäíà è òà æå. Ýòî ïîçâîëÿåò ðåøàòüâñå ñèñòåìû îäíîâðåìåííî. Äëÿ ýòîãî íàäî ñîñòàâèòü ìàòðèöó ïîðÿäêà
2 × 7, çàïèñàâ â ïåðâûå 3 ñòîëáöà ìàòðèöó A, à â ïîñëåäíèå 4 ñòîëá-öà � ìàòðèöó B, è çàòåì ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âñåé ýòîéìàòðèöû ïðèâåñòè åå ëåâóþ ÷àñòü ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîñêîëüêó ïðèýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñòîëáöû íå �ïåðåìåøèâàþòñÿ�, êàæäûéèç ñòîëáöîâ ïðàâîé ÷àñòè ìàòðèöû áóäåò ìåíÿòüñÿ íåçàâèñèìî îò äðó-ãèõ � òàê æå, êàê ìåíÿëñÿ áû ïîñëåäíèé ñòîëáåö ðàñøèðåííîé ìàòðèöû,åñëè áû ìû ðåøàëè îòäåëüíî ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó ñòîëáöó.�åàëèçóåì ýòîò ïëàí. Äëÿ íàãëÿäíîñòè áóäåì îòäåëÿòü îäíó ÷àñòü ìàò-ðèöû îò äðóãîé âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé. Èìååì

(
2 1 0 1 0 −1 2
2 2 2 2 1 −3 0

)
∼
(

2 1 0 1 0 −1 2
0 1 2 1 1 −2 −2

)
.Âûïèøåì ñòóïåí÷àòûå ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì ðåøàåìûìñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(
2 1 0 1
0 1 2 1

)
,

(
2 1 0 0
0 1 2 1

)
,

(
2 1 0 −1
0 1 2 −2

) è (
2 1 0 2
0 1 2 −2

)
.Âî âñåõ ýòèõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ îäíà ñâîáîäíàÿ íåèçâåñòíàÿ � òðåòüÿ.Âûïèøåì îáùèå ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì:




x1= c1 ,
x2=−2c1+1,
x3= c1 ;




y1= c2−0,5,
y2=−2c2+ 1,
y3= c2 ;




z1= c3+0,5,
z2=−2c3− 2,
z3= c3 ;




t1= c4+2,
t2=−2c4−2,
t3= c4 .Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèÿìè íàøåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûåìàòðèöû âèäà

X =




c1 c2 − 0,5 c3 + 0,5 c4 + 2
−2c1 + 1 −2c2 + 1 −2c3 − 2 −2c4 − 2

c1 c2 c3 c4


 ,ãäå c1, c2, c3 è c4 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è òîëüêî îíè.Ïåðåõîä îò ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ê îáùåìó ñëó÷àþ î÷åâèäåí.



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 271Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (6) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè k ñè-ñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (ãäå k � ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû
B), èìåþùèõ îäíó è òó æå îñíîâíóþ ìàòðèöó � ìàòðèöó
A; â i-é èç ýòèõ ñèñòåì ñòîëáöîì íåèçâåñòíûõ ÿâëÿåòñÿ
i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X, à ñòîëáöîì ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ �
i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B (i = 1, 2, . . . , k).Â êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñè óïîìÿíóòûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéèìåþò âèä

AX1 = B1, AX2 = B2, . . . , AXk = Bk, (7)ãäå Xi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû X, à Bi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû B (i =
1, 2, . . . , k).Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà A �íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ èç ñèñòåì(7) ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé è, â ñèëó òåîðåìû 1 èç � 14, èìååò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, è óðàâíåíèå (6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-íèå. Íàïîìíèì óêàçàííûé íà ñ. 149 ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû, èìåþùåéåäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åå ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó ìîæíî ýëåìåíòàðíû-ìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâåñòè ê ìàòðèöå, îñíîâíàÿ ÷àñòü êîòîðîé (ò. å.âñÿ ìàòðèöà, êðîìå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà) áóäåò åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Âïîñëåäíåì ñòîëáöå ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò ñòîÿòü ðåøåíèå ñèñòåìû.Îáúåäèíèâ ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñî ñêàçàííûì âûøå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùååïðàâèëî.Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå (6), â êîòîðîì A � íåâûðîæäåííàÿêâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à B � ìàòðèöà ïîðÿäêà

n×k. Çàïèøåì ìàòðèöó ïîðÿäêà n×(n+k), â êîòîðîé â ïåð-âûõ n ñòîëáöàõ ñòîèò ìàòðèöà A, à â ïîñëåäíèõ k ñòîëá-öàõ � ìàòðèöà B. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåð-âûå n ñòîëáöîâ) ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïðàâîé ÷àñòè (ò. å. âïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ ) ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò çàïèñà-íà ìàòðèöà X, ÿâëÿþùàÿñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâ-íåíèÿ (6).Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) â ñëó÷àå, êîãäà A � íåâûðîæäåí-íàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, áóäåò óêàçàí â êîíöå � 31.Ââåäåì îäíî îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü P è Q � ìàòðèöû, ñîäåðæàùèå îäè-íàêîâîå ÷èñëî ñòðîê. Òîãäà ÷åðåç (P |Q) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìàòðèöó,



272 �ëàâà 6. Ìàòðèöûïîëó÷åííóþ ïðèïèñûâàíèåì ìàòðèöû Q ê ìàòðèöå P ñïðàâà. Èíûìèñëîâàìè, åñëè P èìååò ïîðÿäîê m × n, à Q � ïîðÿäîê m × k, òî (P |Q)� ìàòðèöà ïîðÿäêà m × (n + k), â êîòîðîé â ïåðâûõ n ñòîëáöàõ çàïè-ñàíà ìàòðèöà P , à â ïîñëåäíèõ k ñòîëáöàõ � ìàòðèöà Q. Óêàçàííûé âïðåäûäóùåì àáçàöå àëãîðèòì ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàçèòü ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:
(A|B) ∼ · · · ∼ (E|X).Ïðèâåäåì ïðèìåð. �åøèì óðàâíåíèå

(
2 1
1 0

)
·X =

(
8 6 4 2
5 4 3 2

)
.Äåéñòâóÿ ïî îïèñàííîìó âûøå ïëàíó, èìååì

(
2 1 8 6 4 2
1 0 5 4 3 2

)
∼
(
2 1 8 6 4 2
0 −1 2 2 2 2

)
∼
(
2 0 10 8 6 4
0 −1 2 2 2 2

)
∼

∼
(
1 0 5 4 3 2
0 1 −2 −2 −2 −2

)
.Òàêèì îáðàçîì, íàøå óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ìàòðèöó

X =

(
5 4 3 2

−2 −2 −2 −2

)
.Ñêàçàííîå âûøå ìîæíî ïðèìåíèòü ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íûõ óðàâíå-íèé âèäà XA = B, ãäå A è B � èçâåñòíûå ìàòðèöû, à X � íåèçâåñòíàÿ.Â ñàìîì äåëå, òðàíñïîíèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà XA = B è èñïîëü-çóÿ ñâîéñòâî 6 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñì. ñ. 259), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

A⊤X⊤ = B⊤. �åøèâ åãî îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì, ìû íàéäåì ìàòðè-öó X⊤. Òðàíñïîíèðîâàâ åå, ïîëó÷èì ìàòðèöó X.7. Íàõîæäåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäàîò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìóñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé�àññìîòðåííûå âûøå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ âèäà AX = B åñòåñòâåí-íî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿçàäà÷à î âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Ìûóæå ñòàëêèâàëèñü ñ íåîáõîäèìîñòüþ íàõîæäåíèÿ ýòîé ìàòðèöû â � 22.Â äàëüíåéøåì òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü âîçíèêíåò ó íàñ åùå ðàç (ñì. � 33).



� 30. Óìíîæåíèå ìàòðèö 273�àññìîòðåíèÿ, ïðîâåäåííûå âûøå, ïîçâîëÿþò óêàçàòü ïðîñòîé ñïîñîáíàõîæäåíèÿ óêàçàííîé ìàòðèöû.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå V çàäàíû áàçèñ F , ñîñòîÿùèé èç âåêòî-ðîâ f1, f2, . . . , fn, è áàçèñ G, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ g1,g2, . . . ,gn. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì èçâåñòíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fn è
g1,g2, . . . ,gn â íåêîòîðîì (îäíîì è òîì æå) áàçèñå ïðîñòðàíñòâà V :
fi = (fi1, fi2, . . . , fin) è gi = (gi1, gi2, . . . , gin) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç F ìàòðèöó, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíàòûâåêòîðîâ áàçèñà F , à ÷åðåç G � ìàòðèöó, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïè-ñàíû êîîðäèíàòû âåêòîðîâ áàçèñà G:

F =




f11 f21 . . . fn1
f12 f22 . . . fn2. . . . . . . . . . . . . . . .
f1n f2n . . . fnn


 , G =




g11 g21 . . . gn1
g12 g22 . . . gn2. . . . . . . . . . . . . . . .
g1n g2n . . . gnn


 .Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G îáîçíà÷àåòñÿ÷åðåç TFG. Ïîëîæèì TFG = (tij). Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû ïåðåõîäà îòîäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó âûïîëíåíû ðàâåíñòâà





t11f1 + t21f2 + · · ·+ tn1fn = g1,
t12f1 + t22f2 + · · ·+ tn2fn = g2,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t1nf1 + t2nf2 + · · ·+ tnnfn = gn.

(8)�àñïèøåì ïåðâîå èç ýòèõ âåêòîðíûõ ðàâåíñòâ ïî êîîðäèíàòàì. Ïî-ëó÷èì 



f11t11 + f21t21 + · · ·+ fn1tn1 = g11,
f12t11 + f22t21 + · · ·+ fn2tn1 = g12,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
f1nt11 + f2nt21 + · · ·+ fnntn1 = g1n.Êðàòêàÿ ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

FT1 = G1, ãäå T1 � ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû TFG, à G1 � ïåðâûé ñòîë-áåö ìàòðèöû G. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî íàáîð âåêòîð-íûõ ðàâåíñòâ (8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå íàáîðà ìàòðè÷íûõ ðàâåíñòâ
FT1 = G1, FT2 = G2, . . . , FTn = Gn, ãäå Ti è Gi � i-å ñòîëáöû ìàòðèö
TFG è G ñîîòâåòñòâåííî (i = 1, 2, . . . , n). Íî ýòîò íàáîð ìàòðè÷íûõ ðà-âåíñòâ ýêâèâàëåíòåí îäíîìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ FTFG = G. Òàêèìîáðàçîì, ìàòðèöà TFG ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

FX = G.



274 �ëàâà 6. Ìàòðèöûßñíî, ÷òî F � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïîñêîëüêó âåêòîðû f1, f2,. . . , fn îáðàçóþò áàçèñ, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíãìàòðèöû F ðàâåí n, è ïîòîìó îíà íåâûðîæäåííà. Â ñèëó ñêàçàííîãîâûøå (ñì. ñ. 271) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî.×òîáû íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G, íà-äî ñîñòàâèòü ìàòðèöó ïîðÿäêà n× 2n, â êîòîðîé â ïåðâûõ
n ñòîëáöàõ çàïèñàòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fn, à âïîñëåäíèõ n ñòîëáöàõ � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ g1,g2, . . . ,gn,è ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåñòè åå ëå-âóþ ïîëîâèíó ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå âïîñëåäíèõ n ñòîëáöàõ áóäåò ðàñïîëîæåíà ìàòðèöà TFG.Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(F|G) ∼ · · · ∼ (E|TFG).Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ïóñòü áàçèñ Fñîñòîèò èç âåêòîðîâ f1 = (1,−2) è f2 = (2, 1), à áàçèñ G � èç âåêòîðîâ
g1 = (3,−1) è g2 = (4, 2). Íàäî íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò F ê G. Âýòîì ñëó÷àå

F =

(
1 2

−2 1

)
, à G =

(
3 4

−1 2

)
.Èìååì

(
1 2 3 4

−2 1 −1 2

)
∼
(
1 2 3 4
0 5 5 10

)
∼
(
1 2 3 4
0 1 1 2

)
∼
(
1 0 1 0
0 1 1 2

)
.Ñëåäîâàòåëüíî,

TFG =

(
1 0
1 2

)
.

� 31. Îáðàòíàÿ ìàòðèöàÏàðàãðà� ïîñâÿùåí âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè ìàòðèöû, îáðàòíîé êäàííîé, è ñïîñîáàì âû÷èñëåíèÿ òàêîé ìàòðèöû.



� 31. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà 2751. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è ñâîéñòâàîáðàòíîé ìàòðèöûÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäàìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê A, åñëè
AB = BA = E,ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ îáðàòè-ìîé, åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà.Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A, ñóùåñòâóåò, òî îíàÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A. Ìàòðèöà E,êîíå÷íî, òîæå áóäåò èìåòü òîò æå ïîðÿäîê.Òåîðåìà. Åñëè |A| = 0, òî îáðàòíîé ê A ìàòðèöû íå ñóùåñòâóåò.Åñëè |A| 6= 0, òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèöû ÷åðåç n. Ïåðâîåóòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ íåñëîæíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè |A| = 0, òî

r(A) < n, ïîñêîëüêó åäèíñòâåííûé ìèíîð ïîðÿäêà n ìàòðèöû A (ò. å.
|A|) ðàâåí íóëþ. Íî r(E) = n (òàê êàê |E| 6= 0), è ïîòîìó ðàâåíñòâî
AB = E ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå èç � 30.Ïóñòü |A| 6= 0. Åäèíñòâåííîñòü îáðàòíîé ìàòðèöû óñòàíîâèòü íåñëî-æíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ìàòðèöû B1 è B2 òàêèå, ÷òî

AB1 = B1A = E è AB2 = B2A = E.�àññìîòðèì ìàòðèöó B2(AB1). Ñ îäíîé ñòîðîíû,
B2(AB1) = B2E = B2.Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

B2(AB1) = (B2A)B1 = EB1 = B1.Ñëåäîâàòåëüíî, B1 = B2.Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé ìàòðèöû. Ïîëîæèì d = |A|. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç A∗ ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèéýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. (Àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ðàñïîëîæåíû íà òåõæå ìåñòàõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû.) Òðàíñïîíèðóåì ìàòðèöó
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A∗ è ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó ðàçäåëèì íà d. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åí-íàÿ ìàòðèöà è åñòü îáðàòíàÿ ê A. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïðîèçâå-äåíèå 



a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 · 1

d
·




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 .Åñëè ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ ñòîèò íà äèàãîíàëè, ñêàæåì â i-é ñòðîêå è

i-ì ñòîëáöå, òî îí ðàâåí
1

d
(ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin) =

1

d
· d = 1,ïîñêîëüêó â ñêîáêàõ çàïèñàíî ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ |A| ïî i-é ñòðî-êå. Åñëè æå ýòîò ýëåìåíò ñòîèò â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå è i 6= j, òî îíðàâåí

1

d
(ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn) =

1

d
· 0 = 0(ñì. ñâîéñòâî 8 â � 13).Ìû ïðîâåðèëè, ÷òî AB = E. �àâåíñòâî BA = E ïðîâåðÿåòñÿ àíàëî-ãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.Â ÷àñòíîñòè, èç äîêàçàííîé òåîðåìû âûòåêàåòÑëåäñòâèå 1. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà îíà íåâûðîæäåííà.Ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå A = (aij), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A−1.Ïîëîæèì A∗ = (Aij), ãäå Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó

aij . Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû âûâåëè ñëåäóþùóþ �îðìóëóäëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû, îáðàòíîé ê A (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |A| 6= 0):
A−1 =

1

|A| · (A
∗)⊤. (1)Âû÷èñëèì, ïîëüçóÿñü ýòîé �îðìóëîé, ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå

A =




1 2 1
0 2 3
2 1 −1


 .Åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí 3, ïîýòîìó A−1 ñóùåñòâóåò (è åäèíñòâåííà). Ñî-ñòàâèì ìàòðèöó A∗:

A∗ =




−5 6 −4
3 −3 3
4 −3 2


 .



� 31. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà 277Òðàíñïîíèðóåì A∗ è âñå ýëåìåíòû òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû ðàçäå-ëèì íà |A|. Ïîëó÷èì
A−1 =




−5/3 1 4/3
2 −1 −1

−4/3 1 2/3


 .Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì ðàâåíñòâàì:

AB = E è BA = E. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ âûøå òåîðåìó, ëåã-êî ïîêàçàòü, ÷òî íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü îäíî èç íèõ. Áîëååòî÷íî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ìàòðèöà Bòàêîâà, ÷òî AB = E. Òîãäà BA = E, ìàòðèöà A îáðàòèìà è B = A−1.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâà 7 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ñì. ñ. 259)âûòåêàåò, ÷òî |A| · |B| = |AB| = |E| = 1. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âûòåêàåò,÷òî |A| 6= 0. Â ñèëó äîêàçàííîé âûøå òåîðåìû ìàòðèöà A îáðàòèìà.Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà AB = E ñëåâà íà A−1, ïîëó÷èì A−1AB =
A−1E. Íî A−1AB = EB = B, à A−1E = A−1. Òàêèì îáðàçîì, B = A−1.Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñïðàâà íà A, ïîëó÷èì BA =
A−1A = E. Ñëåäñòâèå 2 äîêàçàíî.Óêàæåì òåïåðü ñâîéñòâà îïåðàöèè îáðàùåíèÿ ìàòðèöû. Åñëè A è B� íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà, à t� íåíóëåâîå ÷èñëî, òî:1) (A−1)−1 = A;2) (AB)−1 = B−1A−1;3) (tA)−1 =

1

t
·A−1;4) (A⊤)−1 = (A−1)⊤;5) |A−1| = 1

|A| .Ñâîéñòâî 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ìàò-ðèöû, ñâîéñòâî 2 � èç ñëåäñòâèÿ 2 è ðàâåíñòâ
(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AEA−1 = AA−1 = E,



278 �ëàâà 6. Ìàòðèöûà ñâîéñòâî 3 � èç ñëåäñòâèÿ 2 è ðàâåíñòâ
(tA) ·

(
1

t
· A−1

)
=

(
t · 1
t

)
· (AA−1) = 1 · E = E.Ñâîéñòâî 4 ëåãêî âûòåêàåò èç �îðìóëû (1) è òîãî �àêòà, ÷òî ïðè òðàíñ-ïîíèðîâàíèè ìàòðèöû åå îïðåäåëèòåëü íå ìåíÿåòñÿ (ñì. ñâîéñòâî 9 â� 13). Íàêîíåö, ñâîéñòâî 5 ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

|A| · |A−1| = |AA−1| = |E| = 1(ìû èñïîëüçîâàëè çäåñü ñâîéñòâî 7 ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö � ñì. ñ. 259).2. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöûñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèéÑïîñîá âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, óêàçàííûé âûøå, òðåáóåò âû-ïîëíåíèÿ áîëüøîãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, êîòîðûé ê òîìó æå áûñòðî ðàñ-òåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ìàòðèöû: åñëè ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê n, òîíåîáõîäèìî ñîñ÷èòàòü îäèí îïðåäåëèòåëü n-ãî ïîðÿäêà è n2 îïðåäåëèòå-ëåé (n− 1)-ãî ïîðÿäêà.Ñóùåñòâóåò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, êîòîðûé íå òðå-áóåò âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé è ñëîæíîñòü êîòîðîãî î÷åíü ìåäëåííîðàñòåò ñ ðîñòîì ïîðÿäêà ìàòðèöû. ßñíî, ÷òî åñëè A � íåâûðîæäåííàÿêâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî îáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà (êîòîðàÿ ñó-ùåñòâóåò è åäèíñòâåííà â ñèëó òåîðåìû) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãîóðàâíåíèÿ AX = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ó÷èòûâàÿñêàçàííîå â � 30 (ñì. ñ. 271), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðàâèëî.Ïóñòü äàíà íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà
n. Çàïèøåì ìàòðèöó ïîðÿäêà n× 2n, â êîòîðîé â ïåðâûõ nñòîëáöàõ ñòîèò ìàòðèöà A, à â ïîñëåäíèõ n ñòîëáöàõ �åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-íèé âñåé ýòîé ìàòðèöû ïðèâåäåì åå ëåâóþ ÷àñòü (ò. å. ïåð-âûå n ñòîëáöîâ) ê åäèíè÷íîìó âèäó. Â ïðàâîé ÷àñòè (ò. å. âïîñëåäíèõ n ñòîëáöàõ ) ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäåò çàïèñàíàìàòðèöà A−1.Ýòîò àëãîðèòì ìîæíî ñèìâîëè÷åñêè èçîáðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(A|E) ∼ · · · ∼ (E|A−1).



� 31. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà 279Îïèñàííûì àëãîðèòìîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ òîãî, ÷òîáû âûÿñ-íèòü, ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà A−1. Â ñàìîì äåëå, â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû (A|E) ê åäèíè÷íîìó âèäó ìû ñíà÷àëà ïðèâåäåìåå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ìàòðèöà A−1 ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñòóïåí÷àòàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ âîçíèêíåò â ýòîò ìîìåíò â ëåâîé ÷à-ñòè ïðåîáðàçîâûâàåìîé ìàòðèöû, íå ñîäåðæèò íóëåâûõ ñòðîê. Â ñàìîìäåëå, îáîçíà÷èì ýòó ñòóïåí÷àòóþ ìàòðèöó ÷åðåç B, à ïîðÿäîê ìàòðèöû
A� ÷åðåç n. Â ñèëó àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû, èçëîæåííîãîíà ñ. 248, îòñóòñòâèå íóëåâûõ ñòðîê â ìàòðèöå B ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òîðàíã ìàòðèöû A ðàâåí n. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òîåäèíñòâåííûé ìèíîð ïîðÿäêà n ìàòðèöû A, à èìåííî åå îïðåäåëèòåëü,îòëè÷åí îò 0. Îñòàåòñÿ ñîñëàòüñÿ íà ñëåäñòâèå 1.Ïðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå ðàññìîòðåííîé âûøå ìàò-ðèöû

A =




1 2 1
0 2 3
2 1 −1


 .Èìååì 


1 2 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
2 1 −1 0 0 1


 ∼




1 2 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
0 −3 −3 −2 0 1


 ∼

∼




1 2 1 1 0 0
0 2 3 0 1 0
0 0 3 −4 3 2


 ∼




3 6 0 7 −3 −2
0 2 0 4 −2 −2
0 0 3 −4 3 2


 ∼

∼




3 0 0 −5 3 4
0 2 0 4 −2 −2
0 0 3 −4 3 2


 ∼




1 0 0 −5/3 1 4/3
0 1 0 2 −1 −1
0 0 1 −4/3 1 2/3


 .Ñëåäîâàòåëüíî,

A−1 =




−5/3 1 4/3
2 −1 −1

−4/3 1 2/3


 .Îòâåò, ðàçóìååòñÿ, ñîâïàë ñ òåì, ÷òî ìû íàøëè ðàíüøå äðóãèì ñïîñîáîì.3. Îáðàòíàÿ ìàòðèöàè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÑ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ìàòðèö ìîæíî ðåøàòü êðàìåðîâñêèå ñèñòåìûëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îñíîâíàÿ ìàòðèöà êîòîðûõ íåâûðîæäåííà. Â ñà-



280 �ëàâà 6. Ìàòðèöûìîì äåëå, ïóñòü AX = B � òàêàÿ ñèñòåìà. Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàò-ðèöû A ñóùåñòâóåò ìàòðèöà A−1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà AX = Bñëåâà íà A−1 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî A−1(AX) = (A−1A)X = EX = X, ïîëó÷à-åì, ÷òî íàøà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ�îðìóëîé
X = A−1B. (2)�åøèì óêàçàííûì ñïîñîáîì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





x1 + 2x2 + x3 = 2,
2x2 + 3x3 = −5

2x1 + x2 − x3 = 7.
(3)Çäåñü

A =




1 2 1
0 2 3
2 1 −1


 , à B =




2
−5
7


 .Ìàòðèöà A−1 áûëà äâàæäû âû÷èñëåíà âûøå. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2),èìååì

X = A−1B =




−5/3 1 4/3
2 −1 −1

−4/3 1 2/3


 ·




2
−5
7


 =




1
2

−3


 .Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x1 = 1, x2 = 2,

x3 = −3.4. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà è ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿÊàê îòìå÷àëîñü â � 30, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-íûì ñëó÷àåì ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âèäà AX = B. Ñêàçàííîå âûøåìîæíî èñïîëüçîâàòü è â ýòîì, áîëåå îáùåì, ñëó÷àå. Ïóñòü A � íåâûðîæ-äåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à B � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà. Êàê îòìå÷à-ëîñü â � 30, åñëè ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöàõ A è B ðàçëè÷íî, òî óðàâíåíèå
AX = B ðåøåíèé íå èìååò. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷òî ìàòðèöû Aè B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê. �àññóæäàÿ òàêæå, êàê ïðè âûâîäå�îðìóëû (2), ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå AX = B èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå âûðàæàåòñÿ óêàçàííîé �îðìóëîé.�åøèì ñ ïîìîùüþ ýòîé �îðìóëû ðàññìîòðåííîå âûøå óðàâíåíèå

(
2 1
1 0

)
·X =

(
8 6 4 2
5 4 3 2

)
.
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A =

(
2 1
1 0

)
, à B =

(
8 6 4 2
5 4 3 2

)
.Íàéäåì ìàòðèöó A−1 ïî �îðìóëå (1). Èìååì

|A| = −1, A∗ =

(
0 −1

−1 2

)
, è ïîòîìó A−1 =

(
0 1
1 −2

)
.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2), èìååì

X = A−1B =

(
0 1
1 −2

)
·
(
8 6 4 2
5 4 3 2

)
=

(
5 4 3 2

−2 −2 −2 −2

)
.Îòâåò ñîâïàë ñ íàéäåííûì âûøå äðóãèì ñïîñîáîì.Ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ìàòðèö ìîæíî ðåøàòü íå òîëüêî óðàâíåíèÿâèäà AX = B, íî è äðóãèå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ. Óêàæåì äâà èç íèõ:óðàâíåíèÿ âèäà XA = B, ãäå A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà,è óðàâíåíèÿ âèäà AXB = C, ãäå A è B � íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûåìàòðèöû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå X = BA−1 ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöû A è B èìåþò îäèíà-êîâîå ÷èñëî ñòîëáöîâ, è íå èìååò ðåøåíèé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, à âòîðîåèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X = A−1CB−1 ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàòðèöû

A è C èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê, à ìàòðèöû B è C � îäèíàêîâîå÷èñëî ñòîëáöîâ, è íå èìååò ðåøåíèé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.� 32. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) íàõîæäåíèå ðàíãà ìàòðèöû ïî ñòðîêàì, ïî ñòîëáöàì è ïî ìèíîðàì;2) íàõîæäåíèå �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷è, êîòîðûå ê ýòîìó ñâîäÿòñÿ (íà-ïðèìåð, íàõîæäåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû è áà-çèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ);3) âû÷èñëåíèå ðåçóëüòàòîâ ëèíåéíûõ îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè è ïðî-èçâåäåíèÿ ìàòðèö;



282 �ëàâà 6. Ìàòðèöû4) âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû, ðåøåíèå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé âè-äà AX = B, íàõîæäåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà êäðóãîìó.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ âñåõ ýòèõ òèïîâ èìåþòñÿ â � 28�31, è ïîòîìóçäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû è óêàçàòü êàêîé-íèáóäü åå íåíóëåâîé ìèíîð:à)  0 1 2 3
1 −1 4 3
1 1 8 9


; á)  1 1 1 1

2 2 −2 −2
1 1 5 5


; â)  1 1 1 1

1 2 3 4
−1 1 −1 1


;ã)  2 1 1 1 1

2 1 1 2 3
4 2 2 3 4
2 1 1 1 1


; ä)  6 −4 −4 6

−9 6 6 −9
9 −6 6 −9

−6 4 −4 6


.2. Îïðåäåëèòü ðàíã ìàòðèöû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà

t: à)  1 1 2 0
2 3 5 1
4 9 13 t
1 2 3 1


; á) −t 1 2 3 1

1 −t 3 2 1
2 3 −t 1 1
3 2 1 −t 1


; â)  1 t t2 t3

2 1 t t2

2 2 1 t
2 2 2 1


.3*. Êâàäðàòíûå ìàòðèöû A è B ïîðÿäêà n èìåþò ðàíãè r è s ñî-îòâåòñòâåííî. Èç ýòèõ ìàòðèö, à òàêæå íóëåâîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû Oïîðÿäêà n è ìàòðèöû −B ñîñòàâèëè ñëåäóþùèå êâàäðàòíûå ìàòðèöûïîðÿäêà 2n:à) (A O

O B

); á) ( A A
O B

); â) (A B
A −B

).Îïðåäåëèòü èõ ðàíãè.4*. Äîêàçàòü, ÷òî ðàíã ñóììû äâóõ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ñóììû èõðàíãîâ.5. Îïðåäåëèòü, ñîâìåñòíû ëè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëü-çóÿ òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè:à)  x1 − x2 + x3 = 2,
2x1 + x2 − x3 = 1,

− x2 + x3 = 1;
á)  x1 + 2x2 − x3 = −6,

2x1 + x2 + x3 = 3,
− x2 + x3 = 1;â)  x1 + x2 − x3 = 1,

x1 − x2 + x3 = 2,
2x1 − 3x2 + 4x3 = 8;

ã)  2x1 − x2 + x3 = −2,
x1 + 2x2 + 3x3 = −1,
x1 − 3x2 − 2x3 = 3.



� 32. Çàäà÷è 2836. Íàéòè �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé:à) { x + 3y + 2z = 0,
2x + 4y + 3z = 0;

á)  x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
2x1 − 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0,
x1 − x2 + x3 + x4 = 0.7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:à)  5x − 8y + 3z = 0,

2x − 3y + z = 0,
x − 2y + z = 0;

á) 3x1 + x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 0,
6x1 + 3x2 + 7x3 + 4x4 + 5x5 = 0,
9x1 + 5x2 + 9x3 + 6x4 + 7x5 = 0,
3x1 + 8x3 + 2x4 + 4x5 = 0;â) { x1 +2x2 + x3 =2,

2x1 +3x2 + x4 =0;
ã) {2x1 +2x2 − 3x3 +4x4 =−3,

x1 + x2 + x3 +2x4 = 5;ä)  x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
2x1 − x2 + x4 =−1,
4x1 − 5x2 +2x3 + x4 =−5;

å) 2x1 + x2 − x3 + x4 = 1,
x1 − x2 + x3 − x4 =−1,
3x1 + x2 − x3 +3x4 = 3.8. Íàéòè âåêòîð ñäâèãà è íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãîìíîãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1,
3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3,
3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7,
9x1 + 6x2 + x3 + 3x4 + 2x5 = 2.9. Íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2 ïðîñòðàíñòâà

R4, ãäå M1 ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0) è
~a3 = (0, 0, 1, 1), à M2 � âåêòîðàìè ~b1 = (1, 0, 1, 0), ~b2 = (0, 2, 1, 1), ~b3 =
(1, 2, 1, 2) è ~b4 = (1,−2, 1,−2).10. Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö:à) ( 1 −1 2

2 1 3

)
·




1 0 1
2 −1 3
4 −2 5


; á)  5 8 −4

6 9 −5
4 7 −3


 ·




3 2
4 1
1 2


;â) (1 2 3) ·




−5
−3
−2


; ã) −5

−3
−2


 · (1 2 3); ä) AA⊤, ãäå A =

(
3 2 1 2
4 1 1 3

).11*. Íàéòè âñå ìàòðèöû, ïåðåñòàíîâî÷íûå ñ ìàòðèöåé A (ò. å. òàêèåìàòðèöû B, ÷òî AB = BA):à) A =

(
1 2
3 4

); á) A =

(
1 2
0 1

); â) A =

(
a 0
0 b

), ãäå a 6= b.12*. Ñëåäîì êâàäðàòíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ñóììà åå ýëåìåíòîâ,ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñëåä ìàòðèöû A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç trA.



284 �ëàâà 6. ÌàòðèöûÄîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî è òîãî æåïîðÿäêà, òî tr(AB) = tr(BA).13*. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàòðèö A è B òàêèõ, ÷òî AB −
BA = E.14*. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ìàòðèöåé, åñëè óìíîæèòü ååà) ñëåâà (ñïðàâà) íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ èç åäèíè÷íîéìàòðèöû ïåðåñòàíîâêîé â ïîñëåäíåé i-é è j-é ñòðîê (i 6= j);á) ñëåâà (ñïðàâà) íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòûíà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 1, íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöàñòîèò ÷èñëî t (i 6= j), à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0;â) ñëåâà íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íà ãëàâ-íîé äèàãîíàëè è âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ðàâíû 1, à âñå îñòàëüíûåýëåìåíòû ðàâíû 0;ã) ñïðàâà íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, â êîòîðîé âñå ýëåìåíòû íà ãëàâíîéäèàãîíàëè è âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ðàâíû 1, à âñå îñòàëüíûåýëåìåíòû ðàâíû 0?15*. Âû÷èñëèòü ñòåïåíè ìàòðèö:à) ( 1 1

0 1

)n; á) ( cosα − sinα
sinα cosα

)n; â) ( t 1
0 t

)n.16. Íàéòè çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 − 5x+ 3 îò ìàòðèöû A:à) A =




1 1 2
−1 2 0
3 −1 1


; á) A =




1 2 3
−1 1 −1
2 0 1


; â) A =




2 0 1
0 4 0
3 0 3


.17. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, t = trA, à

d = |A|. Äîêàçàòü, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ x2 − tx+ d = 0.18. �åøèòü ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ:à) ( 1 3
1 2

)
·X =

(
4 −1
2 6

); á) ( 2 1
5 6

)
·X ·

(
−1 2
1 3

)
=

(
1 1
2 1

);â) X ·




1 1 −1
1 0 2
1 −3 9


 =




1 2 −3
0 −2 4
6 5 −2


;ã) ( 1 3

2 7

)
·X ·




2 −3 3
1 −1 2
0 2 1


 =

(
4 −5 1
0 −2 3

).19. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà ~a1,~a2 ê áàçèñó ~b1,~b2:à) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3), ~b1 = (4, 1), ~b2 = (1, 9);á) ~a1 = (2, 1), ~a2 = (−2, 3), ~b1 = (2, 5), ~b2 = (−10, 3);â) ~a1 = (2, 1), ~a2 = (0, 1), ~b1 = (6,−1), ~b2 = (−2, 1);ã) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3), ~b1 = (0,−5), ~b2 = (3, 2).



� 32. Çàäà÷è 28520. Íàéòè ìàòðèöû, îáðàòíûå ê äàííûì:à) ( 1 2
3 4

); á)  2 2 1
−1 1 −1
1 0 1


; â)  1 2 2

−1 1 2
1 2 1


; ã)  1 1 1 1

0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1


;ä)  1 0 0 0

1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


; å)  1 a a2 a3

0 1 a a2

0 0 1 a
0 0 0 1


.21. �åøèòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ìàò-ðèöó:à)  x + 3y − z = 8,

2x − y + 3z = 7,
x + z = 4;

á)  x + y + z = 2,
2x + 2y = 4,
−x + 3y + 4z = 5.22. Ïóñòü A � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî:à)* åñëè A âåðõíåòðåóãîëüíà, òî A−1 òàêæå âåðõíåòðåóãîëüíà;á) åñëè A ñèììåòðè÷íà, òî A−1 òàêæå ñèììåòðè÷íà;â) åñëè A êîñîñèììåòðè÷íà, òî A−1 òàêæå êîñîñèììåòðè÷íà.23*. Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû ÿâ-ëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê öåëî÷èñ-ëåííîé ìàòðèöå A, ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

|A| = 1 èëè |A| = −1.3. Îòâåòû1. à) 2, M(1, 2; 1, 2); á) 2, M(1, 2; 2, 3); â) 3, M(1, 2, 3; 1, 2, 3);ã) 2, M(1, 2; 3, 4); ä) 2, M(1, 3; 1, 3).(Çäåñü M(i1, i2, . . . , ik; j1, j2, . . . , jk) � ìèíîð, ñîäåðæàùèéñÿ â ñòðîêàõ
i1, i2, . . . , ik è ñòîëáöàõ j1, j2, . . . , jk.)2. à) Ïðè t = 5 ðàíã ðàâåí 2, ïðè t 6= 5 ðàíã ðàâåí 3; á) ïðè t=0,−2,−4ðàíã ðàâåí 3, ïðè t 6= 0,−2,−4 ðàíã ðàâåí 4; â) ïðè t = 1

2
ðàíã ðàâåí 3, ïðè

t 6= 1

2
ðàíã ðàâåí 4.3. �àíã âñåõ òðåõ ìàòðèö ðàâåí r + s.4. Óêàçàíèå: äîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîð-ñòðîêàìèìàòðèöû A + B, ñîäåðæèòñÿ â ñóììå ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîð-ñòðîêàìè ìàòðèöû A, è ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî âåêòîð-ñòðîêàìè ìàò-ðèöû B.5. à) Äà; á) íåò; â) äà; ã) íåò.6. à) (1, 1,−2); á) (1, 1, 0, 0), (1, 0,−2, 1).



286 �ëàâà 6. Ìàòðèöû7. à) (1, 1, 1)c; á) (−8, 9, 3, 0, 0)c1+(−2, 0, 0, 3, 0)c2+(−4, 3, 0, 0, 3)c3; â) (−6,
4, 0, 0)+ (3,−2, 1, 0)c1 + (−2, 1, 0, 1)c2; ã) (12

5
, 0,

13

5
, 0

)
+ (−1, 1, 0, 0)c1 + (−2, 0,

0, 1)c2; ä) (0, 1, 0, 0) + (1, 2, 3, 0)c1 + (−2,−1, 0, 3)c2; å) (0, 0, 0, 1) + (0, 1, 1, 0)c.8. Âåêòîð ñäâèãà � (1, 8, 13, 0,−34), áàçèñ íàïðàâëÿþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà� (1, 0, 0,−3, 0), (0, 1, 0,−2, 0).9. (1,2,2,1), (1,1,1,1).10. à) ( 7 −3 8
16 −7 20

); á)  4 3 10
4 9 11
3 7 9


; â) (−17); ã) −5 −10 −15

−3 −6 −9
−2 −4 −6


;ä) ( 18 21

21 27

)
.11. à), á) Ìàòðèöû âèäà tA+ sE, ãäå t, s � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, è òîëüêîîíè; â) äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, è òîëüêî îíè.13. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 12.14. à) Ïðè óìíîæåíèè ñëåâà ïåðåñòàâÿòñÿ ìåñòàìè i-ÿ è j-ÿ ñòðîêè, ïðèóìíîæåíèè ñïðàâà ïåðåñòàâÿòñÿ ìåñòàìè i-é è j-é ñòîëáöû; á) ïðè óìíîæåíèèñëåâà ê i-é ñòðîêå ïðèáàâèòñÿ j-ÿ ñòðîêà, óìíîæåííàÿ íà t, ïðè óìíîæåíèèñïðàâà ê j-ìó ñòîëáöó ïðèáàâèòñÿ i-é ñòîëáåö, óìíîæåííûé íà t; â) ê ïåð-âîé ñòðîêå ïðèáàâÿòñÿ âñå îñòàëüíûå; ã) ê ïåðâîìó ñòîëáöó ïðèáàâÿòñÿ âñåîñòàëüíûå.15. à) ( 1 n

0 1

); á) ( cosnα − sinnα
sinnα cosnα

); â) ( tn ntn−1

0 tn

).16. à)  4 −4 −6
2 −4 −2

−8 5 5


; á)  3 −6 −11

1 −3 0
−6 4 5


; â)  0 0 0

0 −1 0
0 0 0


.18. à) X =

(
−2 20
2 −7

); á) X =

(
−0,2 13/35
0 −1/7

); â) X =




0,5 1 −0,5
1 −2 1
3,5 3 −0,5


;ã) X =

(
115 −202 57
−34 60 −17

).19. à) ( 2 −3
1 2

); á) ( 2 −3
1 2

); â) ( 3 −1
−4 2

); ã) ( 2 1
−1 1

).20. à) (−2 1
1,5 −0,5

); á)  1 −2 −3
0 1 1

−1 2 4


; â)  2 1 −6

1 1 −3
−0,5 −0,5 2


;ã)  1 −1 0 0

0 1 −1 0
0 0 1 −1
0 0 0 1


; ä)  1 0 0 0

−1 1 0 0
1 −1 1 0

−1 1 −1 1


; å)  1 −a 0 0

0 1 −a 0
0 0 1 −a
0 0 0 1


.21. à) (3,2,1); á) (1

4
,
7

4
, 0

).22. Óêàçàíèÿ. à) Èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (1) èç � 31 è ñëåäóþùåå ñîîáðà-æåíèå: åñëè i < j, òî, âû÷åðêèâàÿ i-þ ñòðîêó è j-é ñòîëáåö âåðõíåòðåóãîëüíîé



� 32. Çàäà÷è 287ìàòðèöû, ïîëó÷èì âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè êîòîðîéíà ìåñòàõ ñ íîìåðàìè îò i äî j − 1 ñòîèò 0. á), â) Èñïîëüçîâàòü �îðìóëó (1)èç � 31.23. Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî |AA−1| = |A| · |A−1| = |E| = 1.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �61. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ìàòðèöû A, åñëè:à) f(x) = x2 − 5x+ 6, A =




1 2 −1
0 1 1
2 1 3


 ;á) f(x) = 3x2 − x+ 3, A =




1 2 −1
0 1 1
2 1 3


 ;â) f(x) = −2x2 + 5x− 7, A =




0 1 2
3 −5 4
1 0 2


 ;ã) f(x) = x2 − 8x+ 7, A =




1 0 −2
2 1 3

−1 4 0


 .2. �åøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:à) ( 3 4

1 2

)
·X =

(
1 1

−1 1

); á) ( 1 1
4 2

)
·X =

(
1 0
2 −3

);â) X ·
(
1 5
1 4

)
=

(
1 0
2 3

); ã) X ·
(
2 1
4 1

)
=

(
2 1

−1 0

).3. Èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó, ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé:à)  x1 + 2x2 + x3 = 1,
2x2 − x3 = 0,

x1 + x2 + 2x3 = −1;
á) −x1 + 2x2 + 3x3 = −2,

3x2 + 2x3 = 1,
−x1 + 3x2 + 4x3 = 0;â)  x1 − x2 = 1,

2x1 + x2 + x3 = 4,
−x1 + 3x2 + x3 = 0;

ã)  2x1 + x2 + 3x3 = 13,
x1 − x3 = −2,
2x1 + x2 + x3 = 7.4. Íàéòè ðàíã ìàòðèöû:à)  1 2 −3 3 4

3 5 −1 2 1
5 9 −7 8 9


; á)  1 2 −3 3 1

2 4 1 1 2
1 2 4 −2 1


; â)  1 0 2 −1 3

2 1 3 1 −2
0 −1 1 −3 8


;ã)  2 1 −3 3 0

1 2 1 2 1
5 4 −5 8 1


.5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:



288 �ëàâà 6. Ìàòðèöûà) 2x1 − x2 + x3 − x4 = 1,
3x1 + x2 − x3 +2x4 = 5,
x1 − 3x2 +3x3 − 4x4 =−3;

á)  x1 − x2 +2x3 +3x4 = 5,
2x1 + x2 − 3x3 + x4 = 1,
4x1 − x2 + x3 +7x4 =11;â)  x1 + x2 − 2x3 − 3x4 =3,

2x1 − x2 − x3 + x4 =1,
3x2 − 3x3 +5x4 =5;

ã) 2x1 − x2 + x3 − 4x4 =−2,
x1 − x2 + x3 + x4 = 0,
7x1 − 5x2 +5x3 − 5x4 =−4.



�ëàâà 7Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÂ ãëàâå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà è åãî ìàòðèöû â áàçè-ñå. �àññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ îá èçìåíåíèè ìàòðèöû îïåðàòîðà ïðè çàìåíåáàçèñà. Çàòåì ââîäÿòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿîïåðàòîðà è óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì èõ íàõîæäåíèÿ. Äàëåå äîêàçûâàåò-ñÿ êðèòåðèé ïðèâîäèìîñòè ìàòðèöû îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.Ïîñëå ýòîãî èçó÷àþòñÿ îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Â ÷àñòíîñòè,ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì èõ îäíîâðåìåííîãî íàõîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåí-òàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, âçÿòûé íàìè èç óêàçàííîé â ñïèñêå ëèòåðàòóðûìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêè Â. À. ×óðêèíà.Ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæå-íèÿõ ëèíåéíîé àëãåáðû ê ýêîíîìèêå, â ÷åì ìû áóäåì èìåòü âîçìîæíîñòüóáåäèòüñÿ â ãëàâå 12.� 33. Ëèíåéíûé îïåðàòîð,ìàòðèöà îïåðàòîðà1. Ïîíÿòèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðàÂ ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ �óíêöèè èç V â V , ãäå V �íåêîòîðîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêèå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ îïåðà-òîðàìè. Äëÿ èõ îáîçíà÷åíèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áóêâû A,B, C èò.ä. � �ïèñüìåííûå� çàãëàâíûå áóêâû íà÷àëà ëàòèíñêîãî àë�àâèòà.Ïðèâåäåì ïðèìåðû, êîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ðàññìîòðåíèèòàêèõ �óíêöèé.Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé ðåãèîí ïðîèçâîäèò ýëåê-òðîýíåðãèþ, óãîëü è ìåòàëë è íå ïîëó÷àåò èõ èç äðóãèõ ðåãèîíîâ. ×àñòü



290 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûýòîé ïðîäóêöèè ïîòðåáëÿåòñÿ â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ïðåäïîëîæèì,÷òî äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ýëåêòðîýíåðãèè òðåáóåòñÿ 0,02 åäèíèöûýëåêòðîýíåðãèè, 0,1 åäèíèöû óãëÿ è 0,01 åäèíèöû ìåòàëëà; äëÿ ïðîèç-âîäñòâà åäèíèöû óãëÿ ïóñòü ýòè ÷èñëà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0,02, 0,01è 0,02, à äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ìåòàëëà � 0,03, 0,03 è 0,01 (÷èñëà,ðàçóìååòñÿ, óñëîâíûå). Ïóñòü â òå÷åíèå ãîäà ðåãèîí ïðîèçâåë x1 åäèíèöýëåêòðîýíåðãèè, x2 � óãëÿ, x3 � ìåòàëëà. Ïðîèçâîäñòâåííóþ ïðîäóêöèþìîæíî ïðåäñòàâèòü âåêòîðîì ~x = (x1, x2, x3) ïðîñòðàíñòâà R3. Ñêîëüêîïðîäóêöèè èñïîëüçîâàíî â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà? Èñïîëüçîâàííóþ ïðî-äóêöèþ îáîçíà÷èì âåêòîðîì ~y = (y1, y2, y3) òîãî æå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäàâåêòîð ~y ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò ~x, ò. å. ~y = A1(~x). Èìååì, òàêèì îáðà-çîì, îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R3, êîòîðûé âåêòîðó âàëîâîãî âûïóñêà ~xñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò ~y. Çàâèñèìîñòü
~y îò ~x ìû ìîæåì âûïèñàòü ÿâíî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ñäåëàííûõ ïðåä-ïîëîæåíèÿõ 



y1 = 0,02x1 + 0,10x2 + 0,01x3;
y2 = 0,02x1 + 0,01x2 + 0,02x3;
y3 = 0,03x1 + 0,03x2 + 0,01x3.Ïðèìåð 2. Ñ ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 1 ñèòóàöèåé ìîæíî ñîîòíå-ñòè è äðóãîé îïåðàòîð ~z = A2(~x), êîòîðûé ïî âåêòîðó ~x äàåò âåêòîð ~zâûïóñêà ïðîäóêöèè íà ðûíîê. Åñòåñòâåííî, A2(~x) = ~x−A1(~x).Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì òåïåðü ïîïóëÿöèþ íàñåêîìûõ, êîòîðûå æè-âóò íå áîëåå òðåõ ëåò è ðàçìíîæàþòñÿ â òå÷åíèå òðåòüåãî ãîäà. Ïåð-âàÿ âîçðàñòíàÿ ãðóïïà âûæèâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2
, âòîðàÿ ñ âåðîÿòíî-ñòüþ 1

3
, òðåòüÿ äàåò 6 îñîáåé íà êàæäóþ îñîáü ýòîé ãðóïïû è óìèðàåò.Ïóñòü íà íà÷àëî ãîäà èìåëîñü x1 îñîáåé ïåðâîé âîçðàñòíîé ãðóïïû, x2� âòîðîé, x3 � òðåòüåé. Ïðåäñòàâèì ïîïóëÿöèþ íà íà÷àëî ãîäà âåêòî-ðîì ~x = (x1, x2, x3) ïðîñòðàíñòâà R3. ×åðåç ~y = (y1, y2, y3) îáîçíà÷èìïîïóëÿöèþ íàñåêîìûõ íà êîíåö ãîäà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ~y ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé îò ~x, ò. å. ÷òî ìû èìååì îïåðàòîð ~y = A3(~x). Çàâèñèìîñòü ~y îò

~x â ýòîì ñëó÷àå âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâàìè




y1 = 6x3,

y2 =
x1
2
,

y3 =
x2
3
.



� 33. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, ìàòðèöà îïåðàòîðà 291Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî îïåðàòîðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêà-þò â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ. Â íàøåì êóðñå ìû áóäåì èçó÷àòü íå ïðî-èçâîëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V , à òîëüêîëèíåéíûå îïåðàòîðû.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿ A:
V 7−→ V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ
x1,x2, x ∈ V è ïðîèçâîëüíîãî t ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

A(x1 + x2) = A(x1) +A(x2) è A(tx) = tA(x).Îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî ðàâåíñòâà ãîâîðÿò, ÷òîA ñîõðàíÿåò ñóììó âåê-òîðîâ, îòíîñèòåëüíî âòîðîãî � ÷òî A ñîõðàíÿåò ïðîèçâåäåíèå âåêòîðàíà ÷èñëî.Îòìåòèì, ÷òî åñëèA� ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V è x ∈ V ,òî A(0) = A(0 · x) = 0 · A(x) = 0. Èíûìè ñëîâàìè,ëþáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð îòîáðàæàåò íóëåâîé âåêòîð â ñå-áÿ.Ïðèâåäåííûå â ïðèìåðàõ 1�3 îïåðàòîðû A1, A2 è A3 ÿâëÿþòñÿ ëè-íåéíûìè. Ýòîò �àêò ëåãêî óñòàíîâèòü íåïîñðåäñòâåííî, íî ìû âûâåäåìåãî íèæå èç íåêîòîðîãî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ (ñì. ñ. 296). Ñïèñîêïðèìåðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ëåãêî ðàñøèðèòü.Ïðèìåð 4. Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî R2 êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâïëîñêîñòè, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò O. Òîãäà ïîâîðîò âåêòîðîâíà óãîë α, ðàñòÿæåíèå â t ðàç, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O, ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü Ox (èëè Oy) � ïðè-ìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå R2. Åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü
R3 êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, âûõîäÿùèõ èçíà÷àëà êîîðäèíàò O, òî ïîâîðîò íà óãîë α îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõî-äÿùåé ÷åðåç O, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåçýòó òî÷êó, � ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå R3.Óêàæåì åùå äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà, êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëèòü âïðîèçâîëüíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .Ïðèìåð 5. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî t è çàäàäèì îïåðàòîð
A ñëåäóþùèì ïðàâèëîì: A(x) = tx äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V . Ýòîòîïåðàòîð íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì ðàñòÿæåíèÿ â t ðàç. Ëèíåéíîñòü îïå-ðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç àêñèîì 5 è 7 âåêòîðíîãî



292 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûïðîñòðàíñòâà (ñì. ñ. 211). Îñîáî îòìåòèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ îïåðàòî-ðà ðàñòÿæåíèÿ. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ ïðè t = 0.Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé O è íàçûâàåòñÿ íóëå-âûì. ßñíî, ÷òî íóëåâîé îïåðàòîð ïåðåâîäèò ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Vâ íóëåâîé âåêòîð. Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà ðàñòÿæåíèÿ âîç-íèêàåò ïðè t = 1. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé E èíàçûâàåòñÿ òîæäåñòâåííûì èëè åäèíè÷íûì. Ýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèòïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç V â ñåáÿ.Ïðèìåð 6. ×òîáû îïðåäåëèòü åùå îäèí îïåðàòîð, çà�èêñèðóåì âïðîñòðàíñòâå V íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî M . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ èç� 25 ñóùåñòâóåò òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ′ â V , ÷òî V =M ⊕M ′. Ñëåäî-âàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ∈ V ìîæíî, è ïðèòîì åäèíñòâåííûìîáðàçîì, ïðåäñòàâèòü â âèäå x = x1 + x2, ãäå x1 ∈ M è x2 ∈ M ′. �àñ-ñìîòðèì îïåðàòîð P â ïðîñòðàíñòâå V , çàäàâàåìûé ïðàâèëîì P(x) = x1.Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàòîð � ëèíåéíûé. Îí íàçûâàåòñÿ îïå-ðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî M ïàðàëëåëüíî M ′. Îò-ìåòèì, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîðïðîåêòèðîâàíèÿ íà V ïàðàëëåëüíî íóëåâîìó ïîäïðîñòðàíñòâó, à íóëåâîéîïåðàòîð � êàê îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâîïàðàëëåëüíî V . Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî V = V ⊕ {0} è x = x+ 0 äëÿâñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V .Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ (îïåðàòîð îðòî-ãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ) áóäåò ââåäåí â � 40. Äðóãèå ïðèìåðû ëè-íåéíûõ îïåðàòîðîâ ñì. â çàäà÷àõ 6�8 íà ñ. 316.2. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â áàçèñåÏóñòü y = A(x) � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V , à b1, b2, . . . ,
bn � áàçèñ V . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû çíàåì îáðàçû áàçèñíûõ âåêòîðîâ,ò. å. âåêòîðû A(b1), A(b2), . . . , A(bn). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ñìîæåì íàéòèîáðàç ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ V . Â ñàìîì äåëå, åñëè (t1, t2, . . . , tn) �êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå b1, b2, . . . , bn, òî
A(x) = A(t1b1 + t2b2 + · · ·+ tnbn) = t1A(b1) + t2A(b2) + · · · + tnA(bn).Èòàê, ÷òîáû óçíàòü, êàê îïåðàòîð äåéñòâóåò íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð,äîñòàòî÷íî çíàòü, êàê îí äåéñòâóåò íà áàçèñíûå âåêòîðû. Ýòî äåëàåòåñòåñòâåííûì ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü y = A(x) � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà
V , b1,b2, . . . ,bn � áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïî-



� 33. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, ìàòðèöà îïåðàòîðà 293ðÿäêà n, i-é ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò èç êîîðäèíàò âåêòîðàA(bi) â áàçèñå
b1,b2, . . . ,bn (äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n), íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé îïåðàòîðà
y = A(x) â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn.�àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äå-êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò; îïåðàòîð ~y = A(~x) êàæäûé âåêòîð ~x, âû-õîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò, îòîáðàæàåò â âåêòîð ~y, ñèììåòðè÷íûéâåêòîðó ~x îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ ñ óðàâíåíèåì x1 − 2x2 = 0 (ñì. ðèñó-íîê). Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå ~e1, ~e2.

-

6

�
�
�
�
�7

AAU

q
q
q

q

x1

x2

~e1

~e2 A(~e1) ℓ

~n = (1,−2)

O E

F

G

Íàéäåì ñíà÷àëà êîîðäèíàòû âåêòîðà A(~e1) â áàçèñå ~e1, ~e2. Ýòè êî-îðäèíàòû ñîâïàäóò ñ êîîðäèíàòàìè òî÷êè F , êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà òî÷-êå E(1, 0) îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ℓ. Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿïðÿìîé EF è äîáàâèì ê íèì óðàâíåíèå ïðÿìîé ℓ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó



x1 = 1 + t,
x2 = − 2t,
x1 − 2x2 = 0.(Ìû âîñïîëüçîâàëèñü, ðàçóìååòñÿ, òåì, ÷òî íîðìàëüíûé âåêòîð ~n =

(1,−2) ïðÿìîé ℓ áóäåò íàïðàâëÿþùèì äëÿ ïðÿìîé EF .) �åøåíèå ñèñòå-ìû äàåò êîîðäèíàòû òî÷êè G (ïðîåêöèè òî÷êè E íà ïðÿìóþ ℓ): x1 = 4

5
,

x2 =
2

5
. Ïîñêîëüêó G � ñåðåäèíà îòðåçêà EF , òî F èìååò êîîðäèíàòû

(
3

5
,
4

5

). Èòàê, âåêòîð A(~e1) èìååò â áàçèñå ~e1, ~e2 êîîðäèíàòû (
3

5
,
4

5

).Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî âåêòîð A(~e2) èìååò â áàçèñå ~e1, ~e2 êî-îðäèíàòû (4

5
,−3

5

). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà ~y = A(~x) â áà-çèñå ~e1, ~e2 èìååò âèä (
3/5 4/5
4/5 −3/5

)
.



294 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûËåãêî ïîíÿòü, ÷òî îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ â t ðàç èìååò â ëþáîì áàçèñåìàòðèöó
tE =




t 0 0 . . . 0
0 t 0 . . . 0
0 0 t . . . 0. . . . . . . . . .
0 0 0 . . . t


(ïðè ëþáîì t). Â ÷àñòíîñòè, íóëåâîé îïåðàòîð èìååò íóëåâóþ ìàòðè-öó, à òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Íàéäåì ìàòðèöóîïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ P íà ïîäïðîñòðàíñòâî M ïàðàëëåëüíî M ′ âáàçèñå, ïîëó÷åííîì îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ M è M ′. Ïóñòü a1,a2, . . . ,am� áàçèñ M , à am+1,am+2, . . . ,an � áàçèñ M ′. Òîãäà P(ai) = ai äëÿ âñÿ-êîãî i = 1, 2, . . . ,m è P(aj) = 0 äëÿ âñÿêîãî j = m + 1,m + 2, . . . , n.Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà îïåðàòîðà P â áàçèñå a1,a2, . . . ,an èìååò âèä




1 0 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0




,

ãäå ÷èñëî åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíî m (ò. å. ðàçìåðíîñòè ïîä-ïðîñòðàíñòâà M).Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð y = A(x) ïðîñòðàíñòâà V â áàçèñå b1, b2,. . . , bn èìååò ìàòðèöó
A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 .(Ìàòðèöó îïåðàòîðà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òîé æå áóêâîé, ÷òî è îïåðà-òîð, íî íå �ïèñüìåííîé�, à �ïå÷àòíîé�.) Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðàx â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn ÷åðåç (x1, x2, . . . , xn). Êàê íàéòè êîîðäèíàòûâåêòîðà y = A(x) â òîì æå áàçèñå? Ïóñòü y = y1b1 + y2b2 + · · · + ynbn.Òîãäà

y1b1 + y2b2 + · · · + ynbn = y = A(x) =

= A(x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn) = x1A(b1) + x2A(b2) + · · · + xnA(bn).



� 33. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, ìàòðèöà îïåðàòîðà 295Ïîñêîëüêó ñòîëáöû ìàòðèöû A � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ A(b1), A(b2),. . . , A(bn), òî ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ñîîòâåòñòâèå ñ ðàâåí-ñòâàìè
A(b1) = a11b1 + a21b2 + · · ·+ an1bn,
A(b2) = a12b1 + a22b2 + · · ·+ an2bn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A(bn) = a1nb1 + a2nb2 + · · ·+ annbn.Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn = (a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn)b1+
+ (a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn)b2+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn)bn.Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî





y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,
y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn.

(1)Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðàâåíñòâ ìû áóäåì íàçûâàòü êîîðäèíàòíîé çà-ïèñüþ îïåðàòîðà â áàçèñå b1,b2 . . . ,bn. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâà(1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå:



y1
y2...
yn


 =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ·




x1
x2...
xn


 . (2)Çàïèñü îïåðàòîðà â ýòîì âèäå áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ìàòðè÷íîé çàïè-ñüþ. Äàëåå, åñëè, êàê îáû÷íî, îáîçíà÷èòü ÷åðåç X è Y ñòîëáöû, ñîñòàâ-ëåííûå èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ x è y ñîîòâåòñòâåííî, òî èç (2) ïîëó÷èìêðàòêóþ ìàòðè÷íóþ çàïèñü îïåðàòîðà:

Y = AX. (3)Òàêèì îáðàçîì,äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà A(x), äîñòà-òî÷íî ìàòðèöó îïåðàòîðà A óìíîæèòü íà êîîðäèíàòû âåê-òîðà x, çàïèñàííûå â âèäå ñòîëáöà.



296 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû çà�èêñèðîâàëè â ïðîñòðàíñòâå V áà-çèñ b1,b2, . . . ,bn è íàîáóì íàïèñàëè ðàâåíñòâà âèäà (1), òðàêòóÿ (x1,
x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) êàê êîîðäèíàòû ïðîîáðàçà x è îáðàçà yñîîòâåòñòâåííî ïðè äåéñòâèè íåêîòîðîãî îïåðàòîðà y = A(x). Òîãäàýòîò îïåðàòîð áóäåò ëèíåéíûì. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïå-ðåéòè ê ðàâåíñòâàì (3). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x1 è x2 � ïðîèçâîëü-íûå âåêòîðû èç V , y1 = A(x1), y2 = A(x2), à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-ëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn,à ÷åðåç X1, X2, Y1 è Y2 � ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ x1, x2, y1 è
y2 ñîîòâåòñòâåííî â òîì æå áàçèñå. Òîãäà, â ñèëó (3), Y1 = AX1 è
Y2 = AX2. Ïîñêîëüêó A(X1 + X2) = AX1 + AX2 è A(tX1) = t(AX1),èìååì A(x1+x2) = A(x1)+A(x2) è A(tx1) = tA(x1). Ëèíåéíîñòü îïåðà-òîðà A äîêàçàíà. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû A1, A2 è
A3, ïðèâåäåííûå â íà÷àëå ïàðàãðà�à, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.3. Èçìåíåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðàïðè çàìåíå áàçèñàÇäåñü ìû îòâåòèì íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Êàê ñâÿçàíû ìàòðèöû îä-íîãî è òîãî æå îïåðàòîðà â ðàçíûõ áàçèñàõ? Ïóñòü îïåðàòîð y = A(x)â áàçèñå F , ñîñòîÿùåì èç âåêòîðîâ f1, f2, . . . , fn, èìååò ìàòðèöó AF , à âáàçèñå G, ñîñòîÿùåì èç âåêòîðîâ g1,g2, . . . ,gn, � ìàòðèöó AG. Òîãäà

AG = TGFAFTFG, (4)ãäå TFG è TGF � ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G è îò áàçèñà
G ê áàçèñó F ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ñ. 208). Äîêàçûâàòü �îðìóëó (4) ìûíå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî, â ñèëó ëåììû 2 èç � 28 è òåîðåìû èç� 31, ìàòðèöû TFG è TGF îáðàòèìû. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóëû (4)ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà. Ìàòðèöû TFG è TGF îáðàòíû äðóã ê äðóãó.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì TFG = (tij) è TGF = (t′ij). Äàëåå, ïóñòü
TFGTGF = X è X = (xij). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî X = E, ò. å. ÷òî
xij = 1 ïðè i = j è xij = 0 ïðè i 6= j (äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n). Ìûäîêàæåì ýòîò �àêò ïðè j = 1. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíîàíàëîãè÷íî. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà
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f1 = t′11g1 + t′21g2 + · · ·+ t′n1gn =

= t′11(t11f1 + t21f2 + · · ·+ tn1fn)+
+ t′21(t12f1 + t22f2 + · · ·+ tn2fn)+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ t′n1(t1nf1 + t2nf2 + · · ·+ tnnfn).�àñêðûâàÿ ñêîáêè, ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå è ó÷èòûâàÿ îïðåäåëå-íèå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èìååì

f1 = (t11t
′
11 + t12t

′
21 + · · ·+ t1nt

′
n1)f1+

+ (t21t
′
11 + t22t

′
21 + · · ·+ t2nt

′
n1)f2+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ (tn1t
′
11 + tn2t

′
21 + · · ·+ tnnt

′
n1)fn =

= x11f1 + x21f2 + · · ·+ xn1fn.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f1 = 1 · f1 + 0 · f2 + · · ·+ 0 · fn. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòèðàçëîæåíèÿ âåêòîðà ïî áàçèñó (ñì. òåîðåìó 2 â � 22) èìååì x11 = 1,
x21 = 0, . . . , xn1 = 0. Ëåììà äîêàçàíà.Ìàòðèöó TFG ÷àñòî îáîçíà÷àþò ïðîñòî ÷åðåç T . Òîãäà, â ñèëó ëåììû,
TGF = T−1, ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàâåíñòâî (4) â âèäå

AG = T−1AFT. (5)Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (4). Ïóñòü â áàçèñå F , ñîñòî-ÿùåì èç âåêòîðîâ f1 = (1,−2) è f2 = (2, 1), ëèíåéíûé îïåðàòîð çàäàåòñÿìàòðèöåé
A =

(
0 2

−1 3

)
.Íàäî íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå G, êîòîðûé ñîñòîèò èçâåêòîðîâ g1 = (3,−1) è g2 = (4, 2). Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà F êáàçèñó G íàéäåíà â êîíöå � 30:

TFG =

(
1 0
1 2

)
.Ïðîäåëàâ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî

TGF = (TFG)
−1 =

(
1 0

−0,5 0,5

)
.
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AG =

(
1 0

−0,5 0,5

)
·
(

0 2
−1 3

)
·
(
1 0
1 2

)
=

(
2 4
0 1

)
.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç áàçè-ñîâ F è G � ñòàíäàðòíûé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà ìàòðèöàîïåðàòîðà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå E è òðåáóåòñÿ íàéòè åãî ìàòðèöó â áà-çèñå F . Êàê îòìå÷àëîñü íà ñ. 206, êîìïîíåíòû âåêòîðà èç Rn ÿâëÿþòñÿåãî êîîðäèíàòàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà

TEF ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé, â êîòîðîé ïî ñòîëáöàì çàïèñàíû êîîðäèíà-òû âåêòîðîâ áàçèñà F â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Ïîñêîëüêó âåêòîðû áàçèñà
F èçâåñòíû, ýòó ìàòðèöó òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé. ×òîáû íàé-òè ìàòðèöó AF , îñòàåòñÿ íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê TEF , è âîñïîëü-çîâàòüñÿ �îðìóëîé AF = (TEF )

−1AETEF . Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî è âñëó÷àå, êîãäà èçâåñòíà ìàòðèöà îïåðàòîðà â áàçèñå F è òðåáóåòñÿ íàéòèåãî ìàòðèöó â ñòàíäàðòíîì áàçèñå E. Â ýòîì ñëó÷àå íóæíàÿ �îðìóëàïðèîáðåòàåò âèä AE = TEFAF (TEF )
−1.� 34. Ñîáñòâåííûå âåêòîðûè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ�àññìîòðèì äâà ïðèìåðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.Ïðèìåð 1. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå R2 çàäàí ðà-âåíñòâàìè {

y1 = 2x1,
y2 = 3x2.Ïóñòü ~b1, ~b2 � íåêîòîðûé áàçèñ â R2. Ïîñêîëüêó âåêòîð ~b1 èìååò â ýòîìáàçèñå êîîðäèíàòû (1,0), à âåêòîð ~b2 � êîîðäèíàòû (0,1), ïîëó÷àåì, ÷òîíàø îïåðàòîð ðàñòÿãèâàåò âåêòîð ~b1 â 2 ðàçà, à ~b2 � â 3 ðàçà. Â òàêîìñëó÷àå ìû ìîæåì ïîíÿòü, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð íà ïðîèçâîëüíûé âåê-òîð ~x. Äëÿ ýòîãî íàäî âåêòîð ~x ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ~x1 + ~x2, ãäå

~x1 ‖ ~b1, ~x2 ‖ ~b2, ðàñòÿíóòü ~x1 â äâà ðàçà, ~x2 � â òðè ðàçà, à çàòåì ñëîæèòüïîëó÷åííûå âåêòîðû. Âïðî÷åì, òî, ÷òî îïåðàòîð äåéñòâóåò äîñòàòî÷íîÿñíûì ñïîñîáîì, âèäíî è èç åãî êîîðäèíàòíîé çàïèñè.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð â R2, çàäàííûé ðàâåíñòâà-ìè {
y1 = x1 + 2x2,
y2 = 2x1 + x2.



� 34. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 299Ýòîò îïåðàòîð âåêòîð ~c1 = (1, 1) ïåðåâîäèò â âåêòîð ~d1 = (3, 3), ò. å.ðàñòÿãèâàåò â 3 ðàçà, à âåêòîð ~c2 = (1,−1) ïåðåâîäèò â âåêòîð ~d2 =
(−1, 1), ò. å. �ðàñòÿãèâàåò� â −1 ðàç. Ïîñêîëüêó âåêòîðû ~c1 è ~c2 îáðàçóþòáàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2, òî ýòîò �àêò äàåò, êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,ïîëíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíó äåéñòâèÿ îïåðàòîðà.Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíà ðîëü âåêòîðîâ, êîòîðûå ïîä äåé-ñòâèåì îïåðàòîðà ðàñòÿãèâàþòñÿ â íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç, ò. å. ïåðåõîäÿòâ êîëëèíåàðíûå ñàìèì ñåáå.Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé âåêòîð  íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-òîðîì îïåðàòîðà A(x), åñëè ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî t òàêîå,÷òî

A(c) = tc. (1)×èñëî t íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (èëè ñîáñòâåííûì ÷èñëîì)îïåðàòîðà A, åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé âåêòîð  òàêîé, ÷òî âûïîëíåíîðàâåíñòâî (1).Èíîãäà íàäî ñîîòíîñèòü ñîáñòâåííûé âåêòîð è ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå,ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ðàâåíñòâà (1) ìû áóäåì íàçûâàòü  ñîáñòâåííûìâåêòîðîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t, à t � ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèåì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó . Â ïðèìåðå 2ñîáñòâåííûé âåêòîð ~c1 = (1, 1) îòíîñèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 3, àñîáñòâåííîå çíà÷åíèå −1 îòíîñèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó ~c2 = (1,−1).Îòìåòèì äâà ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïîíÿòèé.Òåîðåìà. Ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îä-íîìó è òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîìîáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàç-íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî. Îáî-çíà÷èì ÷åðåç M0 ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ êñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t0, à ÷åðåç M � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ñîñòîÿ-ùåå èç M0 è íóëåâîãî âåêòîðà. Ïóñòü c1, c2 ∈ M . Åñëè c1 + c2 = 0, òî
c1 + c2 ∈ M . Ïóñòü òåïåðü c1 + c2 6= 0. Ïîñêîëüêó A(c1 + c2) = A(c1) +
A(c2) = t0c1 + t0c2 = t0(c1 + c2), òî c1 + c2 ∈ M0 ⊆ M . Àíàëîãè÷íîïðîâåðÿåòñÿ çàìêíóòîñòü M îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ÷èñëî.Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåêòîðîâ. Ïóñòüâåêòîðû c1, c2, . . . , ck ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè è îòíîñÿòñÿ ê ïîïàðíîðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì t1, t2, . . . , tk ñîîòâåòñòâåííî. Òðåáó-åòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû c1, c2, . . . , ck ëèíåéíî íåçàâèñèìû.



300 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÁàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà. Â ñàìîì äåëå, ïðè k = 1 íàáîð c1, c2, . . . , ckñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà c1. Ïîñêîëüêó ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåí-íûì, îí îòëè÷åí îò íóëåâîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó åñëè t1c1 = 0, òî t1 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî. íàáîð, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðà c1, ëèíåéíî íåçàâèñèì.Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü òåïåðü k > 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçûâàå-ìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ k = ℓ, è äîêàæåì åãî äëÿ k = ℓ + 1.�àññìîòðèì ñèñòåìó c1, c2, . . . , cℓ, cℓ+1 ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòî-ðà A(x), îòíîñÿùèõñÿ ê ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
t1, t2, . . . , tℓ, tℓ+1. Ïóñòü

s1c1 + s2c2 + · · ·+ sℓcℓ + sℓ+1cℓ+1 = 0 (2)äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë s1, s2, . . . , sℓ, sℓ+1. Òîãäà
0 = A(0) = A(s1c1 + s2c2 + · · ·+ sℓcℓ + sℓ+1cℓ+1) =

= s1A(c1) + s2A(c2) + · · ·+ sℓA(cℓ) + sℓ+1A(cℓ+1) =

= s1t1c1 + s2t2c2 + · · ·+ sℓtℓcℓ + sℓ+1tℓ+1cℓ+1.Èòàê,
s1t1c1 + s2t2c2 + · · · + sℓtℓcℓ + sℓ+1tℓ+1cℓ+1 = 0. (3)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) íà tℓ+1, ïîëó÷àåì,÷òî

s1tℓ+1c1 + s2tℓ+1c2 + · · ·+ sℓtℓ+1cℓ + sℓ+1tℓ+1cℓ+1 = 0. (4)Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (4) èç (3), ïîëó÷àåì, ÷òî
s1(t1 − tℓ+1)c1 + s2(t2 − tℓ+1)c2 + · · · + sℓ(tℓ − tℓ+1)cℓ = 0.Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, âåêòîðû c1, c2, . . . , cℓ ëèíåéíî íåçàâèñè-ìû. Ñëåäîâàòåëüíî,
s1(t1 − tℓ+1) = s2(t2 − tℓ+1) = · · · = sℓ(tℓ − tℓ+1) = 0.Ïîñêîëüêó ÷èñëà t1, t2, . . . , tℓ, tℓ+1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ïîëó÷àåì, ÷òî

s1 = s2 = · · · = sℓ = 0. Èç ðàâåíñòâà (2) âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî
sℓ+1cℓ+1 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî cℓ+1 6= 0 (ïîñêîëüêó âåêòîð cℓ+1 � ñîáñòâåí-íûé), ïîëó÷àåì, ÷òî sℓ+1 = 0. Èòàê, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2), òî
s1 = s2 = · · · = sℓ = sℓ+1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû c1, c2, . . . , cℓ, cℓ+1ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.�àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ.



� 34. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 301�àññìîòðèì âíà÷àëå êîíêðåòíûé îïåðàòîð â R2:
{
y1 = 3x1 + 4x2,
y2 = 5x1 + 2x2.

(5)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à (x1, x2) � ñîáñòâåííûéâåêòîð, îòíîñÿùèéñÿ ê t. Òîãäà
{
3x1 + 4x2 = tx1,
5x1 + 2x2 = tx2.Ïåðåïèøåì ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå:

{
(3− t)x1 + 4x2 = 0,

5x1 + (2− t)x2 = 0.
(6)Ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ïîýòîìó îïðåäåëè-òåëü ñèñòåìû ðàâåí íóëþ (ñì. òåîðåìó 2 â � 14):

∣∣∣∣
3− t 4
5 2− t

∣∣∣∣ = 0.Åñëè ðàñêðûòü îïðåäåëèòåëü, òî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïî-ëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî t:
∣∣∣∣
3− t 4
5 2− t

∣∣∣∣ = t2 − 5t− 14.Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðè-öû
A =

(
3 4
5 2

)
,à ðàâåíñòâî t2 − 5t− 14 = 0 � åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Îò-ìåòèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ∣∣∣∣

3− t 4
5 2− t

∣∣∣∣ìîæíî çàïèñàòü â âèäå |A− tE|, ãäå
A =

(
3 4
5 2

)
,à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà.



302 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÈòàê, åñëè t � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (5), òî t � êîðåíüõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî, òàêêàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè÷èñëàìè, à õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûåêîðíè, íå ÿâëÿþùèåñÿ äåéñòâèòåëüíûìè. Íî âñÿêèé êîðåíü õàðàêòåðè-ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ |A−tE| = 0, ÿâëÿþùèéñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì,áóäåò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A(x). Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà(6) â ýòîì ñëó÷àå èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå. Ýòî ðåøåíèå è áóäåò ñîá-ñòâåííûì âåêòîðîì.Â íàøåì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: t1 =
−2, t2 = 7. Áåðåì ïåðâûé è âîçâðàùàåìñÿ ê ñèñòåìå (6) (ïðè t = −2):

{
5x1 + 4x2 = 0,
5x1 + 4x2 = 0.

(7)Ìû èìååì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðàíã îñíîâíîé ìàòðèöû êîòî-ðîé ðàâåí 1 è ìåíüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ. Â ñèëó ýòîãî ñèñòåìà (7) èìååòíåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Âñå îíè áóäóò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà.Ñîâîêóïíîñòü ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ âìåñòå ñ íóëü-âåêòîðîì îáðàçóåòïîäïðîñòðàíñòâî. Îíî îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì áàçèñîì, ò. å. �óí-äàìåíòàëüíûì íàáîðîì ðåøåíèé ñèñòåìû (7).Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (7) ñîñòîèòèç îäíîãî âåêòîðà. Â êà÷åñòâå òàêîâîãî ìîæíî âçÿòü ëþáîå íåíóëåâîåðåøåíèå, íàïðèìåð ~c1 = (−4, 5). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t1 = −2, ñîâïàäàåò ñìíîæåñòâîì âåêòîðîâ âèäà s~c1, ãäå s ∈ R è s 6= 0. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîìïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê t2 = 7,ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ âèäà s~c2, ãäå ~c2 = (1, 1), s ∈ R è s 6= 0.Îáîáùèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé íà îáùèé ñëó÷àé. �àññìîòðèì îïåðàòîð A, çàäàííûé ðàâåí-ñòâàìè




y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,
y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxnèëè â êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñè Y = AX (ãäå A = (aij)� ìàòðèöà íàøå-ãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå). Åñëè âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì



� 34. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 303âåêòîðîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó t0, òî




t0x1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn,
t0x2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
t0xn = an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn.Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ñëåäóþùåì âèäå:





(a11 − t0)x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + (a22 − t0)x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ (ann − t0)xn = 0.

(8)Âåêòîð x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìóçíà÷åíèþ t0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì ðåøåíè-åì ñèñòåìû (8). Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé, ïîýòîìó îíà èìååòíåíóëåâîå ðåøåíèå òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − t0 a12 . . . a1n
a21 a22 − t0 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − t0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî t0 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − t a12 . . . a1n
a21 a22 − t . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − t

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (9)êîòîðîå â ñîêðàùåííîé çàïèñè èìååò âèä |A − tE| = 0. Åñëè ðàñêðûòüîïðåäåëèòåëü èç ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (9), òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí ñòå-ïåíè n îòíîñèòåëüíî t. Êàê è â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå, îí íàçû-âàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A, à óðàâíåíèå (9)� åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ìû âèäåëè, ÷òî âñÿêîå ñîáñòâåí-íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ ìàòðèöû A. Êàê è â ðàññìîòðåííîì âûøå ïðèìåðå, ñïðàâåäëèâîè îáðàòíîå: âñÿêèé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A. Èòàê,ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòå-ëüíûå êîðíè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è òîëüêîîíè.



304 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÇàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéðåøàåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì.Íàõîäèì ñíà÷àëà äåéñòâèòåëüíûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî óðàâíåíèÿ (9), ïóñòü ýòî áóäóò ÷èñëà t1, t2, . . . , tk.Ïîäñòàâëÿåì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî âìåñòî t0 â ñèñòåìó(8) è êàæäûé ðàç íàõîäèì �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøå-íèé. Íàïðèìåð, ïóñòü äëÿ t1 �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðå-øåíèé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ c1, c2, . . . , cm. Òîãäà ìíîæå-ñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê t1, ñîâïàäà-åò ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ âèäà s1c1 + s2c2 + · · · + smcm,ãäå s1, s2, . . . , sm ∈ R è ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë
s1, s2, . . . , sm îòëè÷íî îò 0.Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ êîð-íÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ åãî ìàòðèöû â íåêîòîðîì áàçèñå.×òî áóäåò, åñëè âçÿòü ìàòðèöó îïåðàòîðà â äðóãîì áàçèñå? Ìîãóò ëèïðè ýòîì ïîëó÷èòüñÿ äðóãèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ? Ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îòðèöàòåëåí.Ëåììà. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-ñòâå V , F è G � äâà áàçèñà â V , à AF è AG � ìàòðèöû îïåðàòîðà Aâ áàçèñàõ F è G ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà |AF − tE| = |AG − tE|.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöû AF è AG ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì AG =

T−1AFT , ãäå T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò F ê G � ñì. �îðìóëó (5) â � 33.ßñíî, ÷òî T−1ET = T−1T = E. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 7 íà ñ. 259 è ñâîéñòâî5 íà ñ. 277, èìååì
|AG − tE| = |T−1AFT − tT−1ET | = |T−1(AF − tE)T | =

= |T−1| · |AF − tE| · |T | = 1

|T | · |AF − tE| · |T | = |AF − tE|.Ëåììà äîêàçàíà.Ýòî ëåììà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíëèíåéíîãî îïåðàòîðà è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êàê ñîîòâåò-ñòâåííî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèåìàòðèöû ýòîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Â ÷àñòíîñòè,ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà � ýòî äåéñòâè-òåëüíûå êîðíè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è òîëüêîîíè.



� 35. Îïåðàòîðû, ïðèâîäèìûå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó 305� 35. Îïåðàòîðû, ïðèâîäèìûåê äèàãîíàëüíîìó âèäóÂ � 34 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî âåêòîðà îïåðàòîðà y =
A(x) êàê íåíóëåâîãî âåêòîðà, êîòîðûé îïåðàòîðîì ïåðåâîäèòñÿ â âåê-òîð, êîëëèíåàðíûé èñõîäíîìó. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû ìîãóò èìåòü �ðàçíîåêîëè÷åñòâî� ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàíñòâî R2 â âè-äå âåêòîðîâ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò.Îïåðàòîð ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë α, íå êðàòíûé π,âîîáùå íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà

{
y1 = x1 + x2,
y2 = x2áóäóò èñ÷åðïûâàòüñÿ âåêòîðàìè âèäà ty1, ãäå y1 � ïåðâûé áàçèñíûéâåêòîð, à t � íåíóëåâîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ò. å. ñîñòàâëÿòü âìåñòå ñíóëü-âåêòîðîì îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. À èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâîïåðàòîðà {
y1 = x1 + 2x2,
y2 = 2x1 + x2,êàê ìû âèäåëè â íà÷àëå � 34, ìîæíî ñîñòàâèòü áàçèñ èñõîäíîãî ïðî-ñòðàíñòâà. À èìåííî, óêàçàííûé áàçèñ ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ~c1 = (1, 1)è ~c2 = (1,−1). Åñëè ìû çàïèøåì ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â áàçèñå ~c1,~c2(ñì. íà÷àëî � 34), òî îíà ïðèìåò âèä
(
3 0
0 −1

)
,ò. å. áóäåò äèàãîíàëüíîé.Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð y = A(x) íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìûì ê äèàãî-íàëüíîìó âèäó (èëè äèàãîíàëèçèðóåìûì), åñëè ñóùåñòâóåò áàçèñ èñõîä-íîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-íîé. Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ òàêæå îïåðàòîðàìè ïðîñòîé ñòðóê-òóðû.Òàêèå îïåðàòîðû è áóäóò îñíîâíûì îáúåêòîì âíèìàíèÿ â ýòîì ïàðà-ãðà�å.Òåîðåìà. Îïåðàòîð y = A(x), çàäàííûé â âåêòîðíîì ïðîñòðàí-ñòâå V , ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâ V ñóùåñòâóåò áàçèñ, ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðà-òîðà y = A(x).



306 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ìàòðèöà A îïåðàòîðà y = A(x) â áàçèñå
y1, y2, . . . , yn ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, ò. å.

A =




t1 0 0 . . . 0
0 t2 0 . . . 0
0 0 t3 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . tn



.Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðà â áàçèñå A(y1) = t1y1,

A(y2) = t2y2, . . . , A(yn) = tnyn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ y1,y2, . . . ,ynñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà y = A(x).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî áàçèñ y1,y2, . . . ,yn ïðîñòðàíñòâà V ñîñòî-èò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà y = A(x), ò. å. A(y1) = s1y1,
A(y2) = s2y2, . . . , A(yn) = snyn äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë s1, s2, . . . , sn. Òî-ãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû îïåðàòîðà â áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà Aâ áàçèñå y1,y2, . . . ,yn èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A =




s1 0 0 . . . 0
0 s2 0 . . . 0
0 0 s3 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . sn



.Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð y = A(x) ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òîåñëè ïðîñòðàíñòâî èìååò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâäàííîãî îïåðàòîðà, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñåäèàãîíàëüíà (è íà äèàãîíàëè ñòîÿò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,ïðè÷åì êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñòîèò ñòîëüêî ðàç,ñêîëüêî èìååòñÿ îòíîñÿùèõñÿ ê íåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ), è åñëè ìàòðèöà îïåðàòîðà â íåêî-òîðîì áàçèñå äèàãîíàëüíà, òî ýòîò áàçèñ ñîñòîèò èç ñîá-ñòâåííûõ âåêòîðîâ äàííîãî îïåðàòîðà.Ñëåäñòâèå. Ïóñòü A � ìàòðèöà îïåðàòîðà y = A(x) â íåêîòîðîìáàçèñå n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà V . Åñëè óðàâíåíèå |A− tE| = 0 èìååò

n ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, òî îïåðàòîð y = A(x) ïðèâîäèìê äèàãîíàëüíîìó âèäó.



� 35. Îïåðàòîðû, ïðèâîäèìûå ê äèàãîíàëüíîìó âèäó 307Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t1, t2, . . . , tn � ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëü-íûå êîðíè óðàâíåíèÿ |A − tE| = 0. Òîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííû-ìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà y = A(x). Äëÿ êàæäîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷å-íèÿ ti çà�èêñèðóåì ñîáñòâåííûé âåêòîð yi. Ïî òåîðåìå èç � 34 âåêòîðû
y1,y2, . . . ,yn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó èõ n øòóê, îíè îáðàçóþòáàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A ïðèâîäèì ê äèàãî-íàëüíîìó âèäó. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.Ïðèâåäåì ïðèìåðû. Ïóñòü îïåðàòîð çàäàí ìàòðèöåé

A =




4 5 6
−5 −7 −9
2 3 4


 .Íàéäåì ñíà÷àëà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà. Õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò âèä

|A− tE| =

∣∣∣∣∣∣

4− t 5 6
−5 −7− t −9
2 3 4− t

∣∣∣∣∣∣
= −t3 + t2.Èìååì äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: t1 = 0 è t2 = 1. Íàéäåìñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê t1. Èìååì

A− t1E =




4 5 6
−5 −7 −9
2 3 4


 ∼




4 5 6
0 −3 −6
0 1 2


 ∼




4 5 6
0 1 2
0 0 0


 .Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, èìååò îäíóñâîáîäíóþ íåèçâåñòíóþ � x3. Ïîëàãàÿ x3 = 1, íàõîäèì, ÷òî x2 = −2, à

x1 = 1. Èòàê, ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t1 îòíîñèòñÿ òîëüêî îäèí ëèíåéíîíåçàâèñèìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð � âåêòîð ~a1 = (1,−2, 1). Àíàëîãè÷íîïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t2 òàêæå îòíîñèòñÿ òîëüêîîäèí ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð � âåêòîð ~a2 = (3,−3, 1).Â ñèëó òåîðåìû èç � 34 íàáîð âåêòîðîâ ~a1, ~a2 ëèíåéíî íåçàâèñèì. Íî îííå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì âñåãî ïðîñòðàíñòâà, òàê êàê ñîäåðæèò ëèøü äâà âåê-òîðà, à îïåðàòîð äåéñòâóåò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî,äàííûé îïåðàòîð íå ïðèâîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.Ïóñòü òåïåðü îïåðàòîð çàäàí ìàòðèöåé
A =




7 10 12
−12 −19 −24

6 10 13


 .



308 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÏîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî
|A− tE| = −(t− 1)2(t+ 1),ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t1 = 1 îòíîñÿòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõñîáñòâåííûõ âåêòîðà ~a1 = (−5, 3, 0) è ~a2 = (−2, 0, 1), à ê ñîáñòâåííî-ìó çíà÷åíèþ t2 = −1 � îäèí ëèíåéíî íåçàâèñèìûé ñîáñòâåííûé âåê-òîð ~a3 = (1,−2, 1). Â ñèëó òåîðåìû èç � 34 âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3 ëèíåéíîíåçàâèñèìû. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ìàòðèöû ðàâåí 3, îïåðàòîð äåéñòâóåò âòðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3 îáðàçóþòáàçèñ ïðîñòðàíñòâà. Ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå èìååò âèä

A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


(êàæäîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñòîèò íà äèàãîíàëè ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêîèìååòñÿ îòíîñÿùèõñÿ ê íåìó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòî-ðîâ).Ïðèâåäåì êëàññ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, ðåøå-íèå êîòîðûõ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, åñëè îïåðàòîðû ïðèâîäèìû ê äèà-ãîíàëüíîìó âèäó. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå Rn â áàçèñå y1,y2, . . . ,yn ëèíåé-íûé îïåðàòîð y = A(x) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì Y = AX. Åñëè ìû ê âåê-òîðó AX ñíîâà ïðèìåíèì îïåðàòîð y = A(x), òî ïîëó÷èì âåêòîð A2X,ïîñëå k-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ � âåêòîð AkX. Äîâîëüíî ÷àñòî íàäî çíàòüïîâåäåíèå îïåðàòîðà Y = AkX ïðè k → ∞.Âåðíåìñÿ ê ïðèìåðó ñ íàñåêîìûìè, ðàññìîòðåííîìó â � 33 (ñì. ïðè-ìåð 3 íà ñ. 290). Åñëè ~x = (x1, x2, x3) � êîëè÷åñòâî íàñåêîìûõ â íà÷àëåãîäà, ~y = (y1, y2, y3) � â êîíöå ãîäà, òî, êàê ëåãêî ïîíÿòü, Y = AX, ãäå

Y = ~y⊤, X = ~x⊤, à
A =




0 0 6
1/2 0 0
0 1/3 0


 .Êîëè÷åñòâî íàñåêîìûõ ê êîíöó âòîðîãî ãîäà îïðåäåëèòñÿ âåêòîðîì A2X,ê êîíöó òðåòüåãî � A3X è ò.ä. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò, êàê áóäåò ðàçâè-âàòüñÿ ïîïóëÿöèÿ íàñåêîìûõ ïðè k → ∞, òî ìû äîëæíû ðàññìîòðåòüìàòðèöû A,A2, A3, . . . , Ak, . . ., ò. å. íàó÷èòüñÿ âû÷èñëÿòü ìàòðèöó Ak äëÿïðîèçâîëüíîãî k. Â äàííîì ïðèìåðå âñå ïðîñòî:

A2 =




0 2 0
0 0 3
1/6 0 0


 , A3 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 .



� 36. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 309Ê íà÷àëó ÷åòâåðòîãî ãîäà êîëè÷åñòâî íàñåêîìûõ êàæäîãî âîçðàñòà áóäåòñîâïàäàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ÷èñëîì íà íà÷àëî ïåðâîãî ãîäà.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A äàæå òðåòüåãî ïîðÿäêà âû÷èñëèòü Akïðè ïðîèçâîëüíîì k äîâîëüíî ñëîæíî. Îäíàêî åñëè A � ìàòðèöà äèà-ãîíàëèçèðóåìîãî îïåðàòîðà y = A(x), òî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ìîæíîóêàçàòü ïðîñòóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ak. Èòàê, ïóñòü y = A(x) �äèàãîíàëèçèðóåìûé îïåðàòîð è íàì èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â íåêîòî-ðîì áàçèñå F . Ïóñòü, äàëåå, G � òîò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà íàøåãîîïåðàòîðà äèàãîíàëüíà, à èìåííî èìååò âèä
A′ =




t1 0 0 . . . 0
0 t2 0 . . . 0
0 0 t3 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . tn



.Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà G è ìàòðèöû A′ óêàçàí âûøå â äàííîìïàðàãðà�å, ïîýòîìó G è A′ ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè. Ëåãêî ïîíÿòü,÷òî

(A′)k =




tk1 0 0 . . . 0
0 tk2 0 . . . 0
0 0 tk3 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . tkn



.Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G. Åå òàêæåìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé (àëãîðèòì åå íàõîæäåíèÿ ñì. íà ñ. 274). Âñèëó �îðìóëû (5) èç � 33, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî A′ = T−1AT . Óìíîæàÿîáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåâà íà T è ñïðàâà íà T−1, ïîëó÷àåì, ÷òî

A = TA′T−1. Íî òîãäà
Ak = (TA′T−1) · (TA′T−1) · . . . · (TA′T−1)︸ ︷︷ ︸

k ðàç =

= TA′(T−1T )A′(T−1T )A′ . . . (T−1T )A′T−1 = T (A′)kT−1.Èòàê, Ak = T (A′)kT−1. Ýòî è åñòü óïîìèíàâøàÿñÿ âûøå �îðìóëà äëÿâû÷èñëåíèÿ Ak.� 36. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðàÑ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A â ïðîñòðàíñòâå V ñâÿçàíû äâà âàæíûõïîäìíîæåñòâà èç V .



310 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V .Îáðàçîì A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ y ∈ V òàêèõ, ÷òî
A(x) = y äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ V . ßäðîì A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõâåêòîðîâ x ∈ V òàêèõ, ÷òî A(x) = 0.Îáðàç îïåðàòîðà A îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ImA, à åãî ÿäðî � ÷åðåç
KerA.Îòìåòèì, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ ImA èKerA íåïóñòî. Äëÿ ïåðâîãîèç íèõ ýòî î÷åâèäíî, à äëÿ âòîðîãî âûòåêàåò èç îòìå÷åííîãî íà ñ. 291�àêòà, ÷òî A(0) = 0.Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ïóñòü A � îïåðàòîð â îáû÷íîì òðåõ-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~x ïåðåâîäèò â åãîïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü Oxy. Òîãäà, êàê ëåãêî ïîíÿòü, ImA � ýòî ïëîñ-êîñòü Oxy, à KerA � îñü Oz. Â � 33 â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå Váûëè îïðåäåëåíû íóëåâîé îïåðàòîð O è òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð E (ñì.ñ. 292). Î÷åâèäíî, ÷òî ImO = {0} è KerO = V , ïðè÷åì íóëåâîé îïåðàòîð� åäèíñòâåííûé, ó êîòîðîãî îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî,à ÿäðîì � âñå ïðîñòðàíñòâî. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî Im E = V è Ker E = {0}.Ñóùåñòâóþò è äðóãèå îïåðàòîðû, ó êîòîðûõ îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ âñå ïðî-ñòðàíñòâî, à ÿäðîì � íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ,íàïðèìåð, îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ â t ðàç äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t 6= 0, îïå-ðàòîð ïîâîðîòà ïëîñêîñòè âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà �èêñèðîâàííûéóãîë α, îïåðàòîð ñèììåòðèè ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îñè Ox (èëè Oy).Åñëè P � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî M ïàðàëëåëü-íî ïîäïðîñòðàíñòâó M ′ (ñì. ñ. 292), òî, êàê ëåãêî ïîíÿòü, Im(P) = M è
Ker(P) =M ′.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ îáðàç èÿäðî ÿâëÿëèñü ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Ýòî âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëè-íåéíîãî îïåðàòîðà â ïðîèçâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
y1,y2,y ∈ ImA, à t � ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò âåêòîðû x1,x2,x ∈ Vòàêèå, ÷òî A(x1) = y1, A(x2) = y2, A(x) = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

y1 + y2 = A(x1) +A(x2) = A(x1 + x2) è ty = tA(x) = A(tx).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1 + x2, tx ∈ ImA, è ïîòîìó ImA � ïîäïðîñòðàíñòâîâ V . Äàëåå, ïóñòü x1,x2,x ∈ KerA, à t � ÷èñëî. Òîãäà
A(x1 + x2) = A(x1) +A(x2) = 0+ 0 = 0 è A(tx) = tA(x) = t · 0 = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî x1+x2, tx ∈ KerA, è ïîòîìó KerA � ïîäïðîñòðàíñòâîâ V .



� 36. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 311Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ðàçìåðíîñòè è áàçèñå îáðàçà è ÿäðàîïåðàòîðà A. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óêàçàíà ñâÿçü ìåæäó ðàçìåðíîñòÿìèýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à èç åå äîêàçàòåëüñòâà ëåãêî èçâëåêàåòñÿ ñïîñîáíàõîæäåíèÿ èõ áàçèñîâ.Òåîðåìà. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð â êîíå÷íîìåðíîì âåê-òîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà ñóììà ðàçìåðíîñòåé îáðàçà è ÿäðà îïå-ðàòîðà A ðàâíà ðàçìåðíîñòè V .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì dimV = n è çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëü-íûé áàçèñ f1, f2, . . . , fn ïðîñòðàíñòâà V . Îáîçíà÷èì ìàòðèöó îïåðàòîðà Aâ ýòîì áàçèñå ÷åðåç A, à åå ðàíã � ÷åðåç r. Ïóñòü x ∈ V , à (t1, t2, . . . , tn)� êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå f1, f2, . . . , fn. Òîãäà
A(x) = A(t1f1 + t2f2 + · · ·+ tnfn) = t1A(f1) + t2A(f2) + · · ·+ tnA(fn).Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî ImA ñîñòîèò èç âåêòîðîâ âèäà A(x), ïîëó÷àåì,÷òî íàáîð âåêòîðîâ A(f1),A(f2), . . . ,A(fn) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþ-ùèõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ImA ðàâíà ðàíãóóêàçàííîãî íàáîðà âåêòîðîâ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû A ñóòü âòî÷íîñòè ñòîëáöû êîîðäèíàò âåêòîðîâ A(f1),A(f2), . . . ,A(fn) â áàçèñå f1,

f2, . . . , fn, ïîëó÷àåì, ÷òî dim ImA = r.Äàëåå, ïóñòü x ∈ V , à X � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå
f1, f2, . . . , fn. ßñíî, ÷òî x ∈ KerA òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AX = O,ãäå O � íóëåâîé ñòîëáåö. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîñòðàíñòâî KerA ñîâïàäàåòñ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé AX = O.Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ KerA åñòü �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ýòîéñèñòåìû, à ðàçìåðíîñòü KerA ðàâíà ÷èñëó âåêòîðîâ â ýòîì íàáîðå. Âñèëó òåîðåìû èç � 29 ýòî ÷èñëî âåêòîðîâ ðàâíî n − r. Òàêèì îáðàçîì,
dimKerA = n− r. Ñëåäîâàòåëüíî,

dim ImA+ dimKerA = r + (n− r) = n.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ñ�îðìóëèðóåì â ÿâíîì âèäå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ áàçèñîâ îáðàçàè ÿäðà, âûòåêàþùèå èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A çàäàí â íåêîòîðîì áàçèñå ìàò-ðèöåé A. ×òîáû íàéòè áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà ImA, íà-äî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ìàòðèöó A⊤. Íåíóëåâûåñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû è áóäóò áàçèñîì ImA. ×òî-áû íàéòè áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà KerA, íàäî íàéòè �óíäà-ìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ



312 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûóðàâíåíèé, îñíîâíàÿ ìàòðèöà êîòîðîé åñòü A. Îí è áóäåòèñêîìûì áàçèñîì.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A çàäàí â íåêîòîðîìáàçèñå ìàòðèöåé
A =




2 0 1 −3
1 0 3 −4

−1 0 2 −1
1 0 1 −2


 .Òðåáóåòñÿ íàéòè áàçèñ è ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ KerA è ImA. Íà÷-íåì ñ îáðàçà îïåðàòîðà. Äåéñòâóÿ ïî óêàçàííîìó âûøå àëãîðèòìó, èìååì

A⊤ =




2 1 −1 1
0 0 0 0
1 3 2 1

−3 −4 −1 −2


 ∼




2 1 −1 1
1 3 2 1
3 4 1 2
0 0 0 0


 ∼




2 1 −1 1
0 5 5 1
0 5 5 1
0 0 0 0


 ∼

∼




2 1 −1 1
0 5 5 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû (2, 1,−1, 1) è (0,5,5,1) îáðàçóþò áàçèñ îáðàçàîïåðàòîðà A. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü îáðàçà ðàâ-íà 2.Ïåðåéäåì ê ÿäðó îïåðàòîðà A. Äåéñòâóÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìâûøå àëãîðèòìîì, èìååì

A =




2 0 1 −3
1 0 3 −4

−1 0 2 −1
1 0 1 −2


 ∼




2 0 1 −3
0 0 5 −5
0 0 5 −5
0 0 1 −1


 ∼




2 0 1 −3
0 0 1 −1
0 0 1 −1
0 0 1 −1


 ∼




2 0 1 −3
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


 .Çàïèøåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëó÷åí-íîé íàìè ìàòðèöå:

{
2x1 + 0 · x2 + x3 − 3x4 = 0,

x3 − x4 = 0.×òîáû ïðèâåñòè åå ê ëåñòíè÷íîìó âèäó, íàäî ïåðåñòàâèòü ñòîëáöû ñíåèçâåñòíûìè x2 è x3. ßñíî, ÷òî ñâîáîäíûìè íåèçâåñòíûìè áóäóò x2 è
x4. Ïîëàãàÿ x2 = 1, x4 = 0, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî x3 = 0,



� 36. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 313è èç ïåðâîãî � ÷òî x1 = 0. Äàëåå, ïîëàãàÿ x2 = 0, x4 = 1, èç âòîðîãîóðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî x3 = 1, è èç ïåðâîãî � ÷òî x1 = 1. Èòàê, â êà÷å-ñòâå áàçèñà ÿäðà ìîæíî âçÿòü âåêòîðû (0,1,0,0) è (1,0,1,1). Â ÷àñòíîñòè,ðàçìåðíîñòü ÿäðà ðàâíà 2.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ïðèâåäåì åùå îäèí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿáàçèñîâ îáðàçà è ÿäðà îïåðàòîðà A. Åãî ïðåèìóùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òîîí ïîçâîëÿåò íàéòè áàçèñû îáðàçà è ÿäðà îäíîâðåìåííî.Ïóñòü îïåðàòîð A èìååò â áàçèñå f1, f2, . . . , fn ìàòðèöó A.Ñîñòàâèì ìàòðèöó B ïîðÿäêà n×2n ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âëåâîé ïîëîâèíå (ò. å. â ïåðâûõ n ñòîëáöàõ ) ýòîé ìàòðèöûçàïèøåì ìàòðèöó A⊤, à â åå ïðàâîé ïîëîâèíå (â ïîñëåäíèõ
n ñòîëáöàõ ) � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Ýëåìåíòàðíûìè ïðå-îáðàçîâàíèÿìè âñåé ìàòðèöû B ïðèâåäåì åå ëåâóþ ïîëîâèíóê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷å-ðåç C, åå ëåâóþ ïîëîâèíó (êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþèç ïåðâûõ n ñòîëáöîâ ìàòðèöû C) � ÷åðåç C1, à åå ïðàâóþïîëîâèíó (êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäíèõ nñòîëáöîâ ìàòðèöû C) � ÷åðåç C2. Òîãäà1) íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû C1 îáðàçóþò áàçèñ îáðàçàîïåðàòîðà A;2) ñòðîêè ìàòðèöû C2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëæåíè-ÿìè íóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû C1, îáðàçóþò áàçèñ ÿäðàîïåðàòîðà A.Óòâåðæäåíèå 1 íåìåäëåííî âûòåêàåò èç îïèñàííîãî ðàíåå àëãîðèòìàíàõîæäåíèÿ áàçèñà îáðàçà è òîãî �àêòà, ÷òî â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèéëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ìàòðèöû íå �ïåðåìåøèâàþòñÿ�.Îáîñíóåì óòâåðæäåíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð fi èìååò â áàçèñå f1,

f2, . . . , fn êîîðäèíàòû (0,. . . ,0, 1,0,. . . ,0), ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïî-ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòèìàòðèöû B, åñòü ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñàíû êîîðäèíàòûâåêòîðîâ f1, f2, . . . , fn â áàçèñå, ñîñòàâëåííîì èç ýòèõ âåêòîðîâ. Âñïîìè-íàÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû îïåðàòîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî â ëåâîé ïîëîâèíå i-éñòðîêè ìàòðèöû B ñòîÿò êîîðäèíàòû âåêòîðà A(fi) â áàçèñå f1, f2, . . . , fn.Èòàê, ìàòðèöà B îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè â ïðàâîé ÷àñòèêàêîé-òî ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû ñòîÿò êîîðäèíàòû íåêîòîðîãî âåêòîðà xâ áàçèñå f1, f2, . . . , fn, òî â ëåâîé ÷àñòè ýòîé ñòðîêè ñòîÿò êîîðäèíàòûâåêòîðà A(x) â òîì æå áàçèñå. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ñâîéñòâîñîõðàíÿåòñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìàòðèöû. Ïîñêîëüêó



314 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûìàòðèöà C ïîëó÷åíà èç B ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îíà òàê-æå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1,x2, . . . ,xk ñòðî-êè ìàòðèöû C2, ÿâëÿþùèåñÿ ïðîäîëæåíèÿìè íóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû
C1. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå A(xi) = 0, ò. å. xi ∈ KerA äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , k. Äàëåå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðû x1,x2, . . . ,xk ëè-íåéíî íåçàâèñèìû. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî k + dim ImA = n.Ïî òåîðåìå k = dimKerA. Èòàê, x1,x2, . . . ,xk � ëèíåéíî íåçàâèñèìûéíàáîð âåêòîðîâ èç KerA, ÷èñëî âåêòîðîâ â êîòîðîì ðàâíî ðàçìåðíîñòèýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 23 ýòè âåêòîðû îáðàçóþòáàçèñ KerA. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.�åøèì óêàçàííûì ñïîñîáîì ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð. Èìååì




2 1 −1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 3 2 1 0 0 1 0

−3 −4 −1 −2 0 0 0 1


 ∼




2 1 −1 1 1 0 0 0
1 3 2 1 0 0 1 0

−3 −4 −1 −2 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0


 ∼

∼




2 1 −1 1 1 0 0 0
0 5 5 1 −1 0 2 0
0 −5 −5 −1 3 0 0 2
0 0 0 0 0 1 0 0


 ∼




2 1 −1 1 1 0 0 00 5 5 1 −1 0 2 00 0 0 0 2 0 2 20 0 0 0 0 1 0 0 .Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû ïðîâåëè â ïîñëåäíåé ìàòðèöå ãîðèçîíòàëüíóþ ÷åð-òó, êîòîðàÿ â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû îãðàíè÷èâàåò ñíèçó áàçèñ îáðàçà, à âïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó áàçèñ ÿäðà. Èòàê, âåêòîðû (2, 1,−1, 1)è (0,5,5,1) îáðàçóþò áàçèñ îáðàçà îïåðàòîðà A, à âåêòîðû (2,0,2,2) è(0,1,0,0) � áàçèñ åãî ÿäðà. Îòìåòèì, ÷òî áàçèñ îáðàçà ïîëó÷èëñÿ òàêîéæå, êàê è ïðè ïåðâîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ, à áàçèñ ÿäðà � äðóãîé.� 37. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) íàõîæäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â îäíîì áàçèñå, åñëèèçâåñòíà åãî ìàòðèöà â äðóãîì áàçèñå;2) íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåé-íîãî îïåðàòîðà;3) çàäà÷è î ïðèâîäèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ê äèàãîíàëüíîìó âè-äó;



� 37. Çàäà÷è 3154) íàõîæäåíèå áàçèñà îáðàçà èëè ÿäðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ âñåõ ýòèõ òèïîâ èìåþòñÿ â � 33�36 äàííîéãëàâû, è ïîòîìó çäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Â ïðîñòðàíñòâå R3 çà�èêñèðîâàí áàçèñ ~f1, ~f2, ~f3. Ïóñòü êîîðäè-íàòû âåêòîðîâ ~x è ~y â ýòîì áàçèñå åñòü (x1, x2, x3) è (y1, y2, y3) ñîîòâåò-ñòâåííî. ßâëÿþòñÿ ëè îòîáðàæåíèÿ ~y = A(~x), çàäàâàåìûå ñëåäóþùèìè�îðìóëàìè, ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè:à)  y1 = x1 ,
y2 = x1 + x2 ,
y3 = x1 + x2 + x3;

á)  y1 = x1 ,
y2 = x2 ,
y3 = x3 + 1;â)  y1 = x1 ,

y2 = x1 + x2 ,
y3 = x1 + x2 + x23;

ã)  y1 = 2x1 − 2x2 ,
y2 = 2x1 + 2x2 ,
y3 = x3?2. Â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðóåì ïðÿìîóãîëü-íóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (O; ~e1, ~e2, ~e3). Ïðåäñòàâèì ïðîñòðàí-ñòâî R3 êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè O. Äîêàçàòü, ÷òîñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè:à) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè 2x1 + x2 − x3 = 0;á) ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé




x = −1 + t,
y = −2 + −2t,
z = 3 + 3t;â) ïîâîðîò íà óãîë α îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x

1
=
y

2
=

z

−1
.3. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 2 âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå îòîáðà-æåíèÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè:à) âû÷èòàíèå èç âåêòîðà åãî ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü x1 − 2x3 = 0;á) óìíîæåíèå âåêòîðà íà åãî äëèíó;â) ïðîåêòèðîâàíèå âåêòîðà íà ïëîñêîñòü 4x1 − 3x2 + 5x3 − 1 = 0;ã) ñîïîñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó íåêîòîðîãî �èêñèðîâàííîãîâåêòîðà ~a?4. Íà ïëîñêîñòè çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìàêîîðäèíàò (O; ~e1, ~e2). Îïåðàòîð ~y = A(~x) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñè-òåëüíî ïðÿìîé ℓ. Íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå ~e1, ~e2:à) ℓ: x1 + x2 = 0; á) ℓ: x1 − 3x2 = 0; â)* ℓ: ax1 + bx2 = 0.



316 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðû5. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â áàçèñå ~a1,~a2 èìååò ìàòðèöó A. Íàéòè åãîìàòðèöó â áàçèñå ~b1,~b2, åñëè:à) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3),
~b1 = (4, 1), ~b2 = (1, 9),

A =

(
2 1

−4 3

)
;á) ~a1 = (2, 1), ~a2 = (−2, 3),

~b1 = (2, 5), ~b2 = (−10, 3),
A =

(
0 2

−1 7

)
;â) ~a1 = (2, 1), ~a2 = (0, 1),

~b1 = (6,−1), ~b2 = (−2, 1),
A =

(
1 1
2 0

)
;ã) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3),

~b1 = (0,−5), ~b2 = (3, 2),
A =

(
1 2
2 4

)
.6*. Â îáû÷íîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çà�èêñèðîâàí âåêòîð ~a. Äî-êàçàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, çàäàííîå ïðàâèëîì A(~x) =

(~a, ~x) · ~a, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, è íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðà-òîðàà) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðè ~a = (2,−3, 5);á) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ïðè ~a = (a1, a2, a3);â) â áàçèñå ~b1=(1, 1, 1), ~b2=(1, 1, 0), ~b3 = (1, 0, 0) ïðè ~a=(1, 2, 3).7*. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà 2-ãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòü,÷òî ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà Mat2,2 ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-íûìè îïåðàòîðàìè, è íàéòè èõ ìàòðèöû â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç ìàòðè÷-íûõ åäèíèö:à) A(X) = AX; á) A(X) = XA.8*. Â ïðîñòðàíñòâå Poln âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n îòîäíîé ïåðåìåííîé ðàññìîòðèì îïåðàòîð äè��åðåíöèðîâàíèÿ D, îïðåäå-ëÿåìûé ïðàâèëîì: D(p) = p′, ãäå p′ � ïðîèçâîäíàÿ ìíîãî÷ëåíà p. Äî-êàçàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð � ëèíåéíûé, è íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå
1, x, x2, . . . , xn.9. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V ëèíåéíî çàâèñèìû, à A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, òîâåêòîðû A(a1),A(a2), . . . ,A(ak) òîæå ëèíåéíî çàâèñèìû.10*. Ïóñòü a1,a2, . . . ,an � áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à
b1,b2, . . . ,bn � ïðîèçâîëüíûé íàáîð èç n âåêòîðîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòü, ÷òî â V ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäèí, ëèíåéíûé îïåðàòîð
A òàêîé, ÷òî A(a1) = b1, A(a2) = b2, . . . , A(an) = bn.11. Â ïðîñòðàíñòâå R3 äàíû âåêòîðû ~a1 = (2, 3, 5), ~a2 = (0, 1, 2),
~a3 = (1, 0, 0), ~b1 = (1, 1, 1), ~b2 = (1, 1,−1) è ~b3 = (2, 1, 2). Äîêàçàòü, ÷òîñóùåñòâóåò, è ïðèòîì òîëüêî îäèí, ëèíåéíûé îïåðàòîð A â R3 òàêîé, ÷òî
A(~a1) = ~b1, A(~a2) = ~b2, A(~a3) = ~b3, è íàéòè åãî ìàòðèöó â ñòàíäàðòíîìáàçèñå.



� 37. Çàäà÷è 31712. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ:à) {y1 =2x1 + x2,
y2 = x1 +2x2;

á) {y1 =3x1 +4x2,
y2 =5x1 +2x2;

â) {y1 = x1 +2x2,
y2 =4x1 +3x2;ã) {y1 = 2x1 − x2,

y2 =−2x1 +3x2;
ä) y1 = x3,

y2 = x2,
y3 = x1;

å) y1 = 2x1 − x2 +2x3,
y2 = 5x1 − 3x2 +3x3,
y3 =−x1 − 2x3;æ) y1 = x1 + x2 + x3 + x4,

y2 = x1 + x2 + x3 + x4,
y3 = x1 + x2 + x3 + x4,
y4 = x1 + x2 + x3 + x4;

ç) y1 = x2,
y2 = x3,
y3 = x4,
y4 = x1.13*. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõîïåðàòîðîâ èç çàäà÷è 2.14*. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðàäè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Poln (îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà äè�-�åðåíöèðîâàíèÿ ñì. â çàäà÷å 8).15. Ïðèâîäèìû ëè ñëåäóþùèå ëèíåéíûå îïåðàòîðû ê äèàãîíàëüíîìóâèäó:à)  y1 = 5x1 + 6x2 − 3x3,

y2 = −x1 + x3,
y3 = x1 + 2x2 − x3;

á)  y1 = −2x1 + 8x2 + 6x3,
y2 = −4x1 + 10x2 + 6x3,
y3 = 4x1 − 8x2 − 4x3;â)  y1 = 3x1 + 8x3,

y2 = 3x1 − x2 + 6x3,
y3 = −2x1 − 5x3;

ã)  y1 = −4x1 + 2x2 + 10x3,
y2 = −4x1 + 3x2 + 7x3,
y3 = −3x1 + x2 + 7x3?16. Íàéòè áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ñëåäóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðà-òîðà äèàãîíàëüíà, è ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå:à)  y1 = x1 + 2x2 ,

y2 = 2x2 ,
y3 = −2x1 − 2x2 − x3;

á)  y1 = 4x1 + 6x2 ,
y2 = −3x1 − 5x2 ,
y3 = −3x1 − 6x2 + x3.17. Ïóñòü y = A(x) � ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå V . Ëèíåé-íûé îïåðàòîð y = A2(x) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì A2(x) = A(A(x)) äëÿâñÿêîãî âåêòîðà x ∈ V . Äîêàçàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðà-òîðà y = A(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà y = A2(x).Êàê ñâÿçàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ?18*. Ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ åäèíñòâåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåìèìååò â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó A. Äîêàçàòü, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ïðè-âîäèì ê äèàãîíàëüíîìó âèäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà Aäèàãîíàëüíà.19*. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V ÿâëÿåò-ñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,



318 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûêîãäà A � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ.20. Íàéòè áàçèñ îáðàçà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé:à)  1 −2 2
−3 1 1
−2 −1 3


; á)  2 −6 1

−1 3 1
2 −6 2


; â)  1 2 2

−1 3 5
−1 8 12


.21. Íàéòè áàçèñ ÿäðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé:à)  1 −2 2 1

0 −3 1 1
1 1 1 0
2 −4 4 2


; á)  2 −4 1 0

−1 3 1 2
3 −7 0 −2
1 −1 1 −1


; â)  0 1 2 2

0 −1 3 5
−1 3 1 2
−1 3 6 9


.22. Íàéòè îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé:à) y1= x1+2x2− x3+ x4,

y2= 2x1+3x2−3x3 ,
y3= 3x1+6x2−3x3+3x4,
y4=−2x1 +6x3+6x4;

á) y1= 2x2+ x3+5x4,
y2=x1+3x2−2x3+ x4,
y3= − x2+ x3− x4,
y4=x1 +4x3+ x4.3. Îòâåòû1. à) Äà; á) íåò; â) íåò; ã) äà.3. à) Äà; á) íåò; â) íåò; ã) äà ïðè ~a = ~0 è íåò ïðè ~a 6= ~0.4. à) ( 0 −1

−1 0

); á) ( 0,8 0,6
0,6 −0,8

); â)  b2 − a2

a2 + b2
− 2ab

a2 + b2

− 2ab

a2 + b2
a2 − b2

a2 + b2


.5. à) ( −5/7 46/7

−15/7 40/7

); á) ( 19/7 59/7
8/7 30/7

); â) (−2 0
7 −1

); ã) ( 0 −1
0 5

).6. à)  4 −6 10
−6 9 −15
10 −15 25


; á)  a21 a1a2 a1a3

a1a2 a22 a2a3
a1a3 a2a3 a23


; â)  18 9 3

−6 −3 −1
−6 −3 −1


.7. à)  a11 a12 0 0

a21 a22 0 0
0 0 a11 a12
0 0 a21 a22


; á)  a11 0 a21 0

0 a11 0 a21
a12 0 a22 0
0 a12 0 a22


. 8.  0 1 0 0 . . . 0

0 0 2 0 . . . 0
0 0 0 3 . . . 0. . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . n
0 0 0 0 . . . 0



.10. Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü îïåðàòîð, çàäàííûé ïðàâèëîì: A(x) = x1b1 +

x2b2 + · · · + xnbn, ãäå (x1, x2, . . . , xn) � êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå
a1, a2, . . . , an.11.  2 −11 6

1 −7 4
2 −1 0


. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó 10.12. à) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1, 3; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1,−1)c (c 6= 0),

(1, 1)c (c 6= 0); á) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 7, −2; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 1)c



� 37. Çàäà÷è 319(c 6= 0), (−4, 5)c (c 6= 0); â) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: −1, 5; ñîáñòâåííûå âåê-òîðû: (1,−1)c (c 6= 0), (1, 1)c (c 6= 0); ã) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1, 4; ñîá-ñòâåííûå âåêòîðû: (1, 1)c (c 6= 0), (1,−1)c (c 6= 0); ä) ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ: 1, −1; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 0, 1)c1 + (0, 1, 0)c2 (c21 + c22 6= 0), (1, 0,−1)c(c 6= 0); å) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå: −1, ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 1,−1)c (c 6= 0);æ) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 4, 0; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 1, 1, 1)c (c 6= 0),
(1,−1, 0, 0)c1 + (0, 1,−1, 0)c2 + (0, 0, 1,−1)c3 (c21 + c22 + c23 6= 0); ç) ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ: 1, −1; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 1, 1, 1)c (c 6= 0); (1,−1, 1,−1)c (c 6= 0).13. à) Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1, −1; ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1,−2, 0)c1 +
(0, 1, 1)c2 (c21 + c22 6= 0), (2, 1,−1)c (c 6= 0); á) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1, −1;ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1,−2, 3)c (c 6= 0), (2, 1, 0)c1 + (0, 3, 2)c2 (c21 + c22 6= 0);â) åñëè α 6= nπ, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå: 1, ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 2,−1)c(c 6= 0); åñëè α = 2kπ, òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå: 1, âñå íåíóëåâûå âåêòîðûÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè; åñëè α = (2k + 1)π, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 1, −1;ñîáñòâåííûå âåêòîðû: (1, 2,−1)c (c 6= 0), (2,−1, 0)c1 + (0, 1, 2)c2 (c21 + c22 6= 0).14. Åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � 0, ñîáñòâåííûå âåêòîðû � âñåíåíóëåâûå êîíñòàíòû è òîëüêî îíè.15. à) Äà; á) äà; â) íåò; ã) íåò.16. à) Áàçèñ: (0,0,1), (−1, 0, 1), (−2,−1, 2); ìàòðèöà: −1 0 0

0 1 0
0 0 2


;á) áàçèñ: (−2, 1, 0), (0,0,1), (−1, 1, 1); ìàòðèöà:  1 0 0

0 1 0
0 0 −2


.17. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A2 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A.20. à) (1,−3,−2), (−2, 1,−1); á) (2,−1, 2), (1,1, 2); â) (1,−1,−1), (2,3,8).21. à) (−4, 1, 3, 0), (−1, 1, 0, 3); á) (13, 5,−6, 2); â) (15, 4,−7, 5).22. à) Îáðàç: (1, 2, 3,−2)c1+(1, 1, 3, 2)c2, ÿäðî: (3,−1, 1, 0)c1+(3,−2, 0, 1)c2;á) îáðàç: (2, 3,−1, 0)c1 + (0, 1, 0, 1)c2 + (0, 0, 1, 5)c3, ÿäðî: (3,−2,−1, 1)c.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �71. Íà ïëîñêîñòè çà�èêñèðîâàíà ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìàêîîðäèíàò (O; ~e1, ~e2). Îïåðàòîð ~y = A(~x) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé îòíîñè-òåëüíî ïðÿìîé ℓ. Íàéòè åãî ìàòðèöó â áàçèñå ~e1, ~e2.à) ℓ: 2x− y = 0; á) ℓ: 2x+ y = 0; â) ℓ: 3x+ y = 0; ã) ℓ: 3x− y = 0.2. Ëèíåéíûé îïåðàòîð â áàçèñå (~a1,~a2) èìååò ìàòðèöó A. Íàéòè åãîìàòðèöó â áàçèñå (~b1,~b2), åñëè:



320 �ëàâà 7. Ëèíåéíûå îïåðàòîðûà) ~a1 = (1,−1), ~a2 = (2, 3),
~b1 = (4, 1), ~b2 = (1, 9),

A =

(
2 1

−4 3

)
;á) ~a1 = (2, 1), ~a2 = (−2, 3),

~b1 = (2, 5), ~b2 = (−10, 3),
A =

(
0 2

−1 7

)
;â) ~a1 = (1, 1), ~a2 = (0,−2),

~b1 = (1, 3), ~b2 = (2, 0),
A =

(
0 3

−1 2

)
;ã) ~a1 = (−2, 3), ~a2 = (3, 1),

~b1 = (1, 4), ~b2 = (5, 9),
A =

(
1 2

−1 4

)
.3. Íàéòè ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà,çàäàâàåìîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöåé:à)  4 −5 2

5 −7 3
6 −9 4


; á)  1 −3 4

4 −7 8
6 −7 7


; â)  3 0 8

3 −1 6
−2 0 −5


;ã)  7 −12 −2

3 −4 0
−2 0 −2


.4. Ìîæíî ëè îïåðàòîð, çàäàâàåìûé â íåêîòîðîì áàçèñå ñëåäóþùåéìàòðèöåé, ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:à)  1 2 0

0 2 0
−2 −2 −1


; á)  4 6 0

−3 −5 0
−3 −6 −1


; â)  2 4 3

−2 −1 −2
−4 −4 −5


;ã)  17 11 18

−6 −4 −6
−12 −8 −13


?5. Íàéòè îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî ìàòðèöåé:à)  1 2 −2

3 1 1
−7 1 −7


; á)  2 6 1

1 3 −1
2 6 4


; â)  1 2 2

−1 3 5
1 7 9


; ã)  1 −1 0

2 3 2
0 5 2


.



�ëàâà 8Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÂ ýòîé ãëàâå íà ïðîèçâîëüíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà áóäåò ðàñ-ïðîñòðàíåíî ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ. Ýòî ïîçâîëèòââåñòè â àáñòðàêòíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ àíàëîãè òàêèõ ãåîìåò-ðè÷åñêèõ ïîíÿòèé, êàê äëèíà âåêòîðà, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, óãîëìåæäó âåêòîðàìè, ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïëîñêîñòü è äð. Êðîìå òîãî,åñòåñòâåííî ââîäÿòñÿ è îêàçûâàþòñÿ î÷åíü ïîëåçíûìè ïîíÿòèÿ, ñâÿçàí-íûå ñ îðòîãîíàëüíîñòüþ âåêòîðîâ, � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, îðòîãî-íàëüíîå äîïîëíåíèå è äð. Ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèåîïåðàòîðû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñâåäåíèÿ î êîòîðûõ ïðèãîäÿòñÿíàì â ãëàâå 10.� 38. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèåâ âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâåÂ ïðåäûäóùåé ãëàâå áûëè ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ âåê-òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Îäíàêî äîâîëüíî÷àñòî â òàêèõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èìåòü ÷èñëîâûå õàðàê-òåðèñòèêè âåêòîðîâ (òàêèå, êàê äëèíà) è èõ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ(óãîë ìåæäó âåêòîðàìè). Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì â âåêòîðíîìïðîñòðàíñòâå äîïîëíèòåëüíîé îïåðàöèè, íàçûâàåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèç-âåäåíèåì.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü V � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. �îâîðÿò,÷òî íà V çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, åñëè ëþáûì äâóì âåêòîðàì
x,y ∈ V ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîåñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ âåêòîðîâ è îáîçíà÷àåìîå ÷åðåç xy èëè



322 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà(x,y), òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ (çäåñü x, y, z � ïðîèç-âîëüíûå âåêòîðû èç V , à t � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî):1) (x,y) = (y,x) (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå êîììóòàòèâíî);2) (tx,y) = t · (x,y) (ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàêñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ);3) (x + y, z) = (x, z) + (y, z) (ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äèñòðèáóòèâíîîòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ);4) (x,x) > 0, ïðè÷åì (x,x) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0.Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-íèå, íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì. Ñâîéñòâà 1�4 íàçûâàþòñÿ àêñèîìàìè åâ-êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.Ïðèâåäåì ïðèìåðû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ.Ïðèìåð 1. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâîáû÷íîãî òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-íèåì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì, òàê êàê âñå àêñèîìû 1�4 âýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíû (ñì. ñ. 26). Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è î ìíî-æåñòâå âñåõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíè-åì.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Pol âñåõìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
f, g ∈ Pol ïîëîæèì

(f, g) =

1∫

0

f(t)g(t)dt.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì 1�4. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî Pol ïðåâðàùàåòñÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òî÷íî òàêèìæå îáðàçîì ìîæíî ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Polnâñåõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé ñòåïåíè íå âûøå n.ßñíî, ÷òî íóëåâîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíåò åâêëèäîâûì, åñëèìû îïðåäåëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðàâèëîì (0,0) = 0. Ñëåäóþ-ùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíîââåñòè â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.Ïðèìåð 3. Ïóñòü V � ïðîèçâîëüíîå íåíóëåâîå êîíå÷íîìåðíîå âåê-òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à b1, b2, . . . , bn � åãî áàçèñ. Ïóñòü x,y ∈ V .



� 38. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 323Îáîçíà÷èì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ x è y â áàçèñå b1, b2, . . . , bn ÷åðåç
(x1, x2 . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

xy = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî àêñèîìû 1�4 â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âû-ïîëíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, V ñ ââåäåííîé îïåðàöèåé � åâêëèäîâî ïðî-ñòðàíñòâî.Îòìåòèì, ÷òî â îäíîì è òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå ìîæíî îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Òàê, íàïðèìåð,â çàäà÷å 2 íà ñ. 349 óêàçàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå R2,îòëè÷íîå îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ââåäåííîãî òîëüêî ÷òî â ïðèìåðå3. Óêàæåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñëåäñòâèé èç àêñèîì åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà. Àêñèîìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíîâûíîñèòü îò ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Èñïîëü-çóÿ àêñèîìó 1, íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü ìîæíîâûíîñèòü è îò âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ. Â ñàìîì äåëå,
(x, ty) = (ty,x) = t · (y,x) = t · (x,y).Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ìîæíî ñäåëàòü îá àêñèîìå 3, â êîòîðîé óòâåð-æäàåòñÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, � â äåéñòâèòåëüíîñòèèìååò ìåñòî è äèñòðèáóòèâíîñòü ïî âòîðîìó àðãóìåíòó:

(x,y + z) = (y + z,x) = (y,x) + (z,x) = (x,y) + (x, z).Íåñëîæíî äîêàçàòü äèñòðèáóòèâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòíîñè-òåëüíî âû÷èòàíèÿ:
(x− y, z) = (x+ (−1) · y, z) = (x, z) + ((−1) · y, z) =

= (x, z) + (−1) · (y, z) = xz− yz.ßñíî òàêæå, ÷òî àêñèîìà 3 ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ,íî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èõ ÷èñëà. Îòìåòèì åùå, ÷òî
(0,x) = 0 (1)äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x. Äåéñòâèòåëüíî,

(0,x) = (0 · x,x) = 0 · (x,x) = 0.



324 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÑêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà x íà ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûìêâàäðàòîì âåêòîðà x. Àêñèîìà 4 ïîçâîëÿåò äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëå-íèå.Îïðåäåëåíèå. Äëèíîé âåêòîðà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî √
xx, îáîçíà÷à-åìîå ÷åðåç |x|.Ýòî îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, òàê êàê â îáû÷íîìïðîñòðàíñòâå äëèíà âåêòîðà òàêæå ðàâíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç åãî ñêà-ëÿðíîãî êâàäðàòà. Êàê ìû óâèäèì íèæå, íà åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàïåðåíîñÿòñÿ è ìíîãèå äðóãèå ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ äëèíàìè âåêòîðîâ âîáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî åñëè t ∈ R, òî

|tx| = |t| · |x|. (2)Â ñàìîì äåëå, |tx| =√(tx, tx) =
√
t2(x,x) = |t|

√
(x,x) = |t| · |x|. Îòñþäàâûòåêàåò, ÷òî, êàê è â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè x 6= 0, òî äëèíàâåêòîðà x

|x| ðàâíà 1. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ (2), èìååì
∣∣∣∣
x

|x|

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
1

|x| · x
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1

|x|

∣∣∣∣ · |x| =
1

|x| · |x| = 1.Ïåðåõîä îò íåíóëåâîãî âåêòîðà x ê âåêòîðó x

|x| íàçûâàþò íîðìèðîâà-íèåì âåêòîðà x. Âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû íàçûâàþò åäèíè÷íûì èëèíîðìèðîâàííûì.Äëÿ òîãî ÷òîáû ââåñòè ïîíÿòèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè â åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x è y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âû-ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|xy| 6 |x| · |y|, (3)ïðè÷åì |xy| = |x| · |y| òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîðû x è yëèíåéíî çàâèñèìû.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (1) âûòåêàåò, ÷òî åñëè y = 0, òî îáå ÷àñòèíåðàâåíñòâà (3) ðàâíû íóëþ è ïîòîìó íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ïî-ýòîìó äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y 6= 0, è, â ñèëó àêñèîìû 4, yy > 0.�àññìîòðèì âåêòîð x− ty, ãäå t � íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ïîàêñèîìå 4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (x− ty,x− ty) > 0. �àñêðûâ ñêîáêè,ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

xx− 2txy + t2yy > 0. (4)



� 38. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 325(�àçóìååòñÿ, èñïîëüçîâàëàñü åùå è àêñèîìà 1, ò. å. êîììóòàòèâíîñòü ñêà-ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.) Ïîäñòàâèì â ýòî íåðàâåíñòâî âìåñòî t ÷èñëî xy

yyè óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî yy. Ïîëó÷èì
xx ·yy−2(xy)2+(xy)2 > 0, îòêóäà (xy)2 6 xx ·yy. Çàìåíÿÿ â ïîñëåäíåìíåðàâåíñòâå xx íà |x|2 è yy íà |y|2 è èçâëåêàÿ êîðåíü èç îáåèõ ÷àñòåéíåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì (3).Åñëè âåêòîðû x è y ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî x − ty 6= 0 äëÿ âñÿêîãî
t è âìåñòî íåðàâåíñòâà (4) ìîæíî âçÿòü íåðàâåíñòâî

xx− 2txy + t2yy > 0.Ïîñëå ýòîãî âî âñåõ ïîñëåäóþùèõ íåðàâåíñòâàõ ìîæíî çàìåíèòü íåñòðî-ãîå íåðàâåíñòâî íà ñòðîãîå è âìåñòî (3) ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî |xy| < |x| ·
|y|. Òàêèì îáðàçîì, åñëè â (3) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî x è y ëèíåéíîçàâèñèìû. Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü x è y ëèíåéíî çàâè-ñèìû. Åñëè y = 0, òî, â ñèëó (1), îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3) ðàâíû íóëþ.Â ÷àñòíîñòè, ýòî íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ïóñòü òåïåðü
y 6= 0. Òîãäà èç ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè x è y âûòåêàåò, ÷òî x = ty äëÿíåêîòîðîãî ÷èñëà t. Íî òîãäà

|(x,y)| = |(ty,y)| = |t · (y,y)| = |t| · |(y,y)| =
= |t| · |y| · |y| = |ty| · |y| = |x| · |y|.Òåîðåìà äîêàçàíà.Íåðàâåíñòâî (3) íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Åñëè

x,y 6= 0, òî ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
−1 6

xy

|x| · |y| 6 1.Ýòî äåëàåò êîððåêòíûì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x è y åâêëè-äîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèé óãîë ϕ òàêîé, ÷òî
cosϕ =

xy

|x| · |y| .Óãîë ìåæäó íóëåâûì âåêòîðîì è ëþáûì äðóãèì âåêòîðîì íå îïðå-äåëåí. Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (x̂,y). Îòìåòèì,÷òî �îðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîñèíóñà óãëà ìåæäó âåêòîðàìè â åâêëè-äîâîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñîîòâåòñòâóþùåé �îðìóëåäëÿ âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå � ñì. �îðìóëó (1) â � 3.



326 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÈñïîëüçóÿ òåîðåìó, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, íàçû-âàåìîå íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà:
|x+ y| 6 |x|+ |y|. (5)Ýòî íåðàâåíñòâî îáîáùàåò èçâåñòíûé �àêò èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè,òàêæå íàçûâàåìûé íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà: ñóììà äëèí äâóõ ñòîðîíòðåóãîëüíèêà áîëüøå äëèíû òðåòüåé ñòîðîíû, îòñþäà è íàçâàíèå íåðà-âåíñòâà (5). Äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà ïðîñòî. Â ñàìîìäåëå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó è òîò �àêò, ÷òî xy 6 |xy| (ïîñêîëüêó t 6 |t|äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà t), èìååì

|x+ y|2 = (x+ y,x+ y) = xx+ xy + yx+ yy = |x|2 + 2xy + |y|2 6

6 |x|2 + 2|xy|+ |y|2 6 |x|2 + 2|x| · |y|+ |y|2 = (|x|+ |y|)2.Ìû âèäèì, ÷òî |x + y|2 6 (|x| + |y|)2. Èçâëåêàÿ èç îáåèõ ÷àñòåé ýòîãîíåðàâåíñòâà êâàäðàòíûé êîðåíü, ïîëó÷àåì, ÷òî |x+ y| 6 |x|+ |y|.
-
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|AB| = |~x− ~y| = ρ(~x, ~y)

A

B
~x

~y

�èñ. 1Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäóâåêòîðàìè. À èìåííî, ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåêòîðàìè x è y íàçûâàåò-ñÿ äëèíà âåêòîðà x − y. Îíî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ρ(x,y). Îòìåòèì, ÷òîïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå åñòåñòâåííî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òîâ êà÷åñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà âûñòóïàåò îáû÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñîáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî âñåâåêòîðû îòêëàäûâàþòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò, è îòîæäåñòâèì âåêòîð ñ



� 39. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ 327òî÷êîé, ÿâëÿþùåéñÿ åãî êîíöîì. Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷-êàìè åñòü äëèíà âåêòîðà, ñîåäèíÿþùåãî èõ êîíöû, ò. å. äëèíà ðàçíîñòèâåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì äâóì òî÷êàì (ðèñ. 1).Åñëè x, y, z � ïðîèçâîëüíûå âåêòîðû, òî
ρ(x,y) + ρ(y, z) > ρ(x, z). (6)Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, èìååì

ρ(x, z) = |x− z| = |(x−y) + (y− z)| 6 |x−y|+ |y− z| = ρ(x,y) + ρ(y, z).Íåðàâåíñòâî (6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åùå îäíî îáîáùåíèå óïîìè-íàâøåãîñÿ âûøå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.Â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòû âåêòîðà, îòëîæåííîãî îò íà÷à-ëà êîîðäèíàò, ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè òî÷êè, â êîòîðîé ýòîò âåêòîðçàêàí÷èâàåòñÿ (ñì. ñ. 40). Ïî àíàëîãèè ïðè ðàññìîòðåíèè åâêëèäîâûõïðîñòðàíñòâ íåðåäêî âìåñòî �âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, . . . , xn)� ãî-âîðÿò î òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, . . . , xn). Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâî-ëÿåò ãîâîðèòü íå î ðàññòîÿíèè ìåæäó âåêòîðàìè, à î ðàññòîÿíèè ìåæäóòî÷êàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæ-íûì èñïîëüçîâàòü äëÿ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèåòåðìèíû, êàê äëèíû ñòîðîí èëè âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíèêà è ò. ï.Ïóñòü A, B è C � òî÷êè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñîîòâåòñòâóþùèåâåêòîðàì a, b è  ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëèíà ñòîðîíû AB â △ABC �ýòî, åñòåñòâåííî, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè A è B, ò. å. äëèíà âåêòîðà
a−b. Èñõîäÿ èç àíàëîãèè ñ îáû÷íûì ïðîñòðàíñòâîì, çà âíóòðåííèé óãîëïðè âåðøèíå A â △ABC ïðèíèìàþò óãîë ìåæäó âåêòîðàìè b−a è c−a.Äëèíû äðóãèõ ñòîðîí è âåëè÷èíû äðóãèõ óãëîâ â △ABC îïðåäåëÿþòñÿàíàëîãè÷íî.� 39. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñÈç îïðåäåëåíèÿ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè âûòåêàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî
(x̂,y) =

π

2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà xy = 0 (òî÷íûé àíàëîã êðèòåðèÿîðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå � ñì. ñâîéñòâî 5 íàñ. 26). Ýòî äåëàåò åñòåñòâåííûì ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Âåêòîðû x è y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè

xy = 0. Íàáîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè ëþáûå äâàðàçëè÷íûõ âåêòîðà èç ýòîãî íàáîðà îðòîãîíàëüíû. Îðòîãîíàëüíûé íà-áîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì, åñëè äëèíû âñåõ âåêòîðîâèç ýòîãî íàáîðà ðàâíû 1.



328 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÎòìåòèì, ÷òî, â ñèëó ðàâåíñòâà (1) èç � 38,íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó.Óêàæåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíûõ íàáîðîâ âåêòîðîâ.Òåîðåìà 1. Ëþáîé îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ëè-íåéíî íåçàâèñèì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak � îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíó-ëåâûõ âåêòîðîâ. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ âåêòîðîâ, ðàâ-íóþ íóëåâîìó âåêòîðó:
t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak = 0. (1)Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà ai (ãäå 1 6 i 6 k) èèñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî (0,ai) = 0 â ñèëó ðàâåíñòâà (1) èç � 38, ìûïîëó÷èì, ÷òî

t1(a1,ai) + t2(a2,ai) + · · ·+ ti(ai,ai) + · · · + tk(ak,ai) = 0.Â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âñå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, êðîìå
aiai, ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ti(ai,ai) = 0. Ïîñêîëüêó ai 6= 0, ïîàêñèîìå 4 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì. ñ. 322) èìååì (ai,ai) 6= 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, ti = 0. Èòàê, âñå êîý��èöèåíòû â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (1)ðàâíû 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak ëèíåéíî íåçàâè-ñèì. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Îðòîãîíàëüíûé (îðòîíîðìèðîâàííûé) íàáîð âåêòîðîâ, êîòîðûé ÿâ-ëÿåòñÿ áàçèñîì, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (ñîîòâåòñòâåííî îðòîíîð-ìèðîâàííûì) áàçèñîì. Ïðèìåðîì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn, ââåäåííûé â � 22 (åñëè ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå â Rn îïðåäåëèòü êàê ñóììó ïðîèçâåäåíèé îäíîèìåííûõêîìïîíåíò).Òåîðåìà 2. Ïóñòü b1,b2, . . . ,bn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâ-êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E, à âåêòîðû x è y èìåþò â ýòîì áàçèñå êîîð-äèíàòû (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

xy = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn. (2)



� 39. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ 329Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî x = x1b1 +
x2b2 + · · ·+ xnbn è y = y1b1 + y2b2 + · · ·+ ynbn. Ñëåäîâàòåëüíî,

xy = x1y1(b1,b1) + x1y2(b1,b2) + · · ·+ x1yn(b1,bn)+
+ x2y1(b2,b1) + x2y2(b2,b2) + · · ·+ x2yn(b2,bn)+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ xny1(bn,b1) + xny2(bn,b2) + · · ·+ xnyn(bn,bn).Ïîñêîëüêó bibj = 0 ïðè i 6= j è bibi = 1 (äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n), òîïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó (2). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Èç òåîðåìû 2 è îïðåäåëåíèé äëèíû âåêòîðà, óãëà ìåæäó âåêòîðàìèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè íåìåäëåííî âûòåêàåòÑëåäñòâèå 1. Ïóñòü b1,b2, . . . ,bn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E, à âåêòîðû x è y èìåþò â ýòîì áàçèñåêîîðäèíàòû (x1, x2, . . . , xn) è (y1, y2, . . . , yn) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà1) |x| =
√
x21 + x22 + · · ·+ x2n;2) cos(x̂,y) =

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn√
x21 + x22 + · · ·+ x2n ·

√
y21 + y22 + · · ·+ y2n

;3) ρ(x,y) =√(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + · · ·+ (xn − yn)2.Îòìåòèì, ÷òî âñå �îðìóëû èç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ 1 ÿâëÿþòñÿòî÷íûìè àíàëîãàìè �îðìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èíâ îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (â ñëó÷àåîðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà) � ñì. �îðìóëû (2), (4), (5) â � 3 è (1) â � 5.Â ÷àñòíîñòè, îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ óäîáåí òåì, ÷òî â íåì ïðîñòîâû÷èñëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ âåêòîðîâ. Åñòåñòâåííî ïî-ýòîìó ïîñòàâèòü âîïðîñ î òîì, âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûéáàçèñ. Îòâåò íà íåãî ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Òåîðåìà 3. Ëþáîå íåíóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî S åâêëèäîâà ïðîñ-òðàíñòâà E èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà S ÷åðåç
k. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak � áàçèñ ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîèì îðòîãî-íàëüíûé áàçèñ b1,b2, . . . ,bk ïîäïðîñòðàíñòâà S. Âåêòîðû b1,b2, . . . ,bkáóäåì íàõîäèòü ïîñëåäîâàòåëüíî � ñíà÷àëà b1, çàòåì b2 è ò. ä.Ïîëîæèì b1 = a1. Ïóñòü b2 = pb1+a2, ãäå p � íåêîòîðîå ÷èñëî. Ïîä-áåðåì ýòî ÷èñëî òàê, ÷òîáû âåêòîðû b1 è b2 îêàçàëèñü îðòîãîíàëüíûìè.ßñíî, ÷òî

(b1,b2) = (b1, pb1 + a2) = p(b1,b1) + (b1,a2).



330 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÓ÷èòûâàÿ, ÷òî b1 6= 0 (òàê êàê âåêòîð b1 = a1 âõîäèò â áàçèñ ïîäïðî-ñòðàíñòâà S), è ïîëàãàÿ p = − (b1,a2)

(b1,b1)
, èìååì (b1,b2) = 0. Îòìåòèì,÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð b2 ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå Sè îòëè÷åí îò íóëåâîãî âåêòîðà. Ïåðâîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé î÷åâèäíî.Ïðîâåðèì âòîðîå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè b2 = 0, òî

0 = b2 = pb1 + a2 = pa1 + a2,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak.Ïîëîæèì b3 = qb1 + rb2 + a3, ãäå q è r � íåêîòîðûå ÷èñëà. Ïîä-áåðåì ÷èñëî q òàê, ÷òîáû âåêòîðû b1 è b3 îêàçàëèñü îðòîãîíàëüíûìè.Ïîñêîëüêó (b1,b2) = 0, èìååì
(b1,b3) = (b1, qb1 + rb2 + a3) = q(b1,b1) + r(b1,b2) + (b1,a3) =

= q(b1,b1) + (b1,a3).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî b1 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî äîñòàòî÷íî âçÿòü q = − (b1,a3)

(b1,b1)
.Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî, âçÿâ r = − (b2,a3)

(b2,b2)
, ìû îáåñïå÷èì îðòîãî-íàëüíîñòü âåêòîðîâ b2 è b3. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ÷èñåë q è r âåêòîðû b1, b2 è b3 áóäóò ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè. Ïðèýòîì âåêòîð b3 ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå S (÷òî î÷åâèäíî) è íå ðàâåííóëåâîìó âåêòîðó, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

0 = b3 = qb1 + rb2 + a3 = qa1 + r(pa1 + a2) + a3 = (q + rp)a1 + ra2 + a3,÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ak. Îò-ìåòèì, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ b1, b2 è b3 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáè-íàöèåé âåêòîðîâ a1, a2 è a3.Ïðîäîëæèì îïèñàííûé ïðîöåññ. Ïóñòü 2 6 i 6 k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîìû óæå ïîñòðîèëè îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ b1, b2, . . . ,
bi−1, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1,
a2, . . . , ai−1 (è, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæèò S). Ïîëîæèì

bi = − (b1,ai)

(b1,b1)
· b1 −

(b2,ai)

(b2,b2)
· b2 − · · · − (bi−1,ai)

(bi−1,bi−1)
· bi−1 + ai. (3)Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) íà b1 ñëåâà è ó÷èòûâàÿ, ÷òîâåêòîð b1 îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì b2, . . . ,bi−1, ïîëó÷àåì, ÷òî

(b1,bi) = − (b1,ai)

(b1,b1)
· (b1,b1) + (b1,ai) = −(b1,ai) + (b1,ai) = 0.



� 39. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ 331Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (b2,bi) = · · · = (bi−1,bi) = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî, íàáîð âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bi îðòîãîíàëåí. Íàïîìíèì, ÷òîêàæäûé èç âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bi−1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåéâåêòîðîâ a1, a2, . . . , ai−1. Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (3) íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò, ÷òî âåêòîð bi ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1,
a2, . . . , ai (è, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæèò S). Äàëåå, èç óêàçàííîãî ñâîé-ñòâà âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bi−1 âûòåêàåò, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå t1a1 + t2a2 + · · ·+ ti−1ai−1 + ai, ãäå t1, t2, . . . , ti−1� íåêîòîðûå ÷èñëà. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð bi ðàâåí íåêîòîðîé íåòðè-âèàëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ai. Ïîñêîëüêó ýòèâåêòîðû âõîäÿò â áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû.Ñëåäîâàòåëüíî, bi 6= 0. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíó-ëåâûõ âåêòîðîâ b1, b2, . . . , bi, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîéêîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a1, a2, . . . , ai (è, â ÷àñòíîñòè, ïðèíàäëåæèò S).Ïîâòîðèâ óêàçàííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç, ìû â êîíöåêîíöîâ ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ b1, b2, . . . ,
bk, ïðèíàäëåæàùèõ S. Ïî òåîðåìå 1 ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçà-âèñèì. Ïîñêîëüêó ÷èñëî âåêòîðîâ â íåì ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ S,îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà. ×òîáû ïîëó÷èòü îðòîíîð-ìèðîâàííûé áàçèñ S, äîñòàòî÷íî òåïåðü ðàçäåëèòü êàæäûé èç âåêòîðîâ
b1, b2, . . . , bk íà åãî äëèíó. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà, îïèñàííûé â äîêàçàòåëü-ñòâå òåîðåìû 3, ÷àñòî íàçûâàþò ïðîöåññîì îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðîöåññà áóäóò ïðè-âåäåíû â êîíöå äàííîãî ïàðàãðà�à è â êîíöå � 41. Îòìåòèì åùå, ÷òî,â ñèëó òåîðåìû 3, ëþáîå íåíóëåâîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñàìî èìååòîðòîíîðìèðîâàííûé è, â ÷àñòíîñòè, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ.Òåîðåìà 4. Ëþáóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó íåíóëåâûõ âåêòîðîâåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñàýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak � îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíó-ëåâûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
E ÷åðåç n. Íàì äîñòàòî÷íî íàéòè îðòîãîíàëüíûé íàáîð èç n íåíóëåâûõâåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà E, ñîäåðæàùèé âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak. Â ñàìîìäåëå, â ñèëó òåîðåìû 1 òàêîé íàáîð âåêòîðîâ áóäåò ëèíåéíî íåçàâèñè-ìûì, è ïîòîìó, â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 23, îí áóäåò áàçèñîì E.Åñëè k = n, òî, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, óæå ñàì íàáîð âåêòîðîâ
a1,a2, . . . ,ak ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà E. Ïîýòîìó



332 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàäàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî k < n. Ïóñòü b1,b2, . . . ,bn � îðòîíîðìèðî-âàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E, ñóùåñòâóþùèé â ñèëó òåîðåìû 3. Ïóñòüâåêòîð ai èìååò â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû (ai1, ai2, . . . , ain) (äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , k). �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõóðàâíåíèé: 




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.Â ñèëó òåîðåìû 3 èç � 12 ýòà ñèñòåìà èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îä-íî íåíóëåâîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç (c1, c2, . . . , cn) è ïîëîæèì

ak+1 = c1b1 + c2b2 + · · · + cnbn. Â ñèëó òåîðåìû 2, a1ak+1 = c1a11 +
c2a12 + · · ·+ cna1n = 0 è àíàëîãè÷íî a2ak+1 = · · · = akak+1 = 0. Ñëåäîâà-òåëüíî, a1,a2, . . . ,ak,ak+1 � îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ.Åñëè k+1 = n, òî îí ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà E.Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê âûøå, ïðè ïîñòðîåíèè âåê-òîðà ak+1, ìû äîïîëíèì íàáîð a1,a2, . . . ,ak+1 åùå îäíèì âåêòîðîì ak+2òàê, ÷òî íàáîð a1,a2, . . . ,ak+2 áóäåò îðòîãîíàëüíûì íàáîðîì íåíóëåâûõâåêòîðîâ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïî-ñòðîèì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ a1,a2, . . . ,ak,ak+1, . . . ,an ïðîñòðàíñòâà E,ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì èñõîäíîãî íàáîðà âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Òåî-ðåìà 4 äîêàçàíà.Èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò ñëåäóþùååÑëåäñòâèå 2. Ëþáóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ åâ-êëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçè-ñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî âñå âåêòîðû îðòîíîðìèðîâàííîéñèñòåìû � íåíóëåâûå (ïîñêîëüêó èõ äëèíû ðàâíû 1). Â ñèëó òåîðåìû 4íàøó îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ìîæíî äîïîëíèòü äî îðòîãîíàëüíîãîáàçèñà. �àçäåëèâ êàæäûé èç íàéäåííûõ ïðè ýòîì íîâûõ âåêòîðîâ íà åãîäëèíó, ìû ïîëó÷èì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ïî ñóùåñòâó, ñîäåðæèòñÿ àëãîðèòì ðå-øåíèÿ çàäà÷è î äîïîëíåíèè äàííîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû íåíóëåâûõâåêòîðîâ äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà. Ñ�îðìóëèðóåì åãî â ÿâíîì âèäå.Ïóñòü äàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî íàì èçâåñòíû êîîðäèíàòû âñåõ ýòèõ âåêòîðîââ íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Çàïèøåì ýòè êî-îðäèíàòû ïî ñòðîêàì â ìàòðèöó. Íàéäåì îäíî íåíóëåâîå



� 39. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ 333ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìàòðè-öà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé. Äîïèøåì êèìåâøåéñÿ ìàòðèöå ñòðîêó êîîðäèíàò ïîëó÷åííîãî âåêòîðàè íàéäåì îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðàñøèðåííîéìàòðèöåé. Ïðîäîëæèì îïèñàííûé ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïî-êà îáùåå ÷èñëî íàéäåííûõ âåêòîðîâ è âåêòîðîâ èç èñõîäíîéñèñòåìû íå ñòàíåò ðàâíûì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ ~a1 =
(2, 3,−1, 1), ~a2 = (−2, 2, 1,−1) èç R4 îðòîãîíàëåí, è äîïîëíèòü åãî äîîðòîãîíàëüíîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâïðîâåðÿåòñÿ ëåãêî:

~a1~a2 = 2 · (−2) + 3 · 2 + (−1) · 1 + 1 · (−1) = −4 + 6− 1− 1 = 0.Ïðèñòóïèì ê äîïîëíåíèþ äàííîãî íàáîðà âåêòîðîâ äî îðòîãîíàëüíîãîáàçèñà. Ïîñêîëüêó äàííûå âåêòîðû ïðèíàäëåæàò R4, òðåáóåòñÿ íàéòèåùå äâà âåêòîðà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì âûøå àëãîðèòìîì ñíà-÷àëà íàäî íàéòè êàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû,îñíîâíàÿ ìàòðèöà êîòîðîé � ýòî ìàòðèöà, â êîòîðîé ïî ñòðîêàì çàïèñà-íû êîîðäèíàòû äàííûõ âåêòîðîâ. Çàïèøåì ýòó ìàòðèöó è ïðèâåäåì ååê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
(

2 3 −1 1
−2 2 1 −1

)
∼
(
2 3 −1 1
0 5 0 0

)
.Ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöå, èìååò äâà ñâîáîäíûõíåèçâåñòíûõ: x3 è x4. Ïîñêîëüêó íàì íàäî íàéòè êàêîå-òî îäíî íåíó-ëåâîå ðåøåíèå, èõ ìîæíî çà�èêñèðîâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì (êðîìå

x3 = x4 = 0). Ïîëîæèì x3 = 2, x4 = 0. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàøåéñèñòåìû âûòåêàåò, ÷òî x2 = 0, à èç ïåðâîãî � ÷òî x1 = 1. Èòàê, â êà-÷åñòâå òðåòüåãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü ~a3 = (1, 0, 2, 0). Òåïåðü íàäî íàéòèêàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû, îñíîâíàÿ ìàòðèöàêîòîðîé åñòü ìàòðèöà ðåøàâøåéñÿ ðàíüøå ñèñòåìû, ê êîòîðîé äîáàâëåíàñòðîêà êîîðäèíàò âåêòîðà ~a3. Èìååì



2 3 −1 1
−2 2 −1 1
1 0 2 0


 ∼




2 3 −1 1
0 5 0 0
0 −3 5 −1


 ∼




2 3 −1 1
0 1 0 0
0 −3 5 −1


 ∼

∼




2 3 −1 1
0 1 0 0
0 0 5 −1


 .



334 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÒåïåðü åñòü òîëüêî îäíî ñâîáîäíîå íåèçâåñòíîå � x4. Ïîëàãàÿ x4 = 5,ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì, ÷òî x3 = 1, x2 = 0 è x1 = −2. Ìû íàøëè ÷åò-âåðòûé âåêòîð: ~a4 = (−2, 0, 1, 5). Íàáîð âåêòîðîâ (~a1,~a2,~a3,~a4) ÿâëÿåòñÿèñêîìûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîì âñåãî ïðîñòðàíñòâà.Óêàæåì åùå îäèí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Ïóñòü äàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ. Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî íàì èçâåñòíû êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ ýòîéñèñòåìû â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå. Çàïèøåìýòè êîîðäèíàòû ïî ñòðîêàì â ìàòðèöó. Íàéäåì �óíäàìåí-òàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé, ìàòðèöà êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîé ìàòðèöåé.Ïðèìåíèì ê ïîëó÷åííîìó íàáîðó âåêòîðîâ ïðîöåññ îðòîãîíà-ëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Îáúåäèíèâ ïîëó÷åííûé íàáîð âåê-òîðîâ ñ òåì, êîòîðûé áûë çàäàí, ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûéáàçèñ ïðîñòðàíñòâà.Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 1 äàííîãî ïàðàãðà�à è òåîðåìó èç � 29,ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, îáúåäèíèâ çàäàííûé íàáîð âåêòîðîâ ñ òåì, êîòîðûéáóäåò ïîëó÷åí ïðè âûïîëíåíèè îïèñàííîãî àëãîðèòìà, ìû ïîëó÷èì îðòî-ãîíàëüíûé íàáîð âåêòîðîâ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàí-ñòâà. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü òåîðåìó 1 äàííîãî ïàðàãðà�à è òåîðåìó 2 èç � 23.Ïðîäåìîíñòðèðóåì âòîðîé èç îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ íà ïðèìåðå.Ïóñòü äàí íàáîð âåêòîðîâ ~a1 = (−1, 2, 0, 1), ~a2 = (2,−1, 1, 4) èç R4.Áåç òðóäà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îí îðòîãîíàëåí. Òðåáóåòñÿ äîïîëíèòü åãîäî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Äåéñòâóÿ ïî óêàçàííîìóàëãîðèòìó, èìååì
(

−1 2 0 1
2 −1 1 4

)
∼
(

−1 2 0 1
0 3 1 6

)
.Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèò èç âåêòîðîâ ~a3 = (−2,−1, 3, 0), ~a4 =

(−3,−2, 0, 1). Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè�ðàìà�Øìèäòà, èìååì
~b3 = ~a3 = (−2,−1, 3, 0);

~b4 = −(~b3,~a4)

(~b3,~b3)
·~b3 + ~a4 = −4

7
· (−2,−1, 3, 0) + (−3,−2, 0, 1) =

=

(
−13

7
,−10

7
,−12

7
, 1

)
.



� 40. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 335Íàáîð âåêòîðîâ (~a1,~a2,~b3,~b4) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì îðòîãîíàëüíûì áàçèñîìâñåãî ïðîñòðàíñòâà.� 40. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèåÏîíÿòèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà îðòî-ãîíàëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ. Äâà ïîäïðîñòðàíñòâà S1 è S2 åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà E íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè ëþáîé âåêòîð èç S1îðòîãîíàëåí ëþáîìó âåêòîðó èç S2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäè âñåõ ïîäïðî-ñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà E, îðòîãîíàëüíûõ ê äàííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó S,ñóùåñòâóåò íàèáîëüøåå (ñì. íèæå ï.3 òåîðåìû 1).Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E. Ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ ê ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðóèç S, íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâà S.Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà S îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
S⊥. Èíûìè ñëîâàìè,

S⊥ = {x ∈ E |ax = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ∈ S}.Íàïðèìåð, åñëè â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ îáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-äåíèåì ïîäïðîñòðàíñòâî S � ýòî ïëîñêîñòü σ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëîêîîðäèíàò O, òî S⊥ � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç O ïåðïåíäèêóëÿðíî ê
σ. Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E, à S⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S. Òîãäà:1) S⊥ � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà E;2) åñëè a1,a2, . . . ,ak � áàçèñ S, òî x ∈ S⊥ òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà a1x = a2x = · · · = akx = 0;3) åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî S′ îðòîãîíàëüíî ê S, òî S′ ⊆ S⊥.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííîâûòåêàåò èç àêñèîì 2 è 3 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (ñì. ñ. 322). Â ñàìîìäåëå, åñëè x,y ∈ S⊥, a ∈ S, à t � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, òî

(x+ y,a) = xa+ ya = 0 + 0 = 0 è (tx,a) = t(x,a) = t · 0 = 0.



336 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÄîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè a1,a2, . . . ,ak � áàçèñ S, à x ∈ S⊥,òî âåêòîð x îðòîãîíàëåí ê âåêòîðàì a1,a2, . . . ,ak, ïîñêîëüêó îí îðòîãî-íàëåí êî âñåì âåêòîðàì èç S. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî x îðòîãîíàëåíê âåêòîðàì a1,a2, . . . ,ak. Ïóñòü a ∈ S. Ïîñêîëüêó a1,a2, . . . ,ak � áà-çèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S, âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòî-ðîâ a1,a2, . . . ,ak, ò. å. a = t1a1 + t2a2 + · · · + tkak äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë
t1, t2, . . . , tk. Íî òîãäà

xa = (x, t1a1 + t2a2 + · · ·+ tkak) =

= t1(x,a1) + t2(x,a2) + · · ·+ tk(x,ak) =

= t1 · 0 + t2 · 0 + · · · + tk · 0 = 0.Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð x îðòîãîíàëåí ê a, ò. å. x ∈ S⊥. Âòîðîå óòâåð-æäåíèå äîêàçàíî.Ïóñòü òåïåðü ïîäïðîñòðàíñòâî S′ îðòîãîíàëüíî ê S. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîåñëè x ∈ S′, òî x îðòîãîíàëåí êî âñåì âåêòîðàì èç S. Ïî îïðåäåëåíèþîðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x ∈ S⊥. Òàêèì îáðàçîì,
S′ ⊆ S⊥. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Ñóììà ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâà è åãî îðòîãî-íàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà E, à S⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå S. Îáîçíà÷èì ðàçìåð-íîñòü E áóêâîé n, à ðàçìåðíîñòü S � áóêâîé k. Çà�èêñèðóåì îðòî-íîðìèðîâàííûé áàçèñ b1,b2, . . . ,bn ïðîñòðàíñòâà E è ïðîèçâîëüíûéáàçèñ a1,a2, . . . ,ak ïîäïðîñòðàíñòâà S. Ïóñòü âåêòîð a1 èìååò â áà-çèñå b1,b2, . . . ,bn êîîðäèíàòû (a11, a12, . . . , a1n), âåêòîð a2 � êîîðäè-íàòû (a21, a22, . . . , a2n), . . . , íàêîíåö, âåêòîð ak � êîîðäèíàòû (ak1,
ak2, . . . , akn). Ïî òåîðåìå 1 x ∈ S⊥ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a1x = a2x = · · · = akx = 0. Åñëè (x1, x2, . . . , xn) � êîîðäèíàòû âåê-òîðà x â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn, òî, â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 39, ïîñëåäíèåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû ñëåäóþùèì:





a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + · · ·+ aknxn = 0.

(1)Èòàê, âåêòîð x ëåæèò â S⊥ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî êîîð-äèíàòû â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Èíûìè



� 40. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 337ñëîâàìè, S⊥ ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû. Â ñèëóòåîðåìû èç � 29 ðàçìåðíîñòü ïîñëåäíåãî ðàâíà n−r, ãäå r � ðàíã ìàòðè-öû ñèñòåìû (1). Ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû � êîîðäèíàòû áàçèñíûõ âåêòîðîâïðîñòðàíñòâà S. Ñëåäîâàòåëüíî, r = k. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàçìåðíîñòüïðîñòðàíñòâà S⊥ ðàâíà n− k, ãäå k � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà S. Òåî-ðåìà 2 äîêàçàíà.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âûòåêàåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñàîðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà S åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà:åñëè èçâåñòåí áàçèñ a1, a2, . . . , ak ïîäïðîñòðàíñòâà S, òîíàäî ñîñòàâèòü ìàòðèöó A, çàïèñàâ â íåå ïî ñòðîêàì êîîð-äèíàòû âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak, è íàéòè �óíäàìåíòàëüíûéíàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îñ-íîâíàÿ ìàòðèöà êîòîðîé åñòü A. Îí è áóäåò áàçèñîì îðòî-ãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà S.Ïîñêîëüêó ðàíåå ìû óæå ïðèâîäèëè ïðèìåðû íàõîæäåíèÿ �óíäàìåí-òàëüíîãî íàáîðà ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (ñì. � 29 è 36), çäåñü ìûíå áóäåì ðåøàòü êîíêðåòíóþ çàäà÷ó.Òåîðåìà 3. Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E, à S⊥ � åãî îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå. Òîãäà E = S⊕S⊥. Â ÷àñòíî-ñòè, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ E ñóùåñòâóþò, è ïðèòîì åäèíñòâåííûå,âåêòîðû y è z òàêèå, ÷òî y ∈ S, z ∈ S⊥ è x = y+ z.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî S ∩ S⊥ = {0}. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü
x ∈ S ∩ S⊥. Òîãäà xx = 0 è, â ñèëó ÷åòâåðòîé àêñèîìû åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà, x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, dim(S∩S⊥) = 0. Îòñþäà è èç òåîðåìû1 èç � 25 âûòåêàåò, ÷òî dim(S + S⊥) = dimS +dimS⊥. Â ñèëó òåîðåìû 2
dim(S+S⊥) = dimE. Ëåììà èç � 24 ïîêàçûâàåò òåïåðü, ÷òî E = S+S⊥.Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 2 èç � 25, ïîëó÷àåì âñå òðåáóåìûå óòâåðæäåíèÿ. Òåî-ðåìà 3 äîêàçàíà.Âåêòîðû y è z, ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êîòîðûõ äîêàçàíûâ òåîðåìå 3, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé âåê-òîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî S è îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé x îòíî-ñèòåëüíî S. Îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèÿ âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî ïîäïðî-ñòðàíñòâà S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xS , à îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿ-þùóþ x îòíîñèòåëüíî S � ÷åðåç xS⊥ . Îòìåòèì, ÷òî åñëè S = {0}, òî
xS = 0, à xS⊥ = x. Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî x = 0 + x è â óêàçàííîìñëó÷àå 0 ∈ S, à x ∈ S⊥. Äëèíà îðòîãîíàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà xîòíîñèòåëüíî S íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì îò x äî S. Îòìåòèì, ÷òî åñëè



338 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà
S = {0}, òî, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, ðàññòîÿíèå îò x äî S ðàâíî |x|.Íåñêîëüêî ñëîæíåå îïðåäåëÿåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðîì è ïîäïðîñòðàí-ñòâîì. Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî S íåíóëåâîå è y 6= 0, òî óãëîì ìåæäó xè S íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y. Åñëè S 6= {0} è y = 0, òîóãîë ìåæäó x è S ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì π

2
(ýòî åñòåñòâåííî,òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå x = z ∈ S⊥). Íàêîíåö, åñëè S = {0}, òî óãîëìåæäó x è S íå îïðåäåëåí. �àññòîÿíèå îò x äî S îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ρ(x, S), à óãîë ìåæäó x è S � ÷åðåç (x̂, S).Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîíÿòèÿ, ââåäåííûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîë-íîñòüþ àíàëîãè÷íû îäíîèìåííûì ïîíÿòèÿì â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå ñîáû÷íûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Â ñàìîì äåëå, âîçüìåì â ýòîì ïðî-ñòðàíñòâå â êà÷åñòâå ïîäïðîñòðàíñòâà S ïëîñêîñòü Oxy. ßñíî, ÷òî îðòî-ãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì S⊥ áóäåò îñü Oz. Îòëîæèì âåêòîð ~x îò íà÷àëàêîîðäèíàò. Òîãäà îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~x íà S � ýòî åãî ïðî-åêöèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy â îáû÷íîì ñìûñëå, ðàññòîÿíèå îò ~x äî S �îáû÷íîå ðàññòîÿíèå îò êîíöà âåêòîðà ~x äî ïëîñêîñòè Oxy, óãîë ìåæäó
~x è S � îáû÷íûé óãîë ìåæäó ýòèì âåêòîðîì è Oxy (ðèñ. 2).
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�èñ. 2Çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè x íà S, îðòîãîíàëüíîéñîñòàâëÿþùåé x îòíîñèòåëüíî S, ðàññòîÿíèÿ îò x äî S è óãëà ìåæäó xè S ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì, àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñüðàíåå. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó òåîðåìû 3 E = S ⊕ S⊥, è ïîòîìó îðòîãî-íàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà S � ýòî ïðîåêöèÿ x íà S ïàðàëëåëüíî S⊥, àîðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ x îòíîñèòåëüíî S � ýòî ïðîåêöèÿ x íà S⊥ïàðàëëåëüíî S. Ñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé àëãî-ðèòì.



� 40. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 339Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî S íóëåâîå, òî, ñîãëàñíî ñêàçàííîìóâûøå, îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ x íà S ðàâíà 0, îðòîãîíàëü-íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ x îòíîñèòåëüíî S ñîâïàäàåò ñ x, ðàñ-ñòîÿíèå îò x äî S ðàâíî |x|, à óãîë ìåæäó x è S íå îïðå-äåëåí. Ïóñòü òåïåðü S 6= {0}. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâå-ñòåí áàçèñ S. Òîãäà ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè:1) áàçèñ S⊥ (ïî àëãîðèòìó, óêàçàííîìó ïîñëå äîêàçàòåëü-ñòâà òåîðåìû 2);2) îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ y âåêòîðà x íà S êàê ïðîåê-öèþ x íà S ïàðàëëåëüíî S⊥ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿ-þùóþ z âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî S êàê ïðîåêöèþ x íà
S⊥ ïàðàëëåëüíî S (ïî àëãîðèòìó, óêàçàííîìó íà ñ. 234);3) ðàññòîÿíèå îò x äî S ïî �îðìóëå ρ(x, S) = √

zz è óãîëìåæäó x è S ïî �îðìóëå
cos(x̂, S) =





xy

|x| · |y| , åñëè y 6= 0;

π

2
, åñëè y = 0.Ñïåöèàëüíîé çàäà÷è íà ýòó òåìó ìû ðåøàòü íå áóäåì.Êàê áûëî îòìå÷åíî â ïðèìåðå 1 èç � 26, ïîíÿòèå ïîäïðîñòðàíñòâàÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü

P = x0 + M � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Eè x ∈ E. Òîãäà ðàññòîÿíèåì îò x äî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ P íàçûâà-åòñÿ ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x − x0 äî íàïðàâëÿþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà
M . Åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî M íåíóëåâîå, òî óãëîì ìåæäó x è P íàçû-âàåòñÿ óãîë ìåæäó x è M . Åñëè æå M = {0}, òî óãîë ìåæäó x è Píå îïðåäåëåí. Èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé âèäíî, ÷òî çàäà÷è íàõîæ-äåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà äî ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ è óãëà ìåæäóâåêòîðîì è ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì íåìåäëåííî ñâîäÿòñÿ ê àíàëîãè÷-íûì çàäà÷àì î âåêòîðå è ïîäïðîñòðàíñòâå, àëãîðèòì ðåøåíèÿ êîòîðûõèçëîæåí âûøå. �àññòîÿíèå îò x äî ìíîãîîáðàçèÿ P îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
ρ(x, P ), à óãîë ìåæäó x è P � ÷åðåç (x̂, P ).Óêàæåì åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Ïóñòü E� åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à S, S1 è S2 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâà. Òîãäà:1) {0}⊥ = E, à E⊥ = {0};2) (S⊥)⊥ = S;



340 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà3) åñëè S1 ⊆ S2, òî S⊥
2 ⊆ S⊥

1 ;4) (S1 + S2)
⊥ = S⊥

1 ∩ S⊥
2 , à (S1 ∩ S2)⊥ = S⊥

1 + S⊥
2 ;5) åñëè E = S1 ⊕ S2, òî E = S⊥

1 ⊕ S⊥
2 .Ïåðâîå ðàâåíñòâî â ñâîéñòâå 1 âûòåêàåò èç îòìå÷åííîãî íà ñ. 328�àêòà: íóëåâîé âåêòîð îðòîãîíàëåí ê ëþáîìó âåêòîðó èç E. Âòîðîå ðà-âåíñòâî â ýòîì ñâîéñòâå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç àêñèîìû 4 åâêëèäîâà ïðî-ñòðàíñòâà (ñì. ñ. 322). Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ E⊥, òî xy = 0 äëÿ ëþáîãî

y ∈ E. Â ÷àñòíîñòè, xx = 0, è, â ñèëó àêñèîìû 4, x = 0.Äîêàæåì ñâîéñòâî 2. Èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ âû-òåêàåò, ÷òî åñëè x ∈ S, òî x îðòîãîíàëåí ê ëþáîìó âåêòîðó èç S⊥. Ñëå-äîâàòåëüíî, S ⊆ (S⊥)⊥. Ïóñòü dimS = n è dimE = k. Â ñèëó òåîðåìû2
dim(S⊥)⊥ = n− dimS⊥ = n− (n− k) = k = dimS.Èòàê, S � ïîäïðîñòðàíñòâî â (S⊥)⊥ è dimS = dim(S⊥)⊥. Â ñèëó ëåììûèç � 24, S = (S⊥)⊥.Äîêàæåì òåïåðü ñâîéñòâî 3. Ïóñòü S1 ⊆ S2 è x ∈ S⊥

2 . Òîãäà x îð-òîãîíàëåí ê ëþáîìó âåêòîðó èç S2, à çíà÷èò, â ÷àñòíîñòè, è ê ëþáîìóâåêòîðó èç S1. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ S⊥
1 , è ïîòîìó S⊥

2 ⊆ S⊥
1 .Ïåðåéäåì ê ñâîéñòâó 4. Äîêàæåì ñíà÷àëà ïåðâîå ðàâåíñòâî èç ýòîãîñâîéñòâà. Ïóñòü x ∈ S⊥

1 ∩ S⊥
2 è y ∈ S1 + S2. Òîãäà y = y1 + y2 äëÿíåêîòîðûõ âåêòîðîâ y1 ∈ S1 è y2 ∈ S2. Â ñèëó âûáîðà x èìååì xy1 =

xy2 = 0, îòêóäà
(x,y) = (x,y1 + y2) = (x,y1) + (x,y2) = 0 + 0 = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ (S1+S2)

⊥, è ïîòîìó S⊥
1 ∩S⊥

2 ⊆ (S1+S2)
⊥. Äîêàæåìîáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü x ∈ (S1+S2)

⊥. Ïîñêîëüêó S1 ⊆ S1+S2 è S2 ⊆
S1 + S2, èç ñâîéñòâà 3 âûòåêàåò, ÷òî x ∈ S⊥

1 è x ∈ S⊥
2 . Ñëåäîâàòåëüíî,

x ∈ S⊥
1 ∩ S⊥

2 , è ïîòîìó (S1 + S2)
⊥ ⊆ S⊥

1 ∩ S⊥
2 . Ïåðâîå ðàâåíñòâî èçñâîéñòâà 4 äîêàçàíî. Âòîðîå ðàâåíñòâî èç ýòîãî ñâîéñòâà ëåãêî âûòåêàåòèç ïåðâîãî ðàâåíñòâà è ñâîéñòâà 2. Â ñàìîì äåëå,

S⊥
1 + S⊥

2 = ((S⊥
1 + S⊥

2 )
⊥)⊥ = ((S⊥

1 )
⊥ ∩ (S⊥

2 )
⊥)⊥ = (S1 ∩ S2)⊥.Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 25, ÷òîáû äîêàçàòü ñâîéñòâî 5, äîñòàòî÷íî óñòà-íîâèòü, ÷òî S⊥

1 + S⊥
2 = E è dimS⊥

1 + dimS⊥
2 = dimE. Ïåðâîå ðàâåíñòâîâûòåêàåò èç ñâîéñòâ 4 è 1. Â ñàìîì äåëå, ïî óñëîâèþ, S1 ∩ S2 = {0}, èïîòîìó

S⊥
1 + S⊥

2 = (S1 ∩ S2)⊥ = {0}⊥ = E.



� 40. Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 341×òîáû äîêàçàòü âòîðîå èç íóæíûõ ðàâåíñòâ, ïîëîæèì dimE = n,
dimS1 = k1 è dimS2 = k2. Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 25, n = k1+k2. Èñïîëü-çóÿ òåîðåìó 2, èìååì
dimS⊥

1 +dimS⊥
2 = (n−k1)+(n−k2) = 2n−(k1+k2) = 2n−n = n = dimE.Ñâîéñòâî 5 äîêàçàíî.Â � 29 áûë ïðèâåäåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîä-ïðîñòðàíñòâ. Ñâîéñòâà 2 è 4 ïîçâîëÿþò óêàçàòü åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿýòîé çàäà÷è. Â ñàìîì äåëå, èç ýòèõ ñâîéñòâ âûòåêàåò, ÷òî
S1 ∩ S2 = (S⊥

1 )
⊥ ∩ (S⊥

2 )
⊥ = (S⊥

1 + S⊥
2 )

⊥.Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé àëãîðèòì.×òîáû íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ S1 è S2,íàäî íàéòè ñíà÷àëà áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ S⊥
1 è S⊥

2 (ïîàëãîðèòìó, óêàçàííîìó ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2),çàòåì áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S⊥
1 + S⊥

2 (ïî àëãîðèòìó, óêà-çàííîìó íà ñ. 231) è, íàêîíåö, áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà S1 ∩
S2 = (S⊥

1 + S⊥
2 )

⊥ (âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü àëãîðèòìîì, óêà-çàííûì ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2).�åøèì ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà çàäà÷ó, óæå ðàññìîòðåííóþ â� 29: íàéäåì áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà M1, ïîðîæäåííîãî âåê-òîðàìè ~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (0, 1, 1, 0) è ~a3 = (0, 0, 1, 1), è ïîäïðîñòðàí-ñòâà M2, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè ~b1 = (1, 1, 1, 1), ~b2 = (1, 0, 1,−1) è
~b3 = (1, 0, 2, 0). Ñíà÷àëà íàéäåì áàçèñ M⊥

1 . Äåéñòâóÿ ïî àëãîðèòìó, óêà-çàííîìó ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2, çàïèøåì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
~a1, ~a2 è ~a3 â ìàòðèöó ïî ñòðîêàì:




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


 .Ýòà ìàòðèöà óæå ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé. Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøå-íèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîñòîèòèç îäíîãî âåêòîðà: ~c1 = (−1, 1,−1, 1). Ýòîò âåêòîð è îáðàçóåò áàçèñ M⊥

1 .Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, íàéäåì áàçèñ M⊥
2 :




1 1 1 1
1 0 1 −1
1 0 2 0


 ∼




1 1 1 1
0 −1 0 −2
0 −1 1 −1


 ∼




1 1 1 1
0 −1 0 −2
0 0 1 1


 .
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2 (ò. å. �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòå-ìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëó÷åííîé ìàòðèöå) ñîñòîèò èç âåêòîðà ~c2 =

(2,−2,−1, 1). ×òîáû íàéòè áàçèñM⊥
1 +M⊥

2 , çàïèøåì â ìàòðèöó ïî ñòðî-êàì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ~c1 è ~c2 è ïðèâåäåì ýòó ìàòðèöó ê ñòóïåí÷àòîìóâèäó: (
−1 1 −1 1
2 −2 −1 1

)
∼
(
−1 1 −1 1
0 0 −3 3

)
.Íóëåâûõ ñòðîê íå âîçíèêëî. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû ~c1, ~c2 îáðàçóþò áà-çèñ ïðîñòðàíñòâà M⊥

1 +M⊥
2 . ×òîáû íàéòè áàçèñM1∩M2 = (M⊥

1 +M⊥
2 )⊥,îñòàëîñü íàéòè �óíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû,ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäíåé èç âûïèñàííûõ ìàòðèö. Ýòà ñèñòåìà èìååòäâà ñâîáîäíûõ íåèçâåñòíûõ � x2 è x4. Ïîëàãàÿ ñíà÷àëà x2 = 1, x4 = 0,à çàòåì x2 = 0, x4 = 1, íàõîäèì, ÷òî áàçèñ M1 ∩M2 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ(1,1,0,0) è (0,0,1,1). Îòìåòèì, ÷òî ýòîò áàçèñ îòëè÷àåòñÿ îò áàçèñà òîãîæå ïðîñòðàíñòâà, íàéäåííîãî â � 29 (ñì. ñ. 256).� 41. Ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðûËèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îá-ëàäàþò äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè îïå-ðàòîðàìè â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ áåç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Âíàøåì êóðñå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî îäíîãî òèïà ëèíåé-íûõ îïåðàòîðîâ â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ � òàê íàçûâàåìûõ ñèììåò-ðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.Ëèíåéíûé îïåðàòîð y = A(x) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E íàçûâàåòñÿñèììåòðè÷åñêèì (èëè ñàìîñîïðÿæåííûì), åñëè äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ

x, z ∈ E âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
(A(x), z) = (x,A(z)).Î÷åâèäíûìè ïðèìåðàìè ñèììåòðè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ òîæ-äåñòâåííûé îïåðàòîð E è íóëåâîé îïåðàòîð O. Â ñàìîì äåëå,

(E(x), z) = (x, z) = (x, E(z)) è (O(x), z) = (0, z) = 0 = (x,0) = (x,O(z)).Ïðèâåäåì áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà.Ïóñòü S � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E. Â ñèëó òåîðåìû3 èç � 40 E = S ⊕ S⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü îïåðà-òîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà S ïàðàëëåëüíî S⊥ (ñì. ñ. 292). Îí íàçûâàåòñÿîïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî S è



� 41. Ñèììåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû 343îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç PS . Îòìåòèì, ÷òî òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà E, à íó-ëåâîé îïåðàòîð � êàê îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íó-ëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî PS � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.Ïóñòü x, z ∈ E. Òîãäà x = xS +xS⊥ , z = zS + zS⊥ , è xSzS⊥ = xS⊥zS = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû,
(PS(x), z) = (xS , zS + zS⊥) = xSzS + xSzS⊥ = xSzS + 0 = xSzS ,à ñ äðóãîé �
(x,PS(z)) = (xS + xS⊥ , zS) = xSzS + xS⊥zS = xSzS + 0 = xSzS .Ñëåäîâàòåëüíî, (PS(x), z) = (x,PS(z)), ò. å. PS � ñèììåòðè÷åñêèé îïå-ðàòîð.Ïîëîæèì dimE = n è dimS = m. Ïóñòü a1,a2, . . . ,am � áàçèñ â S, à

am+1,am+2, . . . ,an � áàçèñ â S⊥. Ïîñêîëüêó E = S ⊕ S⊥, ïîëó÷àåì, ÷òî
a1,a2, . . . ,an � áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà E (ñì. çàìå÷àíèå íà ñ. 232).Ìàòðèöà îïåðàòîðà PS â áàçèñå a1,a2, . . . ,an èìååò âèä, èçîáðàæåííûéíà ñ. 294 (ãäå ÷èñëî åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíî m). Â ÷àñòíîñòè,ýòà ìàòðèöà äèàãîíàëüíà.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåò-ñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè aij = aji äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n.Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, åñëè A⊤ = A. Îòìåòèì,÷òî âñÿêàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà.Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà îïåðàòîðà PS â áàçèñå, ïîëó÷åííîì îáúåäèíå-íèåì áàçèñîâ S è S⊥, ñèììåòðè÷íà. Ýòîò �àêò íå ñëó÷àåí. Ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå, êñòàòè, îáúÿñíÿåò òåðìèí �ñèììåòðè-÷åñêèé îïåðàòîð�.Òåîðåìà 1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð y = A(x) åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
E ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ìàòðèöàâ ëþáîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y = A(x) � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð,à A = (aij) � åãî ìàòðèöà â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå b1,b2, . . . ,bn.Òîãäà äëÿ âñÿêîãî j = 1, 2, . . . , n êîîðäèíàòû âåêòîðà A(bj) â áàçèñå
b1,b2, . . . ,bn ñîñòàâëÿþò j-é ñòîëáåö ìàòðèöû A, ò. å. ðàâíû (a1j , a2j ,. . . ,
anj). Êîîðäèíàòû âåêòîðà bi â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn èìåþò âèä (0,. . . ,0,1,0,. . . ,0), ãäå 1 ñòîèò íà i-ì ìåñòå. Ïîñêîëüêó áàçèñ b1,b2, . . . ,bn ÿâëÿåòñÿîðòîíîðìèðîâàííûì, èç òåîðåìû 2 â � 39 âûòåêàåò, ÷òî (A(bj),bi) = aij .



344 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÀíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî (bj,A(bi)) = aji. Ïîñêîëüêóîïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, ïîëó÷àåì, ÷òî aij = aji. Ìû äî-êàçàëè, ÷òî ìàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â îðòîíîðìèðîâàííîìáàçèñå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé.Ïóñòü òåïåðü y = A(x) � ïðîèçâîëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, èìå-þùèé â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå b1,b2, . . . ,bn ñèììåòðè÷åñêóþ ìàò-ðèöó A = (aij). Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèì-ìåòðè÷åñêèì. Ïóñòü (x1, x2, . . . , xn) è (z1, z2, . . . , zn) � êîîðäèíàòû âåê-òîðîâ x è z â áàçèñå b1,b2, . . . ,bn ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, êàê íåòðóäíîïîíÿòü, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (A(x), z) ìîæíî âûðàçèòü ñ èñïîëüçî-âàíèåì ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(Ax⊤)⊤z⊤ =


A ·




x1
x2...
xn







⊤

·




z1
z2...
zn


 = (x1 x2 . . . xn) · A⊤ ·




z1
z2...
zn


(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 6 íà ñ. 259). Â òî æå âðåìÿäëÿ (x,A(z)) àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî èìååò âèä

x · A · z⊤ = (x1 x2 . . . xn) ·A ·




z1
z2...
zn


 .Ïîñêîëüêó A⊤ = A (â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû A), ïîëó÷àåì, ÷òî

(A(x), z) = (x,A(z)). Òàêèì îáðàçîì, A � ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Çàìåòèì, ÷òî (êàê âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1) äëÿ ïðî-âåðêè ñàìîñîïðÿæåííîñòè îïåðàòîðà íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü åãîìàòðèöû âî âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñàõ: äîñòàòî÷íî íàéòè åãî ìàò-ðèöó òîëüêî â îäíîì òàêîì áàçèñå.Îòìåòèì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷å-ñêîãî îïåðàòîðà.Òåîðåìà 2. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A,îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x è y � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà
A, îòíîñÿùèåñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì s è t ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
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s 6= t. Èñïîëüçóÿ ñèììåòðè÷íîñòü îïåðàòîðà A, èìååì

s(x,y) = (sx,y) = (A(x),y) = (x,A(y)) = (x, ty) = t(x,y).Ñëåäîâàòåëüíî, (s− t)xy = 0. Ïîñêîëüêó s− t 6= 0, ïîëó÷àåì, ÷òî xy = 0.Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Êàê ìû âèäåëè âûøå, äëÿ îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâà-íèÿ ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà äèàãîíàëü-íà. Àíàëîãè÷íûé �àêò èìååò ìåñòî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷åñêîãîîïåðàòîðà. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿÒåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàí-ñòâå E íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, â êî-òîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû èç � 35 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ,÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ,ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàøåãî îïåðàòîðà. Äîêàæåì ýòî âñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E ðàâíà äâóì. Ïóñòü b1,b2 �îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà E è A = (aij) � ìàòðèöà îïå-ðàòîðà A â ýòîì áàçèñå. Ìàòðèöà A ñèììåòðè÷åñêàÿ (â ñèëó òåîðåìû 1),è ïîòîìó a12 = a21. Îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ïðîñòî ÷åðåç a. Õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A èìååò âèä
g(t) = |A− tE| = (a11 − t)(a22 − t)− a2 = t2 − (a11 + a22)t+ a11a22 − a2.�àññìîòðèì óðàâíåíèå g(t) = 0. Åãî äèñêðèìèíàíò D ðàâåí

(a11 + a22)
2 − 4(a11a22 − a2) = (a11 − a22)

2 + 4a2.Îí íåîòðèöàòåëåí, è ïîòîìó óðàâíåíèå g(t) = 0 âñåãäà èìååò äåéñòâè-òåëüíûå êîðíè.Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî êîðíè ñîâïàäàþò, ò. å. D = 0. Ýòî îçíà-÷àåò, ÷òî a11 = a22 è a = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A äèàãîíàëüíàè, â ñèëó òåîðåìû èç � 35, âåêòîðû b1 è b2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè (èñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ).Ïóñòü òåïåðü D > 0. Òîãäà îïåðàòîð A èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ t1 è t2. Ïóñòü c1 è c2 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðà-òîðà y = A(x), îòíîñÿùèåñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê t1 è t2. Â ñèëó òåîðåìû2 âåêòîðû c1 è c2 îðòîãîíàëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå èñêîìîãîáàçèñà ìîæíî âçÿòü âåêòîðû c1

|c1|
, c2

|c2|
. Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.Â ñèëó òåîðåìû èç � 35 äîêàçàííóþ òîëüêî ÷òî òåîðåìó ìîæíî ïåðå-�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.



346 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàÄëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A â ïðîñòðàíñòâå
E íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà,ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A.Óêàæåì òåïåðü îäíî ñâîéñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-íèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãîëèíåéíîãî îïåðàòîðà ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíûìè÷èñëàìè.Òåîðåìà 4. Âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèììåòðè-÷åñêîãî îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.Â ñëó÷àå, êîãäà îïåðàòîð äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè 2,ýòà òåîðåìà �àêòè÷åñêè äîêàçàíà â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.Â ñàìîì äåëå, òàì ïðîâåðåíî, ÷òî â óêàçàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà (ÿâëÿþùèéñÿ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì) èìååòíåîòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò è ïîòîìó ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò òîëüêîäåéñòâèòåëüíûå êîðíè. Äîêàçûâàòü òåîðåìó 4 â îáùåì ñëó÷àå ìû íåáóäåì.Óêàæåì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, â êîòîðîììàòðèöà ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà. Ýòà çàäà÷à ðåøà-åòñÿ â òðè øàãà, êàæäûé èç êîòîðûõ ìû óæå óìååì äåëàòü.Íà ïåðâîì øàãå íàäî íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà, âêîòîðîì ìàòðèöà íàøåãî îïåðàòîðà äèàãîíàëüíà (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäå-ëàòü â ñèëó òåîðåìû 2). Ñïîñîá åãî íàõîæäåíèÿ óêàçàí â � 35. Íàïîìíèì,â ÷åì îí ñîñòîèò. Íàäî ñíà÷àëà íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-ðà, à çàòåì äëÿ êàæäîãî èç íèõ îòûñêàòü ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçà-âèñèìûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ýòîìó ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ. Îáúåäèíèâ ýòè íàáîðû, ìû ïîëó÷èì èñêîìûé áàçèñ.Ïóñòü t1, t2, . . . , tm � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A. Ïóñòü ìàêñèìàëüíûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûéíàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê t1, åñòü {a11,a12, . . . ,a1q},îòíîñÿùèõñÿ ê t2 � {a21,a22, . . . ,a2r}, . . . , íàêîíåö, îòíîñÿùèõñÿ ê tm� {am1,am2, . . . ,ams}. Ïîñêîëüêó âñå ýòè âåêòîðû îáðàçóþò áàçèñ ïðî-ñòðàíñòâà, ñóììàðíîå ÷èñëî âåêòîðîâ âî âñåõ íàáîðàõ ðàâíî ðàçìåðíîñòèïðîñòðàíñòâà.Íà âòîðîì øàãå èùåòñÿ îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöàîïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïðèìåíèì ïðîöåññ îðòî-ãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, îïèñàííûé â � 39 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåî-ðåìû 3 â ýòîì ïàðàãðà�å), ê íàáîðó âåêòîðîâ {a11,a12, . . . ,a1q}. Ïîëó-÷åííûå âåêòîðû îáîçíà÷èì ÷åðåç b11, b12, . . . , b1q . Êàæäûé èç íèõ îò-ëè÷åí îò íóëåâîãî âåêòîðà è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ
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a11,a12, . . . ,a1q. Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû èç � 34, ïîëó÷à-åì, ÷òî b11,b12, . . . ,b1q � îðòîãîíàëüíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâîïåðàòîðà A, îòíîñÿùèõñÿ ê t1. Ïðèìåíèì òåïåðü ïðîöåññ îðòîãîíàëè-çàöèè ê êàæäîìó èç íàáîðîâ {a21,a22, . . . ,a2r}, . . . , {am1,am2, . . . ,ams}.Êàæäûé ðàç ìû áóäåì ïîëó÷àòü îðòîãîíàëüíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ îïåðàòîðà A, îòíîñÿùèõñÿ ê òîìó æå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, ÷òîè äî îðòîãîíàëèçàöèè. Âåêòîðû èç ðàçíûõ íàáîðîâ áóäóò îðòîãîíàëü-íû â ñèëó òåîðåìû 3. Ïîýòîìó, îáúåäèíèâ âñå ïîëó÷åííûå íàáîðû, ìûïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé íàáîð íåíóëåâûõ âåêòîðîâ. Â ñèëó òåîðåìû 1èç � 39 ýòîò íàáîð âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèì. ×èñëî âåêòîðîâ â ýòîìíàáîðå áóäåò ðàâíî ÷èñëó âåêòîðîâ â áàçèñå, ïîñòðîåííîì íà ïåðâîì øà-ãå, ò. å. ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ïîñòðîèëè îðòî-ãîíàëüíûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Âñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî íà ñ. 306, ìàòðèöà îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñåäèàãîíàëüíà.Òðåòèé øàã � ñàìûé ïðîñòîé. �àçäåëèâ êàæäûé èç âåêòîðîâ îð-òîãîíàëüíîãî áàçèñà, ïîñòðîåííîãî íà âòîðîì øàãå, íà åãî äëèíó, ìûïîëó÷èì èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå. Ïóñòü îïåðàòîð A â íåêî-òîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èìååò ìàòðèöó

A =




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1


 .Â ñèëó òåîðåìû 1 îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì. Íàéäåì åãîñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïîñëå âû÷èñëåíèé èìååì |A−tE| = (t−2)3(t+2).Èòàê, íàø îïåðàòîð èìååò âñåãî äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ:

t1 = 2 è t2 = −2. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê t1. Èìååì
A− 2E =




−1 1 1 1
1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1
1 −1 −1 −1


 ∼




−1 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 .Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì íà ñ. 304, ïîëó÷àåì, ÷òî ñîá-ñòâåííûìè âåêòîðàìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê t1, áóäóò âåêòîðû

~a1 = (1, 1, 0, 0), ~a2 = (1, 0, 1, 0), ~a3 = (1, 0, 0, 1)



348 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà(è èõ íåòðèâèàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè). Íàéäåì òåïåðü ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê t2:
A+ 2E =




3 1 1 1
1 3 −1 −1
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3


 ∼




3 1 1 1
0 8 −4 −4
0 −4 8 −4
0 −4 −4 8


 ∼

∼




3 1 1 1
0 2 −1 −1
0 0 1 −1
0 0 −1 1


 ∼




3 1 1 1
0 2 −1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0


 .Èç ïîñëåäíåé ìàòðèöû ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòíîñÿùèåñÿê t2, ïðîïîðöèîíàëüíû âåêòîðó ~a4 = (−1, 1, 1, 1). Ïðèìåíèì ê âåêòîðàì

~a1, ~a2 è ~a3 ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Èìååì
~b1 = ~a1 = (1, 1, 0, 0);

~b2 = −
~b1~a2
~b1~b1

~b1 + ~a2 = −
~b1
2

+ ~a2 =

(
1

2
,−1

2
, 1, 0

)
;

~b3 = −
~b1~a3
~b1~b1

~b1 −
~b2~a3
~b2~b2

~b2 + ~a3 = −
~b1
2

−
~b2
3

+ ~a3 =

(
1

3
,−1

3
,−1

3
, 1

)
.Ïîñêîëüêó ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ t2 îòíîñèòñÿ ëèøü îäèí ëèíåéíîíåçàâèñèìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè â ýòîì ñëó-÷àå òðèâèàëåí: ~b4 = ~a4 = (−1, 1, 1, 1). �àçäåëèâ êàæäûé èç ïîëó÷åííûõâåêòîðîâ íà åãî äëèíó, ïîëó÷àåì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòîðîììàòðèöà îïåðàòîðà A äèàãîíàëüíà:

~c1 =
~b1√
2

=

(
1√
2
,
1√
2
, 0, 0

)
;

~c2 =
~b2√
3/2

=

(
1√
6
,− 1√

6
,
2√
6
, 0

)
;

~c3 =
~b3

2/
√
3

=

(
1

2
√
3
,− 1

2
√
3
,− 1

2
√
3
,

√
3

2

)
;

~c4 =
~b4
2

=

(
−1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
.



� 42. Çàäà÷è 349� 42. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) íàõîæäåíèå îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííî-ãî äàííîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ;2) äîïîëíåíèå îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû âåêòîðîâ äî îðòîãîíàëüíîãîáàçèñà ïðîñòðàíñòâà;3) çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîíÿòèåì îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ïîäïðî-ñòðàíñòâà: íàõîæäåíèå áàçèñà îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ, îðòî-ãîíàëüíîé ïðîåêöèè âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîéñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà;4) íàõîæäåíèå îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãîèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äàííîãî ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà.Â � 39 è 41 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïåðâîãî, âòîðîãî è÷åòâåðòîãî òèïà, à â � 40 ïîäðîáíî èçëîæåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷òðåòüåãî òèïà è ïîêàçàíî, ÷òî îíè ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ çàäà÷,êàæäàÿ èç êîòîðûõ óæå áûëà ðàçîáðàíà ðàíåå. Ó÷èòûâàÿ ýòî, ìû íåáóäåì ïðèâîäèòü çäåñü íîâûå ïðèìåðû.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè äëèíû ñòîðîí è âåëè÷èíû óãëîâ òðåóãîëüíèêà â ïÿòèìåð-íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåðøèíàìè A(2, 4, 2, 4, 2), B(6, 4, 4, 4, 6),
C(5, 7, 5, 7, 2).2*. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îïåðàöèþ • íàä âåêòîðàìè â ïðîñòðàí-ñòâå R2: åñëè ~x = (x1, x2), ~y = (y1, y2), òî ~x•~y = x1y1−x1y2−x2y1+2x2y2.Ïðîâåðèòü, ÷òî ýòà îïåðàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ñêàëÿðíîãîïðîèçâåäåíèÿ è íàéòè áàçèñ â R2, îðòîíîðìèðîâàííûé îòíîñèòåëüíî ýòî-ãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.3*. Ïóñòü b1,b2, . . . ,bn � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà E, à âåêòîð x ∈ E èìååò â ýòîì áàçèñå êîîðäèíàòû
(x1, x2, . . . , xn). Äîêàçàòü, ÷òî x1 = xb1, x2 = xb2, . . . , xn = xbn.4. Íàéòè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî äàí-íîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1, 2, 0,−2), ~a2 = (7, 2, 4, 1), ~a3 = (4,−1, 2, 1);á) ~a1 = (1, 2, 1, 3), ~a2 = (4, 1, 1, 1), ~a3 = (3, 1, 1, 0);



350 �ëàâà 8. Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàâ) ~a1 = (1, 2, 2,−1), ~a2 = (1, 1,−5, 3), ~a3 = (3, 2, 8,−7);ã) ~a1=(1,−1, 0, 2), ~a2=(4, 0, 1, 1), ~a3=(5,−1, 0, 3), ~a4=(1, 2, 3,−1).5. Íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãîäàííîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1,−1, 0, 1), ~a2 = (3, 1, 1, 1), ~a3 = (3, 1, 1, 4);á) ~a1=(1, 2, 0, 1), ~a2=(0, 5, 2, 2), ~a3=(−1, 3, 2, 1), ~a4=(−2, 4, 5, 0);â) ~a1 = (1, 1, 0,−1, 2), ~a2 = (2, 0, 1, 1, 3), ~a3 = (4,−2, 3, 0, 4).6. Íàéòè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé îäíîðîäíîéñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:à) x1 − x2 + x3 = 0; á) x1 + x2 − 2x3 = 0;â)  x1 + x2 − x3 + x4 =0,
2x1 − x2 + x3 − x4 =0,

x2 − x3 + x4 =0;
ã)  2x1 + x2 − x3 + x4 =0,

x1 + x2 − x3 +2x4 =0,
−3x1 − x2 + x3 =0.7. Ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ è äîïîëíèòü åå äîîðòîãîíàëüíîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà:à) ~a1 = (−1, 1, 0,−1), ~a2 = (3, 1, 2,−2);á) ~a1 = (1, 0, 1, 2), ~a2 = (−2, 1,−2, 2);â) ~a1 = (1, 0, 2,−1, 3), ~a2 = (1,−1,−2, 0, 1).8. Ïðîâåðèòü îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ è äîïîëíèòüåå äî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà âñåãî ïðîñòðàíñòâà:

~a1 =

(
1

2
,
1

2
,
1

2
,
1

2

)
, ~a2 =

(
−1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

)
.9. Ïðîñòðàíñòâî M ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3. Íàéòè áàçèñîðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà M :à) ~a1 = (1, 2,−1, 0), ~a2 = (2, 4, 1,−1), ~a3 = (4, 8,−1,−1);á) ~a1 = (1, 1, 2, 0), ~a2 = (1,−1, 1, 3), ~a3 = (3, 1, 5, 3);â) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (1,−1, 1, 1), ~a3 = (1, 1,−1, 1;ã) ~a1 = (2, 0, 1, 3), ~a2 = (−1, 2, 1, 4), ~a3 = (5, 1, 2, 0).10. Ïðîñòðàíñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ñëåäóþùåéîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàéòè áàçèñ îðòîãîíàëüíîãîäîïîëíåíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà M :à)  x1 − x2 + x3 − x4 =0,

2x1 + x2 − x3 − x4 =0,
x1 +2x2 − 2x3 =0;

á) 2x1 + x2 − x3 + x4 =0,
2x1 − x2 − x3 + x4 =0,
x1 − x2 + x3 − x4 =0.11. Ïðîñòðàíñòâî M ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3. Íàéòè îðòî-ãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ ~c âåêòîðà ~b íà M è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

~d âåêòîðà ~b îòíîñèòåëüíî M :à) ~a1 = (2, 2, 1, 0), ~a2 = (3, 1, 1, 1), ~a3 = (7, 5, 3, 1), ~b = (−5, 1,−1,−3);



� 42. Çàäà÷è 351á) ~a1 = (−2, 1, 2, 0), ~a2 = (−1, 3, 2, 1), ~a3 = (−3,−1, 2,−1), ~b = (1, 0,
1,−1);â) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (1, 2, 2,−1), ~a3 = (1, 0, 0, 3), ~b = (4,−1,−3, 4);ã) ~a1 = (2, 1, 1,−1), ~a2 = (1, 1, 3, 0), ~a3 = (1, 2, 8, 1), ~b = (5, 2,−2, 2).12. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà ~x = (7,−4,−1, 2) äî ïîäïðîñòðàí-ñòâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé 




2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0.13. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà ~x = (4, 2,−5, 1) äî ëèíåéíîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ, çàäàííîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

{
2x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 9,
2x1 − 4x2 + 2x3 + 3x4 = 12.14. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~x = (1, 0, 3, 0) è ïîäïðîñòðàí-ñòâîì, ïîðîæäåííûì âåêòîðàìè ~a1 = (5, 3, 4,−3), ~a2 = (1, 1, 4, 5) è

~a3 = (2,−1, 1, 2).15. Íàéòè óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~x = (2, 2, 1, 1) è ëèíåéíûì ìíîãî-îáðàçèåì ~x0 +M , ãäå ~x0 = (1, 5, 3, 7), à ïîäïðîñòðàíñòâî M ïîðîæäåíîâåêòîðàìè ~a1 = (3, 4,−4,−1), ~a2 = (0, 1,−1, 2) è ~a3 = (2, 3,−3, 0).16. Íàéòè áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2, ãäå M1ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1 = (1, 2, 0, 1, 3), ~a2 = (2, 0, 1, 1,−1), ~a3 =
(1,−2, 1, 0,−4), à M2 � âåêòîðàìè ~b1 = (1,−1, 1, 2, 3), ~b2 = (3,−2, 2, 1,
−5), ~b3 = (0, 4,−1, 1, 7).17*. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿ-åòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì.18. Íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ îïåðàòîðà:à) { y1 = 2x1 + x2,

y2 = x1 + 2x2;
á)  y1 = 11x1 + 2x2 − 8x3,

y2 = 2x1 + 2x2 + 10x3,
y3 = −8x1 + 10x2 + 5x3;â)  y1 = x1 − x2 ,

y2 = −x1 + 2x2 − x3,
y3 = − x2 + x3.19*. Ïóñòü a1,a2, . . . ,ak � íàáîð âåêòîðîâ èç åâêëèäîâà ïðîñòðàí-ñòâà E. Ïîëîæèì aij = aiaj äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , k. Îïðåäåëèòåëüêâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ïîðÿäêà k íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåìØòóðìà íàáîðà âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak. Äîêàçàòü, ÷òî íàáîð âåêòîðîâ
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a1,a2, . . . ,ak ëèíåéíî çàâèñèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëüØòóðìà ýòîãî íàáîðà âåêòîðîâ ðàâåí 0.3. Îòâåòû1. Äëèíû âñåõ ñòîðîí � 6, âåëè÷èíû âñåõ óãëîâ � π

3
. 2. (1,0),(1,1).3. Óêàçàíèå: óìíîæèòü ñêàëÿðíî îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà x = x1b1 + x2b2 +

· · ·+ xnbn íà bi (ãäå 1 6 i 6 n) èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2 èç � 39.4. à) ~b1 = (1, 2, 0,−2), ~b2 = (6, 0, 4, 3), ~b3 = (34,−61,−18,−44); á) ~b1 =

(1, 2, 1, 3), ~b2 = (10,−1, 1,−3), ~b3 = (−19, 87, 61,−72); â) ~b1 = (1, 2, 2,−1), ~b2 =

(2, 3,−3, 2), ~b3 = (2,−1,−1,−2); ã) ~b1 = (1,−1, 0, 2), ~b2 = (3, 1, 1,−1), ~b3 =
(3, 1,−11,−1).5. à) ~b1 =( 1√

3
,− 1√

3
, 0,

1√
3

), ~b2 =(2

3
,
2

3
,
1

3
, 0

), ~b3 =(− 1√
6
,
1√
6
, 0,

2√
6

);á) ~b1 =

(
1√
6
,
2√
6
, 0,

1√
6

), ~b2 =

(
−2

3
,
1

3
,
2

3
, 0

), ~b3 =

(
1√
3
, 0,

1√
3
,− 1√

3

); â) ~b1 =
(

1√
7
,
1√
7
, 0,− 1√

7
,
2√
7

), ~b2 =

(
1√
8
,− 1√

8
,
1√
8
,
2√
8
,
1√
8

), ~b3 =

(
1√
6
,− 1√

6
,

− 2√
6
, 0, 0

).6. à) (2, 1,−1), (0,1,1); á) (5,−1, 2), (0,2,1); â) (0, 2, 1,−1), (0,0,1,1);ã) (2,−3, 3, 2), (0,1,1, 0).7. à) ~a3 = (−1,−1, 2, 0), ~a4 = (0, 2, 1, 2); á) ~a3 = (−1, 0, 1, 0), ~a4 = (−1,−6,
−1, 1); â) ~a3 = (1, 1, 0, 1, 0), ~a4 = (0,−2, 1, 2, 0), ~a5 = (−12, 5,−4, 7, 9).8. ~a3 =

(
0,− 1√

2
,
1√
2
, 0

), ~a4 =

(
− 1√

2
, 0, 0,

1√
2

).9. à) (41,−20, 1, 3), (0,1,2,6); á) (9,−1,−4,−2), (0, 2,−1, 1); â) (1, 0, 0,−1);ã) (13, 17,−41, 5).10. à) ~a1 = (−1,−2, 2, 0), ~a2 = (−3, 0, 0, 2); á) ~a1 = (1, 0, 0, 0),
~a2 = (0, 1, 0, 0), ~a3 = (0, 0,−1, 1).11. à) ~c = (−5, 1,−1,−3), ~d = ~0; á) ~c = ~0, ~d = (1, 0, 1,−1); â) ~c =

(1,−1,−1, 5), ~d = (3, 0,−2,−1); ã) ~c = (3, 1,−1,−2), ~d = (2, 1,−1, 4).12. √
15. 13. 5. 14. π

6
. 15. π

3
. 16. (7,2,3,4,0), (−1, 2,−1, 0, 4).18. à) ( 1√
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), (2

3
,−1

3
,−2

3

), (1

3
,−2

3
, 2

3
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), (− 1√
2
, 0,

1√
2

), ( 1√
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� 42. Çàäà÷è 3534. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �81. Íàéòè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî äàí-íîé ñèñòåìîé âåêòîðîâ:à) ~a1 = (1,−1, 1, 0), ~a2 = (4,−2, 0, 3), ~a3 = (5, 3,−2, 1);á) ~a1 = (1, 2,−3, 0), ~a2 = (4, 7,−8, 1), ~a3 = (4, 5, 0,−5);â) ~a1 = (1, 1, 2, 0), ~a2 = (4, 2, 3, 1), ~a3 = (−4, 0, 5, 1);ã) ~a1 = (2,−1, 0, 1), ~a2 = (4, 0, 1, 4), ~a3 = (−3, 6,−3, 0).2. Ïðîñòðàíñòâî L ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1,~a2,~a3. Íàéòè áàçèñåãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ:à) ~a1 = (1, 2,−1, 0), ~a2 = (2, 4, 1,−1), ~a3 = (4, 8,−1,−1);á) ~a1 = (1, 1, 2, 0), ~a2 = (1,−1, 1, 3), ~a3 = (3, 1, 5, 3);â) ~a1 = (1, 1, 1, 1), ~a2 = (2, 0,−1, 3), ~a3 = (0,−2,−3, 1);ã) ~a1 = (1, 0, 2, 1), ~a2 = (1, 1, 3, 4), ~a3 = (−1,−3,−5,−10).3. Ïðîñòðàíñòâî L ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé ñëåäóþùåé îä-íîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Íàéòè áàçèñ åãî îðòîãîíàëüíîãîäîïîëíåíèÿ:à)  x1 − 2x2 + x3 − x4 =0,
2x1 − 4x2 +2x3 + x4 =0,
−x1 +2x2 − x3 − 5x4 =0;

á) 2x1 + x2 − x3 +3x4 =0,
x1 − x2 +2x3 − x4 =0,
4x1 − x2 +3x3 + x4 =0;â) 3x1 + x2 − x4 =0,

x1 − x2 + x3 + x4 =0,
3x1 +5x2 − 3x3 − 5x4 =0;

ã)  x1 − 2x2 + x3 =0,
4x1 − x2 + x3 − x4 =0,
2x1 +3x2 − x3 − x4 =0.4. Ïðîñòðàíñòâî L ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðàìè ~a1,~a2. Íàéòè îðòîãîíàëü-íóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà ~b íà L è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ ~b îòíî-ñèòåëüíî L:à) ~a1 = (2, 1, 3,−4), ~a2 = (5, 3, 5,−8), ~b = (−2, 0, 2, 8);á) ~a1 = (1, 2, 0, 1), ~a2 = (4, 3, 1, 2), ~b = (3, 1, 1,−2);â) ~a1 = (1, 1,−1, 3), ~a2 = (−1,−1, 4,−6), ~b = (2, 1, 0, 1);ã) ~a1 = (0, 2, 1, 0), ~a2 = (1, 1,−2, 1), ~b = (6, 2, 1, 1).5. Íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåê-òîðîâ îïåðàòîðà, çàäàâàåìîãî â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñåñëåäóþùåé ìàòðèöåé:à)  2 −2 0

−2 1 −2
0 −2 0


; á)  1 −2 0

−2 2 −2
0 −2 3


; â)  3 2 0

2 4 −2
0 −2 5


;ã)  5 −2 −2

−2 6 0
−2 0 4


.



�ëàâà 9Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèÂ ãëàâå 2 ìû èçó÷èëè ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, ò. å. êðèâûå è ïîâåðõíî-ñòè, çàäàâàåìûå óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñåé÷àñ ìû ïðèñòóïàåì êðàññìîòðåíèþ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè âòîðîãîïîðÿäêà. Èõ ïðèíÿòî íàçûâàòü êâàäðèêàìè. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðè-âàþòñÿ êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè (ò. å. êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà). Êâàäðè-êàì â ïðîñòðàíñòâå (ïîâåðõíîñòÿì âòîðîãî ïîðÿäêà) áóäåò ïîñâÿùåíàñëåäóþùàÿ ãëàâà.Ìû íà÷íåì ýòó ãëàâó ñ ðàññìîòðåíèÿ òðåõ êîíêðåòíûõ êâàäðèê íàïëîñêîñòè, à çàòåì äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå êâàäðèêè è ïðèâåäåì èõïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ.Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ãëàâû ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåòñÿïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé.� 43. ÝëëèïñÎïðåäåëåíèå. Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà ïëî-ñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, (1)ãäå a, b > 0 è a > b. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìýëëèïñà.ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå a = b ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì âíà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà a.Îòìåòèì âíà÷àëå ðÿä ïðîñòûõ ñâîéñòâ ýëëèïñà. Çàìåòèì ïðåæäå âñå-ãî, ÷òî åñëè òî÷êà M(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), òî |x| 6 a è
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|y| 6 b. Â ñàìîì äåëå, èç (1) âûòåêàåò, ÷òî x2 = a2

(
1− y2

b2

), îòêóäà
|x| = a ·

√
1− y2

b2
6 a. Íåðàâåíñòâî |y| 6 b ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âíóòðè ïðÿìîóãîëüíèêà −a 6 x 6 a,

−b 6 y 6 b êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.Äàëåå, åñëè òî÷êà M(x0, y0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), ò. å. âû-ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî x20
a2

+
y20
b2

= 1, òî è òî÷êè M ′(−x0, y0) è M ′′(x0,−y0)óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñ ñèììåòðè÷åíêàê îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, òàê è îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Ñëå-äîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî èçó÷èòü �îðìó ýëëèïñà â ïåðâîé ÷åòâåðòè, àçàòåì ñèììåòðè÷íî îòðàçèòü ïîëó÷åííóþ êðèâóþ ñíà÷àëà â ÷åòâåðòóþ÷åòâåðòü, à ïîòîì � â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü.
6

-r r r r r

r

r r

O x

y

F1(c, 0)F2(−c, 0)

M

a−a

b

−b

r1
r2

x =
a

e
x = −a

e �èñ. 1Èòàê, ïóñòü x > 0 è y > 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (1) âûòåêàåò, ÷òî
y =

b

a
·
√
a2 − x2. ßñíî, ÷òî åñëè x = 0, òî y = b. Çàòåì ñ ðîñòîì xçíà÷åíèå y óìåíüøàåòñÿ è ïðè x = a ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 0. Âòîðàÿ ïðî-èçâîäíàÿ y′′ ðàâíà −ab

(a2 − x2)3/2
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y′′ < 0 ïðè x ∈ [0, a).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòûì (ò. å. âû-ïóêëûì ââåðõ). Îòðàçèâ ïîëó÷åííóþ êðèâóþ ñèììåòðè÷íî ñíà÷àëà â÷åòâåðòóþ ÷åòâåðòü, à çàòåì â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü, ïîëó÷èì êðèâóþ,èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 1.Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0), (−a, 0), (b, 0) è (−b, 0) íàçûâàþòñÿ âåð-øèíàìè ýëëèïñà, âåëè÷èíà a � áîëüøîé ïîëóîñüþ ýëëèïñà, à âåëè÷èíà
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b � åãî ìàëîé ïîëóîñüþ. Ââåäåì íîâóþ âåëè÷èíó c ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c =

√
a2 − b2. ßñíî, ÷òî 0 6 c < a. Òî÷êè F1(c, 0) è F2(−c, 0) íàçûâàþòñÿ�îêóñàìè ýëëèïñà. Ôîêóñ F1 ìû èíîãäà áóäåì íàçûâàòü ïðàâûì, à �îêóñ

F2 � ëåâûì. Îòìåòèì, ÷òî åñëè a = b (ò. å. åñëè ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-íîñòüþ), òî îáå ïîëóîñè ðàâíû ðàäèóñó îêðóæíîñòè, c = 0 è F1 = F2� öåíòð îêðóæíîñòè (ñîâïàäàþùèé ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò). Åñëè òî÷êà
M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî ðàññòîÿíèÿ |F1M | è |F2M | íàçûâàþòñÿ �î-êàëüíûìè ðàäèóñàìè è îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç r1 è r2 (åñëè
a = b, òî r1 = r2 = a � ðàäèóñ îêðóæíîñòè). Âåëè÷èíà e =

c

a
íàçû-âàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà. Òàê êàê 0 6 c < a, òî 0 6 e < 1.Ýêñöåíòðèñèòåò ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó âûòÿíóòîñòè ýëëèïñà,åãî �óäàëåííîñòè� îò îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî e = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. ×åì ýêñöåíòðèñèòåò áëèæå ê íóëþ,òåì ýëëèïñ áîëüøå ïîõîæ íà îêðóæíîñòü, ÷åì ýêñöåíòðèñèòåò áëèæå êåäèíèöå, òåì áîëåå ýëëèïñ âûòÿíóò âäîëü îñè àáñöèññ.Ëåììà. Åñëè òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî r1 = a− exè r2 = a+ ex.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî

y2 = b2 − b2

a2
x2. Ñëåäîâàòåëüíî,

r1 = |F1M | =
√

(x− c)2 + y2 =

√
x2 − 2xc+ c2 + b2 − b2

a2
x2.Ïîñêîëüêó c2 + b2 = a2, 1− b2

a2
=
a2 − b2

a2
=
c2

a2
= e2 è ea = c, èìååì

r1 =
√
e2x2 − 2eax+ a2 =

√
(ex− a)2 = |ex− a|.Òàê êàê 0 6 e < 1 è x 6 a, òî ex− a 6 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî r1 = a− ex.Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî r2 = a+ ex. Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÷àñòî íàçûâàþò �îêàëüíûì ñâîéñòâîì ýë-ëèïñà. Îíî äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáûêðèâàÿ áûëà ýëëèïñîì. Ýòî óñëîâèå íåðåäêî ïðèíèìàþò çà îïðåäåëåíèåýëëèïñà.Òåîðåìà 1. Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà ñóììà ðàññòîÿíèé îò M äî �îêóñîâ ðàâíà 2a.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëå-æèò ýëëèïñó, òî, â ñèëó ëåììû,

|F1M |+ |F2M | = r1 + r2 = (a− ex) + (a+ ex) = 2a.



� 43. Ýëëèïñ 357Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîM(x, y) � òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿêîòîðîé |F1M |+ |F2M | = 2a. Òîãäà
√

(x− c)2 + y2 +
√

(x+ c)2 + y2 = 2a.Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå
√

(x− c)2 + y2 = 2a−
√

(x+ c)2 + y2è âîçâåäåì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Ïîëó÷èì
x2 − 2cx+ c2 + y2 = 4a2 − 4a

√
(x+ c)2 + y2 + x2 + 2cx+ c2 + y2,÷òî ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äàåò

a
√

(x+ c)2 + y2 = a2 + cx.Åùå ðàç âîçâåäåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîëó÷èì
a2(x2 + 2cx+ c2 + y2) = a4 + 2a2cx+ c2x2 èëè
(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).Ïîñêîëüêó a2 − c2 = b2, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

b2x2 + a2y2 = a2b2. �àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà a2b2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå(1). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êèM äî �îêóñîâ ðàâíà
2a, òî M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ïðÿìûå ñ óðàâíåíèÿìè x =

a

e
è x = −a

e
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìèýëëèïñà (åñëè ýëëèïñ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, ò. å. åñëè e = 0, òî îí íåèìååò äèðåêòðèñ). Ïîñêîëüêó àáñöèññà ëþáîé òî÷êè ýëëèïñà ïî ìîäóëþíå ïðåâîñõîäèò a è e < 1, òî äèðåêòðèñû íå ïåðåñåêàþò ýëëèïñà (ðèñ.1). Äèðåêòðèñó x =

a

e
áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé èëè ñîîòâåòñòâóþùåé�îêóñó F1, à äèðåêòðèñó x = −a

e
� ëåâîé èëè ñîîòâåòñòâóþùåé �îêóñó

F2. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàþò äèðåêòîðèàëüíûì ñâîéñòâîì ýë-ëèïñà.Òåîðåìà 2. Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó (íå ÿâëÿþùåìóñÿ îêðó-æíîñòüþ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îòòî÷êè M äî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþ îò M äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó�îêóñó äèðåêòðèñû ðàâíî ýêñöåíòðèñèòåòó ýëëèïñà.



358 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèÄîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå äëÿïðàâîãî �îêóñà è ïðàâîé äèðåêòðèñû. Äëÿ ëåâîãî �îêóñà è ëåâîé äè-ðåêòðèñû äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ℓ äèðåêòðèñó ñ óðàâíåíèåì x =
a

e
. Åñëè òî÷êà

M(x, y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî
|F1M |
d(M, ℓ)

=
r1

a

e
− x

=
a− ex

a− ex
· e = e.Ïóñòü òåïåðü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîéâûïîëíåíî ðàâåíñòâî |F1M |

d(M, ℓ)
= e èëè |F1M | = e · d(M, ℓ). ßñíî, ÷òî

|F1M | =
√

(x− c)2 + y2. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (16) èç � 7, ïîëó÷àåì, ÷òî
d(M, ℓ) =

∣∣∣x− a

e

∣∣∣. Ñëåäîâàòåëüíî,
√

(x− c)2 + y2 = e ·
∣∣∣x− a

e

∣∣∣ .Åñëè âîçâåñòè ýòî ðàâåíñòâî â êâàäðàò, òî ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõìû ïîëó÷èì (1 − e2)x2 + y2 = a2 − c2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 − e2 =
b2

a2
è

a2−c2 = b2, èìååì b2x2

a2
+y2 = b2. �àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà b2, ïðèõîäèìê óðàâíåíèþ (1). Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.� 44. �èïåðáîëàÎïðåäåëåíèå. �èïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íàïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäî-âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

x2

a2
− y2

b2
= 1, (1)ãäå a, b > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåð-áîëû.Èçó÷èì �îðìó ãèïåðáîëû. Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, ëåãêî óáåäèòüñÿ,÷òî ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îáåèõ îñåé êîîðäèíàò. Â ñèëóýòîãî äîñòàòî÷íî èçó÷èòü �îðìó ãèïåðáîëû ëèøü â ïåðâîé ÷åòâåðòè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, ïðè÷åì x >

0, y > 0. Òîãäà, â ñèëó (1), y =
b

a
·
√
x2 − a2. �àññìîòðèì ïðÿìóþ ñ



� 44. �èïåðáîëà 359óðàâíåíèåì y =
b

a
·x, òî÷íåå, ëó÷ ýòîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííûé â ïåðâîé÷åòâåðòè. ßñíî, ÷òî b

a
· x > b

a
·
√
x2 − a2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëàðàñïîëîæåíà íèæå ïðÿìîé. Äàëåå,

lim
x→+∞

(
b

a
· x− b

a
·
√
x2 − a2

)
= lim

x→+∞

b

a
·
(
x−

√
x2 − a2

)
=

= lim
x→+∞

b

a
·

(
x−

√
x2 − a2

)(
x+

√
x2 − a2

)

x+
√
x2 − a2

=

= lim
x→+∞

ab

x+
√
x2 − a2

= 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x→ +∞ ãèïåðáîëà íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ êïðÿìîé y =
b

a
· x, êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé ãèïåð-áîëû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè íåò òî÷åê ãèïåðáîëû, äëÿêîòîðûõ x < a. (Â ñàìîì äåëå, x2 = a2

(
1 +

y2

b2

), è ïîòîìó åñëè x > 0,òî x = a

√
1 +

y2

b2
> a.)Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, èç òîãî, ÷òî x > 0 è y > 0, âûòåêàåò,÷òî y =

b

a
·
√
x2 − a2. Åñëè x = a, òî y = 0. Äàëåå, ñ ðîñòîì x çíà÷åíèå

y âîçðàñòàåò. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ y′′ ðàâíà −ab
(x2 − a2)3/2

. Â ÷àñòíîñòè,
y′′ < 0 ïðè x ∈ [a,+∞). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ãèïåðáîëàâîãíóòà (ò. å. âûïóêëà ââåðõ). Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî îñåéêîîðäèíàò è òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ y =

b

a
· x ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé, ïîëó÷àåìêðèâóþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2. Ìû âèäèì, ÷òî ãèïåðáîëà ðàñïàäàåòñÿíà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ëåæèò â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, à äðóãàÿ� â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè. Ýòè ÷àñòè íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîéâåòâüþ è ëåâîé âåòâüþ ãèïåðáîëû. Îòìåòèì åùå, ÷òî, â ñèëó ñèììåòðèèîòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò, àñèìïòîòîé ãèïåðáîëû ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêîïðÿìàÿ y =

b

a
· x, íî òàêæå è ïðÿìàÿ y = − b

a
· x.Òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (a, 0) è (−a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãè-ïåðáîëû, âåëè÷èíà a � äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû, à âåëè-÷èíà b � åå ìíèìîé ïîëóîñüþ. Ââåäåì íîâóþ âåëè÷èíó c ïðàâèëîì:

c =
√
a2 + b2. ßñíî, ÷òî c > a (â îòëè÷èå îò ýëëèïñà). Òî÷êè F1(c, 0)è F2(−c, 0) íàçûâàþòñÿ �îêóñàìè ãèïåðáîëû; �îêóñ F1 íàçûâàåòñÿ ïðà-



360 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèâûì, à �îêóñ F2 � ëåâûì. Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, åñëè òî÷êàM ïðèíàä-ëåæèò ãèïåðáîëå, òî ðàññòîÿíèÿ |F1M | è |F2M | íàçûâàþòñÿ �îêàëüíû-ìè ðàäèóñàìè. Íî â îòëè÷èå îò ýëëèïñà çäåñü íóæíî ðàçëè÷àòü ñëó÷àè,êîãäà òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû è êîãäà M ïðè-íàäëåæèò ëåâîé âåòâè. Ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íàïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç r1ïð è r2ïð, à �îêàëü-íûå ðàäèóñû òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû, � ÷åðåç
r1ëåâ è r2ëåâ (öè�ðû 1 è 2 â èíäåêñàõ ñîîòâåòñòâóþò �îêóñàì F1 è
F2). Âåëè÷èíà e = c

a
, êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñè-òåòîì ãèïåðáîëû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äëÿ ãèïåðáîëû âñåãäà âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî e > 1 (÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿ ýëëèïñà).

6

-r r r r r

r

O x

y

M

F1(c, 0)F2(−c, 0)

x =
a

e
x = −a

e

r1ïðr2ïð
a−a

b

−b

�èñ. 2Ëåììà. Åñëè òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, òî
r1ïð = ex− a, r2ïð = ex+ a, r1ëåâ = −ex+ a, r2ëåâ = −ex− a.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, òî

y2 =
b2

a2
x2 − b2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà ïðàâîé âåòâèãèïåðáîëû. Òîãäà

r1ïð = |F1M | =
√
(x− c)2 + y2 =

√
x2 − 2cx+ c2 +

b2

a2
x2 − b2.



� 44. �èïåðáîëà 361Òàê êàê c2 − b2 = a2, 1 + b2

a2
=
a2 + b2

a2
=
c2

a2
= e2 è ea = c, òî

r1ïð =
√
e2x2 − 2eax+ a2 =

√
(ex− a)2 = |ex− a|.Ïîñêîëüêó x > a, e > 1, òî |ex − a| = ex − a è ïîòîìó r1ïð = ex −

a. Îñòàëüíûå ðàâåíñòâà èç �îðìóëèðîâêè ëåììû ïðîâåðÿþòñÿ âïîëíåàíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÷àñòî íàçûâàþò �îêàëüíûì ñâîéñòâîì ãè-ïåðáîëû. Îíî äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáûêðèâàÿ áûëà ãèïåðáîëîé. Ýòî óñëîâèå íåðåäêî ïðèíèìàþò çà îïðåäåëå-íèå ãèïåðáîëû.Òåîðåìà 1. Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò M äî �îêóñîâ ðàâåí 2a.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Â ñèëó ëåììû èìååì |r1ïð −
r2ïð| = |r1ëåâ − r2ëåâ| = 2a.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x, y) � òî÷êà ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðîé âû-ïîëíåíî ðàâåíñòâî ||F1M | − |F2M || = 2a. Ñëåäîâàòåëüíî,

∣∣∣
√

(x− c)2 + y2 −
√

(x+ c)2 + y2
∣∣∣ = 2a.Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå

√
(x− c)2 + y2 = ±2a+

√
(x+ c)2 + y2.Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïðèâåäåíèÿïîäîáíûõ ïîëó÷èì

±a
√
(x+ c)2 + y2 = a2 + cx.Åùå ðàç âîçâåäåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî â êâàäðàò. Ïîëó÷èì

a2(x2+2cx+c2+y2) = a4+2a2cx+c2x2 èëè (a2−c2)x2+a2y2 = a2(a2−c2).Ïîñêîëüêó a2 − c2 = −b2, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
−b2x2 + a2y2 = −a2b2. �àçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà −a2b2, ìû ïîëó÷èìóðàâíåíèå (1). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Êàê è â ñëó÷àå ýëëèïñà, ïðÿìûå x = ±a

e
íàçûâàþòñÿ äèðåêòðèñàìèãèïåðáîëû. Îíè íå ïåðåñåêàþò ãèïåðáîëû, ïîñêîëüêó ∣∣∣a

e

∣∣∣ < a (ðèñ. 2).



362 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèÄèðåêòðèñó x =
a

e
áóäåì íàçûâàòü ïðàâîé èëè ñîîòâåòñòâóþùåé �î-êóñó F1, à äèðåêòðèñó x = −a

e
� ëåâîé èëè ñîîòâåòñòâóþùåé �îêóñó

F2. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàçûâàþò äèðåêòîðè-àëüíûì ñâîéñòâîì ãèïåðáîëû è êîòîðîå àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìóñâîéñòâó ýëëèïñà (ñì. òåîðåìó 2 â � 43).Òåîðåìà 2. Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî �îêóñà ê ðàññòîÿíèþîò M äî ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîìó �îêóñó äèðåêòðèñû ðàâíî ýêñöåí-òðèñèòåòó ãèïåðáîëû.Ìû íå áóäåì ïðèâîäèòü äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ïîñêîëüêó îíîïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2 èç � 43.
6

-

���@@I

s
O x

y x′y′

�èñ. 3Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ãèïåðáîëîé íàçûâàëñÿ ãðà�èê �óíê-öèè y =
k

x
, ãäå k 6= 0. Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñîîòíîñèòñÿ�øêîëüíàÿ� ãèïåðáîëà ñ ãèïåðáîëîé, ââåäåííîé â ýòîì ïàðàãðà�å. Ìîæ-íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì k > 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòüçàìåíó íåèçâåñòíûõ x′ = −x, y′ = y). �àññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó êîîð-äèíàò Ox′y′, ïîëó÷åííóþ èç ñòàðîé ïîâîðîòîì íà 45◦ (ðèñ. 3).



� 45. Ïàðàáîëà 363Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (9) èç � 5, ïîëó÷àåì, ÷òî �îðìóëû ïîâîðîòà ñè-ñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë 45◦ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:




x =

√
2

2
(x′ − y′),

y =

√
2

2
(x′ + y′).

(2)Åñëè x 6= 0, òî ðàâåíñòâî y =
k

x
ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó xy = k. Åñëè âïîñëåäíåå ïîäñòàâèòü x è y èç �îðìóë (2), ìû ïîëó÷èì

k = xy =

√
2

2
(x′ − y′) ·

√
2

2
(x′ + y′) =

1

2
((x′)2 − (y′)2).Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′ �øêîëüíàÿ� ãèïåðáîëà îïðå-äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (x′)2

2k
− (y′)2

2k
= 1. Ïîñêîëüêó k > 0, òî 2k = a2 äëÿíåêîòîðîãî a > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïè-ñàòü â âèäå

(x′)2

a2
− (y′)2

a2
= 1.�èïåðáîëà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì âèäà (1) ïðè a = b, íàçûâàåòñÿ ðàâ-íîñòîðîííåé. Òàêèì îáðàçîì, �øêîëüíàÿ� ãèïåðáîëà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûìñëó÷àåì ãèïåðáîëû, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (1), à èìåííî ðàâíîñòî-ðîííåé ãèïåðáîëîé.� 45. ÏàðàáîëàÎïðåäåëåíèå. Ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íàïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäî-âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

y2 = 2px,ãäå p > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáî-ëû.Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñâîéñòâ ïàðàáîëû. Ïîñêîëüêó y âõî-äèò â êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû òîëüêî âî âòîðîé ñòåïåíè, òîãðà�èê ïàðàáîëû ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Ox. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî
x =

y2

2p
> 0, ò. å. âñÿ ïàðàáîëà ðàñïîëîæåíà â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè.



364 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèÅñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðâîé ÷åòâåðòüþ, òî y ìîæíî ïðåäñòàâèòü�óíêöèåé îò x, à èìåííî y =
√
2px. Åñëè x = 0, òî y = 0. Ñ ðîñòîì xâîçðàñòàåò è y, ïðè÷åì íåîãðàíè÷åííî. Ïîñêîëüêó y′′ = −√

2p

4x3/2
< 0 ïðè

x > 0, òî ïàðàáîëà âîãíóòà (ò. å. âûïóêëà ââåðõ). Ó÷èòûâàÿ âñå ñêàçàí-íîå, ïîëó÷àåì ëèíèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 4.
-

6

s s
sss

O

M(x, y)PQ

x

y

x = −p
2

F
(p
2
, 0
)

�èñ. 4Òî÷êà O(0, 0) (íà÷àëî êîîðäèíàò) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû, àòî÷êà F (p
2
, 0
) � åå �îêóñîì. Ïðÿìàÿ ñ óðàâíåíèåì x = −p

2
íàçûâàåò-ñÿ äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû, à ÷èñëî p (ðàâíîå ðàññòîÿíèþ îò �îêóñà äîäèðåêòðèñû) � åå ïàðàìåòðîì.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèåäëÿ òîãî, ÷òîáû êðèâàÿ áûëà ïàðàáîëîé. Ýòî óñëîâèå íåðåäêî ïðèíè-ìàþò çà îïðåäåëåíèå ïàðàáîëû.Òåîðåìà. Òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îíà ðàâíîóäàëåíà îò �îêóñà ïàðàáîëû è îò åå äèðåêòðèñû.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ℓ � äèðåê-òðèñà ïàðàáîëû, à òî÷êà M(x, y) ïðèíàäëåæèò ïàðàáîëå. Òîãäà

|FM | =
√(

x− p

2

)2
+ y2 =

√
x2 − px+

p2

4
+ 2px =

=

√(
x+

p

2

)2
= x+

p

2



� 45. Ïàðàáîëà 365(ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî x > 0, à p > 0). Ïðî-âåäåì ÷åðåç òî÷êó M ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè îðäèíàò. Òî÷-êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ îðäèíàò è ñ äèðåêòðèñîé ïà-ðàáîëû îáîçíà÷èì ÷åðåç P è Q ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 4). ßñíî, ÷òî
d(M, ℓ) = |MP |+ |PQ| = x+

p

2
; îòìåòèì, ÷òî d(M, ℓ) ëåãêî íàéòè òàêæåñ ïîìîùüþ �îðìóëû (16) èç � 7. Ñëåäîâàòåëüíî, |FM | = d(M, ℓ).Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè è

|FM | = d(M, ℓ). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (16) èç � 7, ïîëó÷èì
√(

x− p

2

)2
+ y2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣ .Ïîñëå âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò è ïðè-âåäåíèÿ ïîäîáíûõ èìååì y2 = 2px. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà M ïðèíàä-ëåæèò ïàðàáîëå. Òåîðåìà äîêàçàíà.Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè ïàðàáîëîé íàçûâàåòñÿ ãðà�èê �óíê-öèè y = ax2 + bx + c, ãäå a 6= 0. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî �øêîëüíàÿ� ïàðà-áîëà ÿâëÿåòñÿ è ïàðàáîëîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííîãî â íà÷àëåäàííîãî ïàðàãðà�à. Â ñàìîì äåëå, âûäåëèâ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
y = ax2 + bx+ c ïîëíûé êâàäðàò ïî x, ïîëó÷èì

y = a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c.Ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ





x′ = x +
b

2a
,

y′ = y +
b2

4a
− c,ïîëó÷èì óðàâíåíèå y′ = a(x′)2. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü çàìåíó íåèçâåñòíûõ

x′′ = y′, y′′ = x′ è ïîëàãàÿ p = 1

2a
(íàïîìíèì, ÷òî a 6= 0), ìû ïðèõîäèì êóðàâíåíèþ (y′′)2 = 2px′′. Åñëè p > 0, ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíå-íèå ïàðàáîëû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ÷òîáû ïðèéòè ê òîìó æå ðåçóëüòàòó,íàäî åùå ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ x′′′ = −x′′, y′′′ = y′′.



366 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè� 46. Ïîíÿòèå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè1. Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèÎïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìèíàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0, (1)ãäå a211 + a212 + a222 6= 0.Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��è-öèåíòîâ a11, a12 è a22 îòëè÷åí îò íóëÿ.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè (èëè êðèâîé âòîðîãî ïî-ðÿäêà) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòî-ðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðîìó óðàâ-íåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè.Ïðèìåðàìè êâàäðèê íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ êðèâûå, ðàññìîòðåííûåâ � 43�45, � ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà. Êàê ìû óâèäèì â � 47, êðîìåýòèõ òðåõ êðèâûõ ñóùåñòâóþò ëèøü íåñêîëüêî �âûðîæäåííûõ� êâàäðèêíà ïëîñêîñòè.Ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè, îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåìâòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåä-ëèâî ñëåäóþùåå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðèêà íà ïëîñêîñòè â ëþáîé ñèñòåìåêîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿíåèçâåñòíûìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ëèíèÿ ℓ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy îïðåäå-ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (1), â êîòîðîì ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåí-òîâ a11, a12 è a22 îòëè÷åí îò íóëÿ. �àññìîòðèì íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

O′x′y′ è äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå ëèíèè ℓ â íåé òàêæå ÿâëÿåòñÿ óðàâíå-íèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.Êàê óêàçàíî â � 5 íà ñ. 45, �îðìóëû ïåðåõîäà îò Oxy ê O′x′y′ èìåþòñëåäóþùèé âèä: {
x = p1 + t11x

′ + t12y
′,

x = p2 + t21x
′ + t22y

′,
(2)ãäå (x, y) è (x′, y′) � ñîîòâåòñòâåííî ñòàðûå è íîâûå êîîðäèíàòû ïðîèç-âîëüíîé òî÷êè ïëîñêîñòè, (p1, p2) � ñòàðûå êîîðäèíàòû òî÷êè O′, à

T =

(
t11 t12
t21 t22

)



� 46. Ïîíÿòèå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè 367� ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Ïðè ýòîì, â ñèëó ëåììû2 èç � 28,
∆ =

∣∣∣∣
t11 t12
t21 t22

∣∣∣∣ 6= 0.Ïîäñòàâèâ x è y, âûðàæåííûå ÷åðåç x′ è y′ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (2), â(1) è ïðîèçâåäÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà
a′11(x

′)2 + 2a′12x
′y′ + a′22(y

′)2 + 2a′1x
′ + 2a′2y

′ + a′0 = 0,ãäå, â ÷àñòíîñòè,
a′11 = a11t

2
11 + 2a12t11t21 + a22t

2
21,

a′22 = a11t
2
12 + 2a12t12t22 + a22t

2
22,

a′12 = a11t11t12 + a12(t11t22 + t12t21) + a22t21t22. (3)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a′11 = a′12 = a′22 = 0. Èíûìè ñëîâàìè,
a11t

2
11 + 2a12t11t21 + a22t

2
21 = 0, (4)

a11t11t12 + a12(t11t22 + t12t21) + a22t21t22 = 0, (5)
a11t

2
12 + 2a12t12t22 + a22t

2
22 = 0. (6)Ïîêàæåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû T îòëè÷íû îò 0. Â ñàìîì äåëå,ïðåäïîëîæèì, ÷òî t11 = 0. ßñíî, ÷òî òîãäà t12 6= 0 è t21 6= 0, òàê êàê âïðîòèâíîì ñëó÷àå∆ = 0. Èç (4) è òîãî, ÷òî t11 = 0, âûòåêàåò, ÷òî a22t221 =

0. Ïîñêîëüêó t21 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî a22 = 0. Èç (5) è òîãî, ÷òî t11 = 0,âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî a12t12t21 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t12 6= 0 è t21 6= 0, èìååì
a12 = 0. Íî òîãäà èç (6) è òîãî, ÷òî t12 6= 0, âûòåêàåò, ÷òî a11 = 0. Íî ýòîíåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a12è a22 äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò 0. Èòàê, t11 6= 0. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû T îòëè÷íû îò 0.�àçäåëèì òåïåðü ðàâåíñòâî (4) íà t221, ðàâåíñòâî (5) � íà t21t22, àðàâåíñòâî (6) � íà t222. Ïîëó÷èì ðàâåíñòâà

a11u
2 + 2a12u+ a22 = 0, (7)

a11uv + a12(u+ v) + a22 = 0, (8)
a11v

2 + 2a12v + a22 = 0, (9)ãäå u =
t11
t21

è v =
t12
t22

. Ïðè ýòîì u 6= v, ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî u = v âëå÷åò
∆ = 0. Ñëîæèì óðàâíåíèÿ (7) è (9) è âû÷òåì èç ðåçóëüòàòà óðàâíåíèå



368 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè(8), óìíîæåííîå íà 2. Ïîëó÷èì a11(u − v)2 = 0. Ïîñêîëüêó u 6= v, òî
a11 = 0. �àçäåëèâ ðàâåíñòâà (4), (5) è (6) íà t211, t11t12 è t212 ñîîòâåòñòâåííîè ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî a22 = 0. Èç ðàâåíñòâà (4)âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî a12t11t21 = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî t11 6= 0 è t21 6= 0,ïîëó÷àåì, ÷òî a12 = 0. Ìû âíîâü ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ òåì �àêòîì,÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a12 è a22 äîëæåí áûòüîòëè÷åí îò 0.Èòàê, ðàâåíñòâà a′11 = a′12 = a′22 = 0 âåäóò ê ïðîòèâîðå÷èþ, è ïîòîìóïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a′11, a′12 è a′22 îòëè÷åí îò íóëÿ.Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.2. Óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ êâàäðèêèÓðàâíåíèå (1) ñîäåðæèò øåñòü êîý��èöèåíòîâ. Ïîýòîìó àíàëèçèðî-âàòü ýòî óðàâíåíèå è îïðåäåëÿòü âèä çàäàííîé èì êðèâîé êðàéíå çà-òðóäíèòåëüíî. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ñèñòåìó êî-îðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå òîé æå êðèâîé áóäåò âûãëÿäåòü íàìíîãîïðîùå.Ëåììà 1. Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy êâàäðèêà ℓ çàäàåòñÿóðàâíåíèåì (1). Òîãäà ñèñòåìó Oxy ìîæíî ïîâåðíóòü âîêðóã òî÷êè Oíà íåêîòîðûé óãîë α òàê, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèåòîé æå êâàäðèêè ℓ íå áóäåò ñîäåðæàòü ñëàãàåìîãî ñ ïðîèçâåäåíèåìíåèçâåñòíûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a12 = 0, òî óæå â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò óðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ íå ñîäåðæèò ñëàãàåìîãî ñ ïðîèçâåäåíèåìíåèçâåñòíûõ è â êà÷åñòâå èñêîìîãî α ìîæíî âçÿòü óãîë 0◦. Ïîýòîìó äà-ëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a12 6= 0. Êàê ïîêàçàíî â � 5 íà ñ. 46, �îðìóëûïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë α èìåþò âèä

{
x = x′ cosα − y′ sinα,

y = x′ sinα + y′ cosα.Ýòè ðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì �îðìóë (2) ïðè p1 = p2 = 0,
t11 = cosα, t12 = − sinα, t21 = sinα è t22 = cosα. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó(3), ïîëó÷àåì, ÷òî â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′ êîý��èöèåíò ïðè ïðîèç-âåäåíèè x′y′ â óðàâíåíèè êâàäðèêè ℓ áóäåò èìåòü âèä

2a′12 = 2a11t11t12 + 2a12(t11t22 + t12t21) + 2a22t21t22 =

= −2a11 sinα cosα+ 2a12(cos
2 α− sin2 α) + 2a22 sinα cosα =

= −(a11 − a22) sin 2α+ 2a12 cos 2α.



� 46. Ïîíÿòèå êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè 369Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íåîáõîäèìî íàéòè óãîë α òàê, ÷òîáû âûïîë-íÿëîñü ðàâåíñòâî a′12 = 0, èëè
2a12 cos 2α = (a11 − a22) sin 2α. (10)ßñíî, ÷òî α 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè �ïîâîðîòå� ñèñòåìû êî-îðäèíàò íà 0◦, êîý��èöèåíò ïðè xy îñòàíåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ è ïîòîìóáóäåò îòëè÷åí îò 0). Ñëåäîâàòåëüíî, è 2α 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 < α <

π

2
, è ïîòîìó 0 < 2α < π. Ïîýòîìóèç òîãî, ÷òî 2α 6= 0, âûòåêàåò, ÷òî sin 2α 6= 0. Êðîìå òîãî, íàïîìíèì,÷òî a12 6= 0. �àçäåëèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) íà 2a12 sin 2α, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå

ctg 2α =
a11 − a22

2a12
, (11)êîòîðîå âñåãäà èìååò ðåøåíèå. Ëåììà 1 äîêàçàíà.Áóäåì òåïåðü ñ÷èòàòü, ÷òî óæå â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâ-íåíèå êâàäðèêè ℓ íå ñîäåðæèò ïðîèçâåäåíèÿ íåèçâåñòíûõ, ò. å. èìååò âèä

a11x
2 + a22y

2 + 2a1x+ 2a2y + a0 = 0. (12)Â ñèëó òåîðåìû 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��è-öèåíòîâ a11 è a22 îòëè÷åí îò 0.Ëåììà 2. Ïóñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy êâàäðèêà ℓ çàäàåòñÿóðàâíåíèåì (12). Åñëè a11 6= 0, òî ñäâèãîì íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàòâäîëü îñè Ox ìîæíî ïîëó÷èòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîéóðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ íå ñîäåðæèò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî x. Åñëè
a22 6= 0, òî ñäâèãîì ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü îñè Oy ìîæíî ïîëó-÷èòü íîâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ íåñîäåðæèò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî y.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà óòâåðæäåíèÿ ëåììû äîêàçûâàþòñÿ àáñîëþò-íî àíàëîãè÷íî. Ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîâåðêîé òîëüêî ïåðâîãî èçíèõ. Èòàê, ïóñòü a11 6= 0. Â óðàâíåíèè (12) âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî
x:

a11 ·
(
x+

a1
a11

)2

+ a22y
2 + 2a2y + a′0 = 0,ãäå a′0 = a0 −

a21
a11

. Ïðîâåäåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ
{
x′ = x +

a1
a11

,

y′ = y .



370 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè�åîìåòðè÷åñêè ýòîé çàìåíå íåèçâåñòíûõ ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïå-ðåíîñ ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðå-õîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (− a1
a11

, 0

). Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàòêâàäðèêà ℓ èìååò óðàâíåíèå a11(x′)2 + a22(y
′)2 +2a2y

′ + a′0 = 0. Ëåììà 2äîêàçàíà.Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîé êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò ñè-ñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýòîé êâàäðèêè èìååò îäèí èçñëåäóþùèõ âèäîâ:
Ax2 +By2 + C = 0, ãäå A 6= 0, B 6= 0, (13)
Dy2 + 2Ex+ F = 0, ãäå D 6= 0. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 è òåîðåìû 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîóðàâíåíèå êâàäðèêè ℓ èìååò âèä (12) è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��è-öèåíòîâ a11 è a22 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî a11 6= 0 è
a22 6= 0. Òîãäà ïî ëåììå 2 ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñèñòåìû êîîðäèíàòìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî íåèçâåñòíîé x. Èç äîêà-çàòåëüñòâà ëåììû 2 âèäíî, ÷òî êîý��èöèåíòû ïðè x2 è y2 ïðè ýòîì íåèçìåíÿòñÿ, ò. å. ïî-ïðåæíåìó áóäóò îòëè÷íû îò 0. Âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåì-ìó 2, ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíîèçáàâèòüñÿ è îò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî íåèçâåñòíîé y. Ïîñêîëüêó ïðèýòîì, êàê è ðàíåå, êîý��èöèåíòû ïðè x2 è y2 îñòàíóòñÿ íåíóëåâûìè,óðàâíåíèå êâàäðèêè ïðèìåò âèä (13).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a11 = 0 è a22 6= 0. Â ñèëó ëåììû 2 ïàðàë-ëåëüíûì ïåðåíîñîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãîñëàãàåìîãî ïî íåèçâåñòíîé y. Ïðè ýòîì êîý��èöèåíò ïðè y2 áóäåò íåíó-ëåâûì, è ïîòîìó óðàâíåíèå êâàäðèêè áóäåò èìåòü âèä (14).Íàêîíåö, åñëè a11 6= 0 è a22 = 0, âíîâü ïðèìåíÿÿ ëåììó 2, ìîæíîïîëó÷èòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå êâàäðèêè áóäåò èìåòüâèä Dx2 + 2Ey + F = 0, ãäå D 6= 0. Ïåðåèìåíîâàâ x â y è íàîáîðîò(ò. å. ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ x′ = y, y′ = x), ìû âíîâü ïðèäåì êóðàâíåíèþ (14).Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.



� 47. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè 371� 47. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèêíà ïëîñêîñòèÖåëüþ ýòîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-ìû.Òåîðåìà. Âñÿêàÿ êâàäðèêà íà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ èëè ýëëèïñîì,èëè ãèïåðáîëîé, èëè ïàðàáîëîé, èëè ïàðîé ïðÿìûõ (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïà-ðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàâøèõ ), èëè òî÷êîé, èëè ïóñòûì ìíîæåñòâîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 èç � 46 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîêâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà
Ax2 +By2 + C = 0, ãäå A 6= 0, B 6= 0, (1)èëè óðàâíåíèåì âèäà

Dy2 + 2Ex+ F = 0, ãäå D 6= 0. (2)Ïîýòîìó äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ åñòåñòâåííî ðàñïàäàþòñÿ íà äâà ñëó-÷àÿ.Ñëó÷àé 1: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (1). Çäåñü âîçìîæíûäâà ïîäñëó÷àÿ.Ïîäñëó÷àé 1.1: 6= 0. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå
x2

−C/A +
y2

−C/B = 1. (3)Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà −C
A

è −C
B

ïîëîæèòåëüíû. Ââåäÿîáîçíà÷åíèÿ a =

√
−C
A
è b =√−C

B
, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x2

a2
+
y2

b2
= 1.Åñëè a > b, îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïñà. Â ïðîòèâ-íîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì òîò æå ðåçóëüòàò, ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ

x′ = y, y′ = x.Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà −C
A
è −C

B
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿîáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −C
A
> 0 è −C

B
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå



372 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ x′ = y, y′ = x). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
a =

√
−C
A
, b =√C

B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 1,ò. å. êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû.Íàêîíåö, åñëè ÷èñëà −C

A
è −C

B
îòðèöàòåëüíû, òî óðàâíåíèå (3) íåèìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîåìíîæåñòâî.Ïîäñëó÷àé 1.2: = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå

x2

1/A
+

y2

1/B
= 0. (4)Åñëè ÷èñëà 1

A
è 1

B
èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, òî óðàâíåíèå (4) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå: x = 0, y = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ãåîìåòðè÷åñêèìîáðàçîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (íà÷àëî êîîðäèíàò).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà 1

A
è 1

B
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Óìíîæèâ, åñëèïîòðåáóåòñÿ, íàøå óðàâíåíèå íà −1, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû âû-ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà 1

A
> 0 è 1

B
< 0. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
1

A
,

b =

√
− 1

B
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 0,êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(x
a
+
y

b

)(x
a
− y

b

)
= 0.�åîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüïðÿìûõ x

a
+
y

b
= 0 è x

a
− y

b
= 0. Íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ýòèõ ïðÿìûõÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ~n1 =

(
1

a
,−1

b

) è ~n2 =

(
1

a
,
1

b

). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòèâåêòîðû íå êîëëèíåàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ(ñì. òåîðåìó 3 â � 7). Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðèêà åñòüïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.



� 47. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê íà ïëîñêîñòè 373Ñëó÷àé 2: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (2). Çäåñü òàêæå âîç-ìîæíû äâà ïîäñëó÷àÿ.Ïîäñëó÷àé 2.1: E 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæ-íî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (2) â âèäå
y2 = −2E

D
x− F

D
= −2E

D

(
x+

F

2E

)
.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ

{
x′ = x +

F

2E
,

y′ = y ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó ñèñòåìû êîîðäèíàò, ïðè êî-òîðîì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåõîäèò â òî÷êó ñ êîîðäèíàòà-ìè (− F

2E
, 0

). Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàäðèêà èìååò óðàâíåíèå
(y′)2 = −2E

D
x′. Ïîëàãàÿ p = −E

D
, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (y′)2 = 2px′. Åñëè

p > 0, òî îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáîëû. Åñëè æå
p < 0, òî ìû ïðèäåì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó ïîñëå çàìåíû íåèçâåñòíûõ
x′′ = −x′, y′′ = y′.Ïîäñëó÷àé 2.2: E = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïåðåïè-ñàòü â âèäå

y2 = −F
D
. (5)Åñëè −F

D
> 0, òî, ïîëàãàÿ a =

√
−F
D
, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

y2 = a2, ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõïðÿìûõ y = a è y = −a.Åñëè −F
D

= 0, òî óðàâíåíèå (5) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ y = 0, êîòî-ðîå îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ (îñü àáñöèññ). Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü,÷òî êâàäðèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ.Íàêîíåö, åñëè −F
D
< 0, òî óðàâíåíèå (5) íå èìååò ðåøåíèé è ïîòîìóåãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.Òåîðåìà äîêàçàíà.



374 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè� 48. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) çàäà÷è íà íàõîæäåíèå ýëåìåíòîâ êâàäðèêè;2) çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè êâàäðèêè èëè î ïðèâåäåíèè êâàäðèêè êêàíîíè÷åñêîìó âèäó;3) çàäà÷è î êàñàòåëüíûõ ê êâàäðèêå.Ïîä ýëåìåíòàìè êâàäðèêè ïîíèìàþòñÿ òàêèå âåëè÷èíû, êàê äëèíûïîëóîñåé (äëÿ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû), ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êâàäðèêè äî�îêóñîâ (òàêæå äëÿ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû), ýêñöåíòðèñèòåò (äëÿ òåõ æåêðèâûõ), êîîðäèíàòû �îêóñîâ, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ, óðàâíåíèÿ àñèìï-òîò (äëÿ ãèïåðáîëû) è ò.ï. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷è ïåðâîãî òèïà ðàñ-ñìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.Çàäà÷à 1. Íàéòè äëèíû ïîëóîñåé ãèïåðáîëû, åñëè óãîë ìåæäóàñèìïòîòàìè ðàâåí 60◦, à ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ðàâíî 4
√
3.�åøåíèå. Ïóñòü α � óãîë ìåæäó îäíîé èç àñèìïòîò è ïîëîæè-òåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ. Òîãäà tgα =

b

a
. Â óñëîâèè íå ñêà-çàíî, êàêîé óãîë ìåæäó àñèìïòîòàìè ðàâåí 60◦, � òîò, âíóòðè êîòîðîãîïðîõîäèò îñü àáñöèññ, èëè òîò, âíóòðè êîòîðîãî ïðîõîäèò îñü îðäèíàò.�àññìîòðèì äâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àÿ.Ñëó÷àé 1: 60◦ � óãîë, âíóòðè êîòîðîãî ïðîõîäèò îñü àáñöèññ. Òîãäà

α � ïîëîâèíà óãëà ìåæäó àñèìïòîòàìè, ò. å. α = 30◦. Èñïîëüçóÿ, êðîìåòîãî, �îðìóëó c = √
a2 + b2 è òîò �àêò, ÷òî c ðàâíî ïîëîâèíå ðàññòîÿíèÿìåæäó �îêóñàìè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé





b

a
=

1√
3
,

√
a2 + b2 = 2

√
3.Ñëåäîâàòåëüíî, a =

√
3b è a2 + b2 = 12. Îòñþäà a = 3 è b = √

3.Ñëó÷àé 2: 60◦ � óãîë, âíóòðè êîòîðîãî ïðîõîäèò îñü îðäèíàò. Òîãäàòîò óãîë ìåæäó àñèìïòîòàìè, âíóòðè êîòîðîãî ïðîõîäèò îñü àáñöèññ, ðà-âåí 120◦, à α = 60◦. �àññóæäàÿ òàêæå, êàê â ñëó÷àå 1, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
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b

a
=

√
3,

√
a2 + b2 = 2

√
3.Ñëåäîâàòåëüíî, b = √

3a è a2 + b2 = 12. Îòñþäà a =
√
3 è b = 3.Îòâåò: a = 3, b = √

3 èëè a =
√
3 è b = 3.Ïåðåéäåì ê çàäà÷àì âòîðîãî òèïà. Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðèêèíà ïëîñêîñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó èçëîæåí â äîêàçàòåëüñòâàõ ëåìì1 è 2 è òåîðåìû 2 â � 46 è òåîðåìû â � 47. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íàêîíêðåòíîì ïðèìåðå.Çàäà÷à 2. Îïðåäåëèòü òèï êâàäðèêè

2x2 − 8xy + 8y2 + 10x− 5y − 4 = 0,íàéòè åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå è èçîáðàçèòü ýòó êâàäðèêó íà ÷åðòåæåâ èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé êâàäðèêà èìååòçàäàííîå óðàâíåíèå, ÷åðåç Oxy. Íàéäåì ñíà÷àëà óãîë α, ïðè ïîâîðîòå íàêîòîðûé ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â óðàâíåíèè êâàäðèêè èñ÷åçàåò ïðîèç-âåäåíèå íåèçâåñòíûõ. Â ñèëó �îðìóëû (11) èç � 46
ctg 2α =

a11 − a22
2a12

=
3

4
.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó

ctg 2α =
1− tg2 α

2 tg α
,ïîëó÷àåì, ÷òî tg α =

1

2
èëè tgα = −2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî tgα =

1

2
(ìû èìååì ïðàâî âûáèðàòü çäåñü ëþáîå èç äâóõ çíà-÷åíèé òàíãåíñà, òàê êàê íàì äîñòàòî÷íî íàéòè êàêîé-íèáóäü óãîë ñ óêà-çàííûì â íà÷àëå ðåøåíèÿ ñâîéñòâîì). Ïîñêîëüêó

1 + tg2 α =
1

cos2 α
,ïîëó÷àåì, ÷òî cosα = ± 2√

5
. Ìû ìîæåì âûáðàòü ëþáîå èç äâóõ âîç-ìîæíûõ çíà÷åíèé êîñèíóñà (ïî òîé æå ïðè÷èíå, ïî êîòîðîé ðàíåå ìîæ-íî áûëî âûáðàòü ëþáîå èç äâóõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé òàíãåíñà). Áóäåì



376 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèñ÷èòàòü, ÷òî cosα =
2√
5
. ßñíî, ÷òî sinα = ± 1√

5
. Ïîñêîëüêó tgα > 0 è

cosα > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî sinα > 0, è ïîòîìó sinα =
1√
5
. Â ñèëó �îðìóëû(9) èç � 5, �îðìóëû ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò èìåþò ñëåäóþùèé âèä:





x =
2√
5
· x′ − 1√

5
· y′ = 1√

5
· (2x′ − y′),

y =
1√
5
· x′ + 2√

5
· y′ = 1√

5
· (x′ + 2y′).Çàìåíÿÿ x è y ïî ýòèì �îðìóëàì â èñõîäíîì óðàâíåíèè êâàäðèêè,ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êâàäðèêè âñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′:

10(y′)2 + 3
√
5x′ − 4

√
5y′ − 4 = 0.Âûäåëèâ ïîëíûé êâàäðàò ïî y′ â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èìóðàâíåíèå

10((y′)2 − 2 · 1√
5
· y′ + 1

5
)− 2 + 3

√
5x′ − 4 = 0,êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(
y′ − 1√

5

)2

= −3
√
5

10

(
x′ − 2√

5

)
.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ





x′′ = x′ − 2√
5
,

y′′ = y′ − 1√
5
.�åîìåòðè÷åñêè åé ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà÷àëà ñèñòåìûêîîðäèíàò â òî÷êó P , êîòîðàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox′y′ èìååò êîîðäè-íàòû ( 2√

5
,
1√
5

). Óðàâíåíèå êâàäðèêè â ñèñòåìå êîîðäèíàò Px′′y′′ èìååòâèä (y′′)2 = −3
√
5

10
· x′′. ßñíî, ÷òî ýòî ïàðàáîëà. ×òîáû ïîëó÷èòü åå êà-íîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, îñòàëîñü ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ

{
x′′′ = −x′′,
y′′′ = y′′,



� 48. Çàäà÷è 377ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå ïàðàáîëû ïðèìåò âèä (y′′′)2 =
3
√
5

10
· x′′′. Èòàê,íàøà êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé ñ ïàðàìåòðîì p =

3
√
5

20
. Åå ðàñïîëî-æåíèå îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxy ïðèáëèçèòåëüíîèçîáðàæåíî íà ðèñ. 5.Îòâåò: ïàðàáîëà, y2 = 3

√
5

10
· x.

-

6

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
BM

���������������1

���������������1

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
BM

s
s

x

y

x′

y′

x′′

y′′

O

P

�èñ. 5Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê çàäà÷àì òðåòüåãî òèïà, óòî÷íèì îïðåäåëå-íèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå. Ïîä êàñàòåëüíîé êýëëèïñó ìû áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ, èìåþùóþ ñ ýëëèï-ñîì ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó. Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå � ýòî ïðÿìàÿ,èìåþùàÿ ñ ãèïåðáîëîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó è íå ïàðàëëåëüíàÿ íèîäíîé èç àñèìïòîò ãèïåðáîëû. Íàêîíåö, êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå � ýòîïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ ïàðàáîëîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó è íå ïàðàëëåëü-íàÿ îñè ñèììåòðèè ïàðàáîëû. Ñìûñë îãîâîðîê â äâóõ ïîñëåäíèõ îïðå-äåëåíèÿõ ÿñåí èç ðèñ. 6 è 7: íà êàæäîì èç íèõ ïðÿìàÿ ℓ èìååò ñ êâàäðè-êîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷êó, íî áûëî áû ñòðàííî ñ÷èòàòü ýòó ïðÿìóþêàñàòåëüíîé. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýë-ëèïñó, ãèïåðáîëå è ïàðàáîëå ñîãëàñóþòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì êàñàòåëüíîé êïðîèçâîëüíîé êðèâîé, êîòîðîå äàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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-

6

q
O x

y

ℓ

-

6

q
O x

y

ℓ

�èñ. 6 �èñ. 7Çàäà÷à 3. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå
4x2 − y2 − 4 = 0,ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(1, 4).�åøåíèå. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåçòî÷êó M . Óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ èìåþò âèä
{
x = 1 + kt,
y = 4 + ℓt,ãäå k2 + ℓ2 6= 0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ èç ìíîæåñòâà S è íàé-äåì òî÷êè åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ äàííîé ãèïåðáîëîé. Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèåãèïåðáîëû 1+ kt âìåñòî x è 4+ ℓt âìåñòî y, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t:

(4k2 − ℓ2)t2 + 8(k − ℓ)t− 16 = 0. (1)Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíàÿ èìååò ñ ãèïåðáîëîé ðîâíî îäíó îáùóþ òî÷-êó, ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî âîçìîæ-íî â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî óðàâíåíèå (1) ëèíåéíî è èìååò åäèíñòâåííîåðåøåíèå, ò. å. 4k2 − ℓ2 = 0 è 8(k − ℓ) 6= 0, ëèáî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿ-åòñÿ êâàäðàòíûì è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ò. å. 4k2 − ℓ2 6= 0 è
D = 64(k − ℓ)2 + 64(4k2 − ℓ2) = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïîíÿòü,ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îäíîé èç àñèìïòîò ãèïåðáîëû è ïîòîìó íå ÿâëÿåò-ñÿ êàñàòåëüíîé. Îñòàëñÿ âòîðîé ñëó÷àé. Â ýòîì ñëó÷àå 5k2 − 2kℓ = 0.Ýòî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (÷òî è íå óäèâèòåëü-íî, òàê êàê (k, ℓ) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð èñêîìîé ïðÿìîé, à ó ïðÿìîéáåñêîíå÷íî ìíîãî íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ). Íî ëþáîå èç ðåøåíèé ýòî-ãî óðàâíåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî îäíîìó èç ðåøåíèé (0,1) èëè (2,5). Ýòî



� 48. Çàäà÷è 379îçíà÷àåò, ÷òî åñòü äâå êàñàòåëüíûå ê íàøåé ãèïåðáîëå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåçòî÷êó M : {
x = 1 ,
y = 4 + t

è {
x = 1 + 2t,
y = 4 + 5t.Êîîðäèíàòíûå óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ èìåþò âèä x = 1 è 5x−2y+3 = 0.Îòâåò: x = 1, 5x− 2y + 3 = 0.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû âåðøèí è �îêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò èóðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ ýëëèïñà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì:à) 4x2 + 9y2 = 36; á) 25x2 + 9y2 = 225.2. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà e = 1

3
, öåíòð ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîð-äèíàò, îäèí èç �îêóñîâ èìååò êîîðäèíàòû (−2, 0). Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèåîò òî÷êè ýëëèïñà ñ àáñöèññîé, ðàâíîé 2, äî äèðåêòðèñû, ñîîòâåòñòâóþ-ùåé äàííîìó �îêóñó.3. Ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà e = 1

2
, öåíòð ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîð-äèíàò, îäíà èç äèðåêòðèñ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì x − 16 = 0. Âû÷èñ-ëèòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ýëëèïñà ñ àáñöèññîé, ðàâíîé −4, äî �îêóñà,ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîé äèðåêòðèñå.4. Íàéòè ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà, åñëè:à) ìàëàÿ îñü ýëëèïñà âèäíà èç �îêóñà ïîä óãëîì 90◦;á) îòðåçîê ìåæäó �îêóñàìè âèäåí èç âåðøèí ýëëèïñà, ðàñïîëîæåí-íûõ íà îñè îðäèíàò, ïîä óãëîì 120◦;â) ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè â 3 ðàçà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-äó �îêóñàìè;ã) îòðåçîê ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà ýëëèïñà íà äèðåê-òðèñó, äåëèòñÿ âåðøèíîé ïîïîëàì;ä) ðàññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè åñòü ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå äëèíîñåé.5. Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ îòíîñèòåëüíî ýëëèïñà 9x2+

4y2 = 36 (ïåðåñåêàåò ýëëèïñ, êàñàåòñÿ åãî, ïðîõîäèò âíå ýëëèïñà):à) 2x+ 3y − 6 = 0; á) x− y +
√
13 = 0; â) x+ y − 4 = 0.6. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m ïðÿìàÿ x+y+m =

0 ïåðåñåêàåò ýëëèïñ x2 + 4y2 = 20, êàñàåòñÿ åãî, ïðîõîäèò âíå ýëëèïñà.7. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó x2 + 4y2 = 20:à) ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé x− y + 10 = 0;



380 �ëàâà 9. Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòèá) ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé 2x− 2y − 13 = 0;â) ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(4,−1).8. Íàéòè ïîëóîñè, êîîðäèíàòû âåðøèí è �îêóñîâ, ýêñöåíòðèñèòåò èóðàâíåíèÿ àñèìïòîò è äèðåêòðèñ ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì:à) x2 − 4y2 = 20; á) 16x2 − 9y2 = −144.9. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè äàíû:à) òî÷êè M1(6,−2) è M2(−8,
√
11), ïðèíàäëåæàùèå ãèïåðáîëå;á) òî÷êà M(−5, 3), ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðáîëå, è ýêñöåíòðèñèòåò e =√

2;â) òî÷êà M(6, 2), ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðáîëå, è óðàâíåíèÿ àñèìïòîò
y = ±1

2
x;ã) òî÷êà M(4, 0), ïðèíàäëåæàùàÿ ãèïåðáîëå, è óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ

x = ±16

5
;ä) óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ±2x è óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ x = ± 1√

5
.10. �èïåðáîëà çàäàíà óðàâíåíèåì x2

a2
− y2

b2
= 1. Íàéòè:à) ðàññòîÿíèå îò �îêóñà ãèïåðáîëû äî åå àñèìïòîòû;á) ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè ãèïåðáîëû äî äâóõàñèìïòîò.11. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè èçâåñòíû:à) ýêñöåíòðèñèòåò e = 5

4
, �îêóñ F (5, 0) è óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùåéåìó äèðåêòðèñû x =

16

5
;á) ýêñöåíòðèñèòåò e =

√
5, �îêóñ F (2,−3) è óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâó-þùåé åìó äèðåêòðèñû 3x− y + 3 = 0.12. Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ îòíîñèòåëüíî ãèïåðáîëû

x2 − 4y2 = 12 (ïåðåñåêàåò åå, êàñàåòñÿ, ïðîõîäèò âíå ãèïåðáîëû):à) x− 2y − 4 = 0; á) 2x− y = 0; â) x− y − 3 = 0; ã) x− 3y − 4 = 0.13. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m ïðÿìàÿ y =
5

2
x+

m êàñàåòñÿ ãèïåðáîëû 4x2 − y2 = 36.14. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê ãèïåðáîëå x2 − y2 = 16:à) ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé 2x− y = 0;á) ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé x+ 3y + 2 = 0;â) ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(−1,−7).15. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 4xy+3y2+16x+12y−36 = 0 îïðåäåëÿåòãèïåðáîëó, íàéòè êîîðäèíàòû �îêóñîâ, óðàâíåíèÿ äèðåêòðèñ è àñèìïòîòâ èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñäåëàòü ÷åðòåæ.



� 48. Çàäà÷è 38116. Íàéòè ïàðàìåòð, êîîðäèíàòû âåðøèíû è �îêóñà è óðàâíåíèåäèðåêòðèñû ïàðàáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì:à) y2 = 4x− 8; á) y2 = 4− 6x; â) x2 = 6y + 2; ã) x2 = 2− y.17. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè èçâåñòíû:à) �îêóñ F (−7, 0) è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x− 7 = 0;á) �îêóñ F (4, 3) è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû y + 1 = 0;â) �îêóñ F (2,−1) è óðàâíåíèå äèðåêòðèñû x− y − 1 = 0.18. Îïðåäåëèòü, êàê ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ îòíîñèòåëüíî ïàðàáîëû
y2 = 8x (ïåðåñåêàåò åå, êàñàåòñÿ, ïðîõîäèò âíå ïàðàáîëû):à) x− y − 4 = 0; á) 2x− y + 2 = 0; â) x− y + 2 = 0; ã) 3y − 5 = 0.19. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà k ïðÿìàÿ y = kx+2êàñàåòñÿ ïàðàáîëû y2 = 4x.20. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëå y2 = 4x:à) ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìîé x− y + 5 = 0;á) ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé 2x+ y − 3 = 0;â) ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(9, 6).21. Îïðåäåëèòü âèä êâàäðèêè, íàéòè åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èèçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå ðàñïîëîæåíèå êâàäðèêè (îòíîñèòåëüíî èñõîäíîéñèñòåìû êîîðäèíàò):à) 4x2 + 9y2 − 40x+ 36y + 100 = 0;á) 9x2 − 16y2 − 54x− 64y − 127 = 0;â) y2 − 2x+ 6y + 17 = 0; ã) 9x2 + 4y2 + 18x− 8y + 49 = 0.22. Îïðåäåëèòü âèä êâàäðèêè, íàéòè åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå èèçîáðàçèòü íà ÷åðòåæå ðàñïîëîæåíèå êâàäðèêè (îòíîñèòåëüíî èñõîäíîéñèñòåìû êîîðäèíàò):à) 25x2 − 14xy + 25y2 + 64x− 64y − 224 = 0;á) 3x2 + 10xy + 3y2 − 2x− 14y − 13 = 0;â) 7x2 + 6xy − y2 + 28x+ 12y + 28 = 0;ã) 5x2 − 2xy + 5y2 − 4x+ 20y + 20 = 0;ä) 9x2 + 24xy + 16y2 − 18x + 226y + 209 = 0;å) x2 − 2xy + y2 − 12x+ 12y − 14 = 0;æ) 4x2 + 12xy + 9y2 − 4x− 6y + 1 = 0.3. Îòâåòû1. à) a = 3, b = 2, âåðøèíû (±3, 0), (0,±2), �îêóñû (±

√
5, 0), e =

√
5

3
,äèðåêòðèñû x = ± 9√

5
; á) a = 5, b = 3, âåðøèíû (±3, 0), (0,±5), �îêóñû (0,±4),

e =
4

5
, äèðåêòðèñû y = ±25

4
.
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2

2
; á) √

3

2
; â) 1√

3
; ã) 1

2
; ä) 4

5
.5. à) Ïåðåñåêàåò; á) êàñàåòñÿ; â) ïðîõîäèò âíå ýëëèïñà.6. Ïåðåñåêàåò ýëëèïñ ïðè |m| < 5, êàñàåòñÿ åãî ïðè m = ±5, ïðîõîäèò âíåýëëèïñà ïðè |m| > 5.7. à) x−y−5=0, x−y+5=0; á) x+y−5=0, x+y+5= 0; â) x−y−5=0.8. à) a = 2

√
5, b =

√
5, âåðøèíû (±2

√
5, 0), �îêóñû (±5, 0), e =

√
5

2
,àñèìïòîòû y = ±1

2
x, äèðåêòðèñû x = ±4; á) a = 4, b = 3, âåðøèíû (0,±4),�îêóñû (0,±5), e = 5

4
, àñèìïòîòû y = ±4

3
x, äèðåêòðèñû y = ±16

5
.9. à) x2

20
− y2

5
= 1; á) x2

16
− y2

16
= 1; â) x2

20
− y2

5
= 1; ã) x2

16
− y2

9
= 1;ä) x2

1
− y2

4
= 1.10. à) b; á) a2b2

a2 + b2
.11. à) 9x2 − 16y2 = 144; á) 7x2 − 6xy − y2 + 26x− 18y − 17 = 0.12. à) Ïåðåñåêàåò â îäíîé òî÷êå; á) ïðîõîäèò âíå ãèïåðáîëû; â) êàñàåòñÿ;ã) ïåðåñåêàåò â äâóõ òî÷êàõ.13. m = ±9

2
.14. à) y = 2x±4

√
3; á) y = 3x±8

√
2; â) 5x−3y−16 = 0 è 13x+5y+48 = 0.15. Ôîêóñû (6,2), (0,−10); äèðåêòðèñû x + 2y + 2 = 0, x + 2y + 8 = 0;àñèìïòîòû 4x+ 3y = 0, y + 4 = 0.16. à) p = 2, âåðøèíà (2,0), �îêóñ (3,0), äèðåêòðèñà x − 1 = 0; á) p = 3,âåðøèíà (2

3
, 0

), �îêóñ (−5

6
, 0

), äèðåêòðèñà 6x − 13 = 0; â) p = 3, âåðøèíà
(
0,−1

3

), �îêóñ (0, 7
6

), äèðåêòðèñà 6y+11 = 0; ã) p = 1

2
, âåðøèíà (0,2), �îêóñ

(
0,

3

2

), äèðåêòðèñà 2y − 5 = 0.17. à) y2 = −28x; á) y =
1

8
x2 − x+ 3; â) x2 + 2xy + y2 − 6x+ 2y + 9 = 0.18. à) Ïåðåñåêàåò â äâóõ òî÷êàõ; á) ïðîõîäèò âíå ïàðàáîëû; â) êàñàåòñÿ;ã) ïåðåñåêàåò â îäíîé òî÷êå.19. k =

1

2
. 20. à) x− y + 1 = 0; á) x− 2y + 4 = 0; â) x− 3y + 9 = 0.21. à) Ýëëèïñ, x2

9
+
y2

4
= 1; á) ãèïåðáîëà, x2

16
− y2

9
= 1; â) ïàðàáîëà,

y2 = 2x; ã) ïóñòîå ìíîæåñòâî.22. à) Ýëëèïñ, x2
16

+
y2

9
= 1; á) ãèïåðáîëà, x2

1
− y2

4
= 1; â) ïàðà ïåðåñå-êàþùèõñÿ ïðÿìûõ, x+ 2y = 0, x− 2y = 0; ã) òî÷êà; ä) ïàðàáîëà, y2 = 6x; å)



� 48. Çàäà÷è 383ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, y+ 5 = 0, y− 5 = 0; æ) ïàðà ñîâïàâøèõ ïðÿìûõ,
y = 0.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �91. à) �àññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà â 2 ðàçà áîëüøåðàññòîÿíèÿ ìåæäó �îêóñàìè. Íàéòè åãî ýêñöåíòðèñèòåò.á) �àññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ãèïåðáîëû â 2 ðàçà áîëüøå ðàññòîÿ-íèÿ ìåæäó äèðåêòðèñàìè. Íàéòè óãîë ìåæäó åå àñèìïòîòàìè.â) �àññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ýëëèïñà â 4 ðàçà áîëüøå ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó �îêóñàìè. Íàéòè åãî ýêñöåíòðèñèòåò.ã) �àññòîÿíèå ìåæäó �îêóñàìè ãèïåðáîëû â 3 ðàçà áîëüøå ðàññòîÿ-íèÿ ìåæäó äèðåêòðèñàìè. Íàéòè óðàâíåíèÿ åå àñèìïòîò.2. Íàéòè âèä è ðàñïîëîæåíèå êâàäðèêè. Ñäåëàòü ÷åðòåæ.à) 12xy+5y2− 12x− 22y− 19 = 0; á) 4x2− 4xy+ y2− 3x+4y− 7 = 0;â) 9x2−4xy+6y2+16x−8y−2 = 0; ã) x2−4xy+4y2+4x−3y−7 = 0.3. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðèêà ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõè íàéòè èõ óðàâíåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:à) 2x2 − xy − y2 + 3y − 2 = 0; á) 2x2 + 3xy − 2y2 − 5x+ 5y − 3 = 0;â) 2x2 − xy − 3y2 − 2x+ 3y = 0; ã) 2x2 − 2y2 + 7x+ 5y + 3 = 0.4. Íàéòè êàñàòåëüíûå ê êâàäðèêå σ, ïðîâåäåííûå ÷åðåç òî÷êó A,ñäåëàòü ÷åðòåæ:à) σ: x2 + 4y2 − 4 = 0, A(2, 2); á) σ: y2 = 4x, A(−1, 1);â) σ: x2 + 4y2 − 4 = 0, A(−2,−3); ã) σ: y2 = 4x, A(1, 3).



�ëàâà 10Êâàäðèêèâ ïðîñòðàíñòâå�ëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïîâåðõíîñòåé, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìèâòîðîãî ïîðÿäêà (êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå). Êàê è â ïðåäûäóùåé ãëà-âå, âíà÷àëå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå êîíêðåòíûå âèäû êâàäðèê, àçàòåì ïðèâîäèòñÿ èõ ïîëíàÿ êëàññè�èêàöèÿ. Ïîñëå ýòîãî ðàññìàòðèâà-þòñÿ ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå.Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ýòîé ãëàâû ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðåäïîëàãàåòñÿïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé.� 49. Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèåïîâåðõíîñòè1. Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòèÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ëèíèÿ ℓ è íåíóëåâîéâåêòîð ~a. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç âñå-âîçìîæíûå òî÷êè ëèíèè ℓ è êîëëèíåàðíûìè âåêòîðó ~a, íàçûâàåòñÿ öè-ëèíäðè÷åñêîé. Ëèíèÿ ℓ íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòè, à óïîìÿíóòûå âûøå ïðÿìûå � åå îáðàçóþùèìè.Ïðèìåð öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 1.Ïîêàæåì, êàê ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-íîñòè, åñëè äàíû óðàâíåíèÿ íàïðàâëÿþùåé ℓ è êîîðäèíàòû âåêòîðà ~a.Ïóñòü ëèíèÿ ℓ çàäàíà êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè, ò. å. â âèäå ïåðåñå-



� 49. Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè 385÷åíèÿ äâóõ ïîâåðõíîñòåé (ñì. íà÷àëî � 9):
{
x2 + y2 + z2 = 4,
x − y + z = 1.

(1)Ïåðâàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñ�åðîé ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî-îðäèíàò, âòîðàÿ � ïëîñêîñòüþ. Îáîçíà÷èì ñ�åðó ÷åðåç S, à ïëîñêîñòü� ÷åðåç µ. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (12) èç � 8, ëåãêî ñîñ÷èòàòü, ÷òî ðàññòî-ÿíèå îò öåíòðà ñ�åðû S äî ïëîñêîñòè µ ðàâíî 1√
3
. Â ÷àñòíîñòè, îíîìåíüøå ðàäèóñà ñ�åðû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíèÿ ℓ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ.Ïóñòü ~a = (1, 2, 2). Öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé ℓ èîáðàçóþùèìè, êîëëèíåàðíûìè ~a, îáîçíà÷èì ÷åðåç σ.

�
�
��

ℓ

~a

�èñ. 1Ïóñòü M(x0, y0, z0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ σ. Ïîîïðåäåëåíèþ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ÷åðåç êàæäóþ åå òî÷êó ïðî-õîäèò îáðàçóþùàÿ. Îáîçíà÷èì îáðàçóþùóþ ïîâåðõíîñòè σ, ïðîõîäÿùóþ÷åðåç òî÷êó M , ÷åðåç m. Èòàê, m � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
M , êîëëèíåàðíàÿ âåêòîðó ~a è ïåðåñåêàþùàÿ êðèâóþ ℓ (íàïðàâëÿþùóþïîâåðõíîñòè σ) â íåêîòîðîé òî÷êå. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé
m èìåþò âèä 



x = x0 + t,
y = y0 + 2t,
z = z0 + 2t.Íàéäåì òî÷êó M ′ ïåðåñå÷åíèÿ m è ïëîñêîñòè µ:

(x0 + t)− (y0 + 2t) + (z0 + 2t)− 1 = 0, îòêóäà t = −x0 + y0 − z0 + 1.



386 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåÑëåäîâàòåëüíî, òî÷êà M ′ èìååò êîîðäèíàòû:
x = x0 + t = y0 − z0 + 1,
y = y0 + 2t = −2x0 + 3y0 − 2z0 + 2,
z = z0 + 2t = −2x0 + 2y0 − z0 + 2.Íî ýòà æå òî÷êà M ′ ïðèíàäëåæèò è ñ�åðå S è ïîòîìó óäîâëåòâîðÿåò ååóðàâíåíèþ. Èìååì

(y0 − z0 + 1)2 + (−2x0 + 3y0 − 2z0 + 2)2 + (−2x0 + 2y0 − z0 + 2)2 = 4.Èòàê, êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè σ óäîâëå-òâîðÿþò óðàâíåíèþ
(y − z + 1)2 + (−2x+ 3y − 2z + 2)2 + (−2x+ 2y − z + 2)2 = 4. (2)Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè òî÷êà M íå ïðèíàäëåæèò σ, òî òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ m è µ íå ëåæèò íà ñ�åðå S è ïîòîìó åå êîîðäèíàòû íå óäîâëåòâî-ðÿþò óðàâíåíèþ (2). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (2) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè σ.Åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå, òî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

8x2 + 14y2 + 6z2 − 20xy + 12xz − 18yz − 16x+ 22y − 14z + 5 = 0.Ïóñòü σ � öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íàïðàâëÿþùåé ℓ, îáðàçóþ-ùèå êîòîðîé ïàðàëëåëüíû âåêòîðó ~a, à µ � ïëîñêîñòü, íåêîëëèíåàðíàÿ
~a è ïåðåñåêàþùàÿ σ ïî íåêîòîðîé êðèâîé s. Î÷åâèäíî, ÷òî σ ñîâïàäàåò ñöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþùåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ s, à îá-ðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû ~a (ðèñ. 2). Ëèíèÿ s, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé.Òàêèì îáðàçîì,ëþáàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü èìååò íàïðàâëÿþùóþ,ÿâëÿþùóþñÿ ïëîñêîé ëèíèåé.Ïóñòü òåïåðü σ � öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, à ℓ � ïëîñêàÿ ëèíèÿ,ÿâëÿþùàÿñÿ íàïðàâëÿþùåé σ. Ïîäîáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ñè-ñòåìó êîîðäèíàò, ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ýòà ëèíèÿ ëåæàëà âïëîñêîñòè Oxy. Òîãäà ℓ çàäàåòñÿ êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè âèäà

{
F (x, y) = 0,

z = 0.
(3)ßñíî, ÷òî â ïëîñêîñòíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèå ëèíèè ℓ èìååò âèä

F (x, y) = 0. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè σ êîë-ëèíåàðíû âåêòîðó ~a = (0, 0, 1) (ò. å. îñè Oz). Ïóñòü M ∈ σ. Îáîçíà÷èì



� 49. Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè 387êîîðäèíàòû òî÷êè M ÷åðåç (x0, y0, z0). Ñóùåñòâóåò òî÷êà M ′ ∈ ℓ òàêàÿ,÷òî ïðÿìàÿ MM ′ êîëëèíåàðíà ~a. ßñíî, ÷òî òî÷êà M ′ èìååò êîîðäèíàòû
(x0, y0, 0). Ïîñêîëüêó M ′ ∈ ℓ, ïîëó÷àåì, ÷òî F (x0, y0) = 0. Èòàê, êîîð-äèíàòû ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè σ, óäîâëåòâîðÿþò óðàâ-íåíèþ F (x, y) = 0. Ïóñòü òåïåðü òî÷êà M ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0, z0) íåëåæèò íà σ. Ïðîâåäåì ÷åðåç M ïðÿìóþ, êîëëèíåàðíóþ ~a, è îáîçíà÷èì÷åðåç M ′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ ïëîñêîñòüþ Oxy. ßñíî, ÷òîòî÷êà M ′ èìååò êîîðäèíàòû (x0, y0, 0). Ïîñêîëüêó M /∈ σ, òî M ′ /∈ ℓ.Ñëåäîâàòåëüíî, F (x0, y0) 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ïðîñòðàíñòâà ïðè-íàäëåæèò σ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèþ F (x, y) = 0. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ëåììà. Åñëè íàïðàâëÿþùàÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè çàäàíàêîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè (3), à îáðàçóþùèå ýòîé ïîâåðõíîñòè êîë-ëèíåàðíû âåêòîðó ~a = (0, 0, 1), òî ýòà ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ â ïðî-ñòðàíñòâå óðàâíåíèåì F (x, y) = 0.

ℓ

s

µ

�èñ. 2Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.Îïðåäåëåíèå. Ýëëèïòè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîâñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìåêîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà



388 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå
x2

a2
+
y2

b2
= 1,ãäå a, b > 0 è a > b. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.Â ñèëó ëåììû ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþùåé êîòîðîé ñëóæèò ýëëèïñ, çàäàâàåìûé óðàâ-íåíèÿìè 



x2

a2
+
y2

b2
= 1,

z = 0,à îáðàçóþùèå êîëëèíåàðíû âåêòîðó ~a = (0, 0, 1), ò. å. îñè Oz (ðèñ. 3).
6

-

�
�	

p
x

y

z

�èñ. 3Îïðåäåëåíèå. �èïåðáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñò-âî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìåêîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
− y2

b2
= 1,ãäå a, b > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåð-áîëè÷åñêîãî öèëèíäðà.Â ñèëó ëåììû ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîéïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå åå íàïðàâëÿþùåé ìîæíî âçÿòü ãèïåðáîëó, çà-äàâàåìóþ óðàâíåíèÿìè 



x2

a2
− y2

b2
= 1,

z = 0,



� 49. Öèëèíäðè÷åñêèå è êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè 389à åå îáðàçóþùèå êîëëèíåàðíû âåêòîðó ~a = (0, 0, 1), ò. å. îñè Oz (ðèñ. 4).
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�èñ. 4
-
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�	x

y

z

�èñ. 5Îïðåäåëåíèå. Ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîâñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìåêîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
y2 = 2px,ãäå p > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïàðàáî-ëè÷åñêîãî öèëèíäðà.Â ñèëó ëåììû ïaðaáîëè÷åñêèé öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîéïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå åå íàïðàâëÿþùåé ìîæíî âçÿòü ïaðaáîëó, çà-äàâàåìóþ óðàâíåíèÿìè {
y2 = 2px,
z = 0,



390 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåà åå îáðàçóþùèå êîëëèíåàðíû âåêòîðó ~a = (0, 0, 1), ò. å. îñè Oz (ðèñ. 5).2. Êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòèÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ëèíèÿ ℓ è òî÷êà P . Ïî-âåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ ïðÿìûìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó P è âñå-âîçìîæíûå òî÷êè ëèíèè ℓ, íàçûâàåòñÿ êîíè÷åñêîé. Ëèíèÿ ℓ íàçûâàåòñÿíàïðàâëÿþùåé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óïîìÿíóòûå âûøå ïðÿìûå � ååîáðàçóþùèìè, à òî÷êà P � åå âåðøèíîé.Ïðèìåð êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.
p

ℓ

P �èñ. 6Êàê è â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïîêàæåì, êàê íàïè-ñàòü óðàâíåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü íàïðàâëÿþùåé ñëóæèòîêðóæíîñòü (1), à âåðøèíà P ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ïóñòü
M(x0, y0, z0) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íà ñîîòâåòñòâóþùåé êîíè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòè. �àññìîòðèì ïðÿìóþ m, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè P è M .Íàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ýòîé ïðÿìîé, âçÿâ òî÷êó P (0, 0, 0)â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé è âåêòîð −−→

PM = (x0, y0, z0) â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþ-ùåãî. Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ



x = x0t,
y = y0t,
z = z0t.

(4)Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿm è ïëîñêîñòè µ. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì â óðàâ-íåíèå ýòîé ïëîñêîñòè x0t âìåñòî x, y0t âìåñòî y è z0t âìåñòî z. Ïîëó÷èì
x0t− y0t+ z0t− 1 = 0, îòêóäà t = 1

x0 − y0 + z0
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà
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M ′ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé m è ïëîñêîñòè µ èìååò êîîðäèíàòû

(
x0

x0 − y0 + z0
,

y0
x0 − y0 + z0

,
z0

x0 − y0 + z0

)
.Ïîñêîëüêó òî÷êà M ′ ëåæèò è íà ñ�åðå S, åå êîîðäèíàòû äîëæíû óäî-âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ ñ�åðû. Èìååì

x20
(x0 − y0 + z0)2

+
y20

(x0 − y0 + z0)2
+

z20
(x0 − y0 + z0)2

= 1.Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ýòîìó ðàâåíñòâó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòûâñåõ òî÷åê íàøåé ïîâåðõíîñòè, êðîìå âåðøèíû P . Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâ-íåíèþ
x2 + y2 + z2 = (x− y + z)2 (5)óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû óæå âñåõ òî÷åê ïîâåðõíîñòè, âêëþ÷àÿ P .Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî è îáðàòíî, åñëè (x0, y0, z0) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5),òî òî÷êà M(x0, y0, z0) ëåæèò íà íàøåé ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, (5)� èñêîìîå óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâ-íåíèÿ ðàñêðûòü ñêîáêè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå, ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòîåóðàâíåíèå

xy − xz + yz = 0,ðàâíîñèëüíîå (5).Ïðèâåäåì âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåð êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Îïðåäåëåíèå. Êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðî-ñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäî-âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, (6)ãäå a, b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì êî-íóñà.Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî êîíóñ ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ. Ïóñòü

ℓ � ëèíèÿ, çàäàâàåìàÿ êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè



x2

a2
+
y2

b2
= 1,

z = c,
(7)ãäå c 6= 0. Ïóñòü σ � êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êî-îðäèíàò è íàïðàâëÿþùåé (7). Êàê è ðàíåå, âåðøèíó áóäåì îáîçíà÷àòü



392 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåáóêâîé P . ßñíî, ÷òî êîîðäèíàòû âåðøèíû ïîâåðõíîñòè σ óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèþ (6). Åñëè M(x0, y0, z0) � òî÷êà ýòîé êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè,îòëè÷íàÿ îò âåðøèíû, òî îáðàçóþùàÿ PM èìååò óðàâíåíèÿ (4). Ëåãêîïîíÿòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùåé PM è ïëîñêîñòè z = c èìå-åò êîîðäèíàòû (
cx0
z0
,
cy0
z0
, c

). Ïîäñòàâèâ èõ â óðàâíåíèå x2

a2
+
y2

b2
= 1,ïîëó÷èì ðàâåíñòâî c2x20

z20a
2
+
c2y20
z20b

2
= 1, îòêóäà

x20
a2

+
y20
b2

=
z20
c2
. (8)Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷êèM óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6). Ìûïîêàçàëè, ÷òî åñëè òî÷êà ïðèíàäëåæèò σ, òî åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâî-ðÿþò (6).Ïðîâåðèì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü M(x0, y0, z0) � òî÷êà, êîîð-äèíàòû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6). Òîãäà âûïîëíåíî ðàâåí-ñòâî (8). Åñëè z0 = 0, òî x20

a2
+
y2

b2
= 0, îòêóäà x0 = y0 = 0. Íî òîãäà M� íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïîòîìó M ∈ σ. Ïóñòü òåïåðü z0 6= 0. �àññìîòðèìòî÷êó M ′

(
x0c

z0
,
y0c

z0
, c

). Òî÷êà M ′ ïðèíàäëåæèò íàïðàâëÿþùåé (7). Âñàìîì äåëå, åå òðåòüÿ êîîðäèíàòà ðàâíà c, à èç ðàâåíñòâà (8) âûòåêàåò,÷òî
x20c

2

z20a
2
+
y20c

2

z20b
2
=

(
x20
a2

+
y20
b2

)
· c

2

z20
=

(
x20
a2

+
y20
b2

)
· 1

x20
a2

+
y20
b2

= 1.Ïîýòîìó îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé OM ′.Â ñàìîì äåëå, ýòà ïðÿìàÿ èìååò óðàâíåíèÿ




x =
x0c

z0
· t,

y =
y0c

z0
· t,

z = c · t.Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè óðàâíåíèÿ z0
c
âìåñòî t, èìååì x = x0, y = y0 è z = z0.Ñëåäîâàòåëüíî, M ∈ OM ′. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîîðäèíàòû òî÷êè Móäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6), òî M ∈ σ. Îáúåäèíÿÿ ýòî ñ äîêàçàííûìâ ïðåäûäóùåì àáçàöå, ïîëó÷àåì, ÷òî êîíóñ ñîâïàäàåò ñ êîíè÷åñêîé ïî-âåðõíîñòüþ σ.
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�èñ. 7Èçîáðàæåíèå êîíóñà ñì. íà ðèñ. 7.� 50. Ýëëèïñîèäû, ãèïåðáîëîèäû,ïàðàáîëîèäûÂ ïàðàãðà�å ðàññìàòðèâàþòñÿ ïÿòü êîíêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé, çàäà-âàåìûõ óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà.1. ÝëëèïñîèäÎïðåäåëåíèå. Ýëëèïñîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðî-ñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäî-âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,ãäå a, b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýë-ëèïñîèäà.Îòìåòèì, ÷òî ïðè a = b = c ïðèâåäåííîå òîëüêî ÷òî óðàâíåíèå ðàâíî-ñèëüíî óðàâíåíèþ x2+ y2+ z2 = a2, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî èç øêîëüíîãîêóðñà, çàäàåò ñ�åðó ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêèì îá-ðàçîì, ñ�åðà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëëèïñîèäà (ïîäîáíî òîìó êàêîêðóæíîñòü åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëëèïñà).Èññëåäóåì �îðìó ýëëèïñîèäà, ïðèìåíèâ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä ñå-÷åíèé. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû ðàññåêàåì ïîâåðõ-íîñòü ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Â ñå÷å-íèÿõ ïîëó÷àþòñÿ ëèíèè, âèä êîòîðûõ ìû ðàñïîçíàåì. Ïðîâåäÿ äîñòà-òî÷íî ìíîãî òàêèõ ñå÷åíèé, ìû â èòîãå ïîëó÷èì èíòåãðèðîâàííûé îáðàçïîâåðõíîñòè.



394 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå�àññìîòðèì ñå÷åíèå ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëî-ñêîñòè Oxy. Óðàâíåíèå âñÿêîé òàêîé ïëîñêîñòè èìååò âèä z = h, ãäå h� íåêîòîðîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé




x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

z = h,êîòîðàÿ ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå



x2

a2
+
y2

b2
= 1− h2

c2
,

z = h .Ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà ïðè |h| > c ðåøåíèé íå èìååò (ò. å. îïðåäåëÿåò ïóñòîåìíîæåñòâî), ïðè |h| = c èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (îïðåäåëÿåò òî÷êó),à ïðè |h| < c ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìûÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ, çàäàâàåìûé óðàâíåíèÿìè




x2

(a
√

1− h2/c2)2
+

y2

(b
√

1− h2/c2)2
= 1,

z = h.Åñëè h = 0, òî ïîëóîñè ýëëèïñà èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ñ ðîñòîì
|h| îíè óìåíüøàþòñÿ, è ïðè |h| = c ýëëèïñ �ñæèìàåòñÿ� â òî÷êó.×òîáû èìåòü áîëåå ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î �îðìå ýëëèïñà, íàäî ðàñ-ñìîòðåòü ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè Oxz (ò. å. çà-äàâàåìûìè óðàâíåíèÿìè âèäà y = h) è ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè Oyz(ò. å. çàäàâàåìûìè óðàâíåíèÿìè âèäà x = h). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèìòîëüêî ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè y = 0 è x = 0. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ñå÷åíèèïîëó÷àþòñÿ ýëëèïñû:




x2

a2
+
z2

c2
= 1,

y = 0
è 



y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x = 0.
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�èñ. 8Îêîí÷àòåëüíî ïðåäñòàâëåíèå î �îðìå ýëëèïñîèäà äàåò ðèñ. 8.2. Îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûéãèïåðáîëîèäûÎïðåäåëåíèå. Îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1,ãäå a, b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì îä-íîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.Â ñå÷åíèè ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ z = h ïîëó-÷àåòñÿ ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a

√
1 +

h2

c2
è b

√
1 +

h2

c2
. Çíà÷åíèÿ ïîëóîñåéìèíèìàëüíû ïðè h = 0 è âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì |h|. Â ñå÷åíèè êîîðäèíàò-íûìè ïëîñêîñòÿìè x = 0 è y = 0 ïîëó÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ãèïåðáîëû

y2

b2
− z2

c2
= 1 è x2

a2
− z2

c2
= 1. Â öåëîì îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âûãëÿ-äèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9. Îòìåòèì åùå, ÷òî ïëîñêîñòè x = ±a è

y = ±b ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü ïî ïàðå ïðÿìûõ.
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�èñ. 9Îïðåäåëåíèå. Äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1,ãäå a, b, c > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì äâó-ïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.�àññìîòðèì ñå÷åíèÿ äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ãîðèçîíòàëüíîéêîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòüþ z = h. Ïîëó÷èòñÿ êðèâàÿ




x2

a2
+
y2

b2
= −1 +

h2

c2
,

z = h .Åñëè |h| < c, òî ýòà ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò; åñëè |h| = c, òî ñèñòåìàèìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; åñëè æå |h| > c, òî ñå÷åíèå åñòü ýëëèïñ,ïîëóîñè êîòîðîãî ðàñòóò ñ ðîñòîì |h|. Èõ ðîñò îïðåäåëÿåòñÿ ãèïåðáîëàìè



x2

a2
− z2

c2
= 1,

y = h
è 



y2

b2
− z2

c2
= 1,

x = h.
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�èñ. 10Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 10. Îò-ìåòèì åùå, ÷òî ýòà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, ÷òî îòðàæàåòñÿâ íàçâàíèè �äâóïîëîñòíûé�.3. Ýëëèïòè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèéïàðàáîëîèäûÎïðåäåëåíèå. Ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
+
y2

b2
= 2z,ãäå a, b > 0 è a > b. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåìýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.Åñëè òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýëëèïòè÷åñêîìó ïàðàáîëîèäó, òî, î÷å-âèäíî, z > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàñïîëîæåíà íàä êîîðäè-íàòíîé ïëîñêîñòüþ Oxy, èìåÿ ñ íåé òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó � íà÷àëî



398 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåêîîðäèíàò. Â ñå÷åíèè ïëîñêîñòüþ z = h ïðè h > 0 ïîÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ,ïîëóîñè êîòîðîãî ðàñòóò ñ ðîñòîì h. Ñå÷åíèå ïëîñêîñòÿìè y = h è x = häàåò ïàðàáîëû (ðèñ. 11).
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�èñ. 11Îïðåäåëåíèå. �èïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì íàçûâàåòñÿ ìíîæå-ñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ âèäà
x2

a2
− y2

b2
= 2z,ãäå a, b > 0. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåð-áîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.Ýòà ïîâåðõíîñòü íàèáîëåå ñëîæíàÿ èç ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ïà-ðàãðà�å. Ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà íåé íåñêîëüêî ïîäðîáíåå.�àññìîòðèì ñå÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè, ïà-ðàëëåëüíûìè Oxy. Ïîëó÷èì êðèâóþ




x2

a2
− y2

b2
= 2h,

z = h.Åñëè h = 0, â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, êîòî-ðûå â ïëîñêîñòè Oxy çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x
a
− y

b
= 0 è x

a
+
y

b
= 0. Ïðè

h > 0 íàøå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé, ó êîòîðîé îñü Ox ÿâëÿåòñÿ



� 51. Ïîíÿòèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå 399äåéñòâèòåëüíîé, à îñü Oy � ìíèìîé; ïðè h < 0 âîçíèêàåò ãèïåðáîëà,ó êîòîðîé îñü Ox ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé, à îñü Oy � äåéñòâèòåëüíîé (òî÷-íåå, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåò ãîâîðèòü íå î ñàìèõ îñÿõ Ox è Oy, à î èõîðòîãîíàëüíûõ ïðîåêöèÿõ íà ïëîñêîñòü z = h).
-
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�èñ. 12Ïðîâåäåì òåïåðü ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè Oxz. Ïîëó-÷èì êðèâóþ 


x2

a2
= 2z +

h2

b2
,

y = h .Åñëè h = 0, òî â ñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ïàðàáîëà âåòâÿìè ââåðõ, ò. å. âíàïðàâëåíèè îñè Oz. Ñ ðîñòîì |h| ïàðàáîëà íå èçìåíÿåòñÿ �â ðàçìåðàõ�,íî åå âåðøèíà ïîäíèìàåòñÿ âäîëü îñè Oz.Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñå÷åíèè ïëîñêîñòÿìè âèäà x =
h. Â ñå÷åíèè òîæå ïîëó÷àþòñÿ ïàðàáîëû, òîëüêî èõ âåòâè íàïðàâëåíûâíèç. Â öåëîì ïîëó÷àåòñÿ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 12.� 51. Ïîíÿòèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå1. Îïðåäåëåíèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåÎïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåèçâåñòíû-ìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz+
+ 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0,

(1)



400 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåãäå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a22, a33, a12, a13 è a23îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñóììà
a11x

2 + a22y
2 + a33z

2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yzíàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìîé ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1), ñóììà
2a1x+2a2y+2a3z � ëèíåéíîé �îðìîé ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ýòîãî óðàâíåíèÿ,à a0 � åãî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì.Îïðåäåëåíèå. Êâàäðèêîé â ïðîñòðàíñòâå (èëè ïîâåðõíîñòüþ âòî-ðîãî ïîðÿäêà) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíà-òû êîòîðûõ â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþâòîðîãî ïîðÿäêà ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè.Ïðèìåðàìè êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿþòñÿ ïîâåðõíîñòè, ðàññìîò-ðåííûå â � 49 è 50, � ýëëèïòè÷åñêèé, ãèïåðáîëè÷åñêèé è ïàðàáîëè÷åñêèéöèëèíäðû, êîíóñ, ýëëèïñîèä, îäíîïîëîñòíûé è äâóïîëîñòíûé ãèïåðáî-ëîèäû, ýëëèïòè÷åñêèé è ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèäû. Êàê ìû óâèäèìâ � 52, êðîìå ýòèõ äåâÿòè ïîâåðõíîñòåé ñóùåñòâóþò ëèøü íåñêîëüêî âû-ðîæäåííûõ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå.Óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(x, y, z) ·



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 ·



x
y
z


+ 2(a1, a2, a3) ·



x
y
z


+ a0 = 0, (2)ãäå a21 = a12, a31 = a13 è a32 = a23. Òàêóþ çàïèñü óðàâíåíèÿ êâàäðèêèìû áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ìàòðè÷íîé �îðìîé çàïèñè. Ââåäåì ñëåäóþ-ùèå îáîçíà÷åíèÿ:

A =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 , ~x = (x, y, z), ~a = (a1, a2, a3).Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëå-íîâ. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, ðàâåíñòâî (2) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå

~xA~x⊤ + 2~a~x⊤ + a0 = 0. (3)Òàêóþ çàïèñü ìû áóäåì íàçûâàòü êðàòêîé ìàòðè÷íîé �îðìîé çàïèñèóðàâíåíèÿ êâàäðèêè.Âûÿñíèì, êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëå-íîâ ïðè çàìåíå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ìàò-ðè÷íàÿ çàïèñü �îðìóë ïåðåõîäà îò ñòàðîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê íîâîé.



� 51. Ïîíÿòèå êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå 401Ïóñòü ~x = (x, y, z) è ~x′ = (x′, y′, z′) � êîîðäèíàòû äàííîé òî÷êè â ñòàðîéè íîâîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî, ~p = (p1, p2, p3) � êîîðäèíà-òû íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à T � ìàòðèöàïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà ê íîâîìó. Òîãäà �îðìóëû çàìåíû ñèñòåìûêîîðäèíàò, ò. å. �îðìóëû (6) èç � 5, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
~x⊤ = T (~x′)⊤ + ~p⊤. (4)Åñëè â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (3), òîåå óðàâíåíèå â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëó÷èòñÿ, åñëè â (3) çàìåíèòü

~x ïî �îðìóëå (4). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
~x=(~x⊤)⊤=(T (~x′)⊤+~p⊤)⊤=(T (~x′)⊤)⊤+(~p⊤)⊤=(bigl(~x′)⊤)⊤T⊤+~p=~x′T⊤+~p,èìååì

(~x′T⊤ + ~p)A(T (~x′)⊤ + ~p⊤) + 2~a(T (~x′)⊤ + ~p⊤) + a0 = 0. (5)Èç óðàâíåíèÿ (5) âûòåêàåò, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êâàäðàòè÷íàÿ�îðìà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ èìååò ìàòðèöó T⊤AT .Ïî îïðåäåëåíèþ êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå îíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåìâòîðîãî ïîðÿäêà â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îêàçûâàåòñÿ, ñïðàâåä-ëèâî ñëåäóþùåå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.Òåîðåìà 1. Ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðèêà â ïðîñòðàíñòâå â ëþáîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñòðåìÿ íåèçâåñòíûìè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàí-ñòâå â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (3). Â íîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê áóäåò ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîìóðàâíåíèÿ (5), ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû êîòîðîãî ðàâíà T⊤AT . Èç�îðìóë çàìåíû ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò, ÷òî îíèíå ìîãóò ïîâûñèòü ñòåïåíü óðàâíåíèÿ, è ïîòîìó â íîâîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò íàøå ìíîæåñòâî òî÷åê çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî èëè âòîðîãîïîðÿäêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû â íîâîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò � íóëåâàÿ. Èòàê, T⊤AT = O. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 2 èç � 28, ñâîéñòâî9 èç � 13 è òåîðåìó èç � 31, ïîëó÷àåì, ÷òî ìàòðèöû T è T⊤ îáðàòèìû.Ñëåäîâàòåëüíî,
A = (T⊤)−1(T⊤AT )T−1 = (T⊤)−1 · O · T−1 = O.Íî ðàâåíñòâî A = O ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïî-ðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, T⊤AT 6= O. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.



402 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå2. Óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ êâàäðèêèÓðàâíåíèå (1) ñîäåðæèò äåñÿòü êîý��èöèåíòîâ. Ïîýòîìó àíàëèçèðî-âàòü ýòî óðàâíåíèå è îïðåäåëÿòü âèä çàäàííîé èì ïîâåðõíîñòè êðàéíåçàòðóäíèòåëüíî. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü ñèñòåìó êî-îðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå òîé æå ïîâåðõíîñòè áóäåò âûãëÿäåòü íà-ìíîãî ïðîùå.Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîé êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïðÿ-ìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýòîéêâàäðèêè íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ íåèçâåñò-íûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (O; ~b1,~b2,~b3) � èñõîäíàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿäåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò âèä(3). Â ÷àñòíîñòè, A � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëåíîâýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïóñòü A = (aij). ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå êâàäðèêè íåñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ íåèçâåñòíûõ òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà. Íàäî íàéòè íîâóþ ïðÿìî-óãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé ìàòðèöà T⊤AT áûëàáû äèàãîíàëüíîé (çäåñü, êàê îáû÷íî, T � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ñòàðîãîáàçèñà ê íîâîìó).�àññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð ~y = A(~x), çàäàâàåìûé â áàçèñå
(~b1,~b2,~b3) ìàòðèöåé A = (aij). Ïîñêîëüêó ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà,îïåðàòîð ~y = A(~x) òàêæå áóäåò ñèììåòðè÷åñêèì (ñì. òåîðåìó 1 â � 41).Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (~c1,~c2,~c3), ñîñòàâ-ëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà ~y = A(~x) (ñì. çàìå÷àíèå íàñ. 346).Óáåäèìñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîé íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíîâçÿòü ñèñòåìó (O; ~c1,~c2,~c3). Ïóñòü âåêòîðû ~c1,~c2 è ~c3 èìåþò â ñòàðîì áà-çèñå êîîðäèíàòû (c11, c12, c13), (c21, c22, c23) è (c31, c32, c33) ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà

T =



c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33


 .Ïîñêîëüêó ~c1,~c2 è ~c3 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà ~y = A(~x), ñó-ùåñòâóþò ÷èñëà t1, t2 è t3 òàêèå, ÷òî A(~c1) = t1~c1, A(~c2) = t2~c2 è

A(~c3) = t3~c3.
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y1 = a11x1 + a12x2 + a13x3,
y2 = a21x1 + a22x2 + a23x3,
y3 = a31x1 + a32x2 + a33x3.Åñëè â ýòè ðàâåíñòâà âìåñòî x1, x2, x3 ïîäñòàâèòü, íàïðèìåð, c11, c12, c13,òî ïîëó÷èì y1 = t1c11, y2 = t1c12, y3 = t1c13, ïîñêîëüêó ~c1 � ñîáñòâåííûéâåêòîð íàøåãî îïåðàòîðà, îòíîñÿùèéñÿ ê ñîáñòâåííîìó ÷èñëó t1. Àíà-ëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àòñÿ ïðè ïîñòàíîâêå â óêàçàííûå ðàâåíñòâàêîîðäèíàò âåêòîðîâ ~c2 è ~c3. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èìååì

AT =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 ·



c11 c21 c31
c12 c22 c32
c13 c23 c33


 =



t1c11 t2c21 t3c31
t1c12 t2c22 t3c32
t1c13 t2c23 t3c33


 .Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðû ~c1,~c2 è ~c3 ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû è èìåþò åäè-íè÷íóþ äëèíó, èìååì

T⊤AT =



c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33


 ·



t1c11 t2c21 t3c31
t1c12 t2c22 t3c32
t1c13 t2c23 t3c33


 =



t1 0 0
0 t2 0
0 0 t3


 .Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Äëÿ âñÿêîé êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïðÿ-ìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå ýòîéêâàäðèêè èìååò îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ âèäîâ:

Ax2 +By2 + Cz2 +D = 0, ãäå A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0; (6)
Ex2 + Fy2 + 2Gz +H = 0, ãäå E 6= 0, F 6= 0; (7)
Ky2 + 2Lx+M = 0, ãäå K 6= 0. (8)Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåì 1 è 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèåêâàäðèêè èìååò âèä
a11x

2 + a22y
2 + a33z

2 + 2a1x+ 2a2y + 2a3z + a0 = 0, (9)ãäå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ a11, a22 è a33 îòëè÷åí îò íó-ëÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a11 6= 0. Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî x. Ïîëó÷èìðàâåíñòâî
a11 ·

(
x+

a1
a11

)2

+ a22y
2 + a33z

2 + 2a2y + 2a3z + a′0 = 0,
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a21
a11

. Ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ




x′ = x +
a1
a11

,

y′ = y ,
z′ = z(ãåîìåòðè÷åñêè åé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè Ox), ìû ïîëó÷èì óðàâ-íåíèå

a11(x
′)2 + a22(y

′)2 + a33(z
′)2 + 2a2y

′ + 2a3z
′ + a′0 = 0,íå ñîäåðæàùåå ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî x. Àíàëîãè÷íî, åñëè a22 6= 0, òîñäâèãîì âäîëü îñè Oy ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî y,à åñëè a33 6= 0, òî ñäâèãîì âäîëü îñè Oz ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëèíåéíîãîñëàãàåìîãî ïî z. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè(9) îòëè÷åí îò íóëÿ êîý��èöèåíò ïðè êâàäðàòå íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé,òî â íåì íåò ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî ïî òîé æå íåèçâåñòíîé. Åñëè â (9)âñå òðè êîý��èöèåíòà ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ îòëè÷íû îò 0, òî ìûïðèøëè ê óðàâíåíèþ âèäà (6). Åñëè â (9) îòëè÷íû îò 0 ðîâíî äâà êî-ý��èöèåíòà ïðè êâàäðàòàõ íåèçâåñòíûõ, òî, ñäåëàâ ïðè íåîáõîäèìîñòèñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó íåèçâåñòíûõ, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå âèäà (7).Ïðåäïîëîæèì, íàêîíåö, ÷òî â (9) îòëè÷åí îò 0 ðîâíî îäèí êîý��èöèåíòïðè êâàäðàòå íåèçâåñòíîé. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòèì êîý��èöèåíòîì ÿâ-ëÿåòñÿ a22 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíóíåèçâåñòíûõ). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò âèä

a22y
2 + 2a1x+ 2a3z + a0 = 0, (10)ãäå a22 6= 0. Åñëè a3 = 0, ìû ïðèøëè ê óðàâíåíèþ âèäà (8). Åñëè a1 = 0,òî ìû ïðèäåì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó, �ïåðåèìåíîâàâ� x â z, à z â x. Ïóñòü,íàêîíåö, a1 6= 0 è a3 6= 0. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó íåèçâåñòíûõ:




x = x′ cosα − z′ sinα,
y = y′ ,
z = x′ sinα + z′ cosα.

(11)Êàê ïîêàçûâàþò �îðìóëû (9) èç � 5, ýòà çàìåíà ñîîòâåòñòâóåò ïîâîðîòóíà óãîë α âîêðóã îñè Oy. Ïîäñòàâèâ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (11) âìåñòî x,
y è z â (10) è ïðîâåäÿ íåîáõîäèìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
a22(y

′)2 + 2(a1 cosα+ a3 sinα)y
′ + 2(−a1 sinα+ a3 cosα)z

′ + a0 = 0,



� 52. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå 405ãäå ïî-ïðåæíåìó a22 6= 0. Âûáðàâ â êà÷åñòâå α ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
−a1 sinα+a3 cosα = 0 (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ctgα =

a1
a3
), ìû ïîëó÷èìóðàâíåíèå âèäà (8). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.� 52. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèêâ ïðîñòðàíñòâåÖåëüþ ýòîãî ïàðàãðà�à ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-ìû.Òåîðåìà. Âñÿêàÿ êâàäðèêà â ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ èëè öèëèí-äðîì (ýëëèïòè÷åñêèì, ãèïåðáîëè÷åñêèì èëè ïàðàáîëè÷åñêèì), èëè êî-íóñîì, èëè ýëëèïñîèäîì, èëè ãèïåðáîëîèäîì (îäíîïîëîñòíûì èëè äâó-ïîëîñòíûì), èëè ïàðàáîëîèäîì (ýëëèïòè÷åñêèì èëè ãèïåðáîëè÷åñêèì),èëè ïàðîé ïëîñêîñòåé (ïåðåñåêàþùèõñÿ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ñîâïàâøèõ ),èëè ïðÿìîé, èëè òî÷êîé, èëè ïóñòûì ìíîæåñòâîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 3 èç � 51 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîêâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì îäíîãî èç âèäîâ:

Ax2 +By2 +Cz2 +D = 0, ãäå A 6= 0, B 6= 0, C 6= 0; (1)
Ex2 + Fy2 + 2Gz +H = 0, ãäå E 6= 0, F 6= 0; (2)
Ky2 + 2Lx+M = 0, ãäå K 6= 0. (3)Ïîýòîìó äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ åñòåñòâåííî ðàñïàäàþòñÿ íà òðè ñëó-÷àÿ.Ñëó÷àé 1: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (1). Çäåñü âîçìîæíûäâà ïîäñëó÷àÿ.Ïîäñëó÷àé 1.1:D 6= 0. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå

x2

−D/A +
y2

−D/B +
z2

−D/C = 1. (4)Åñëè ÷èñëà −D
A
, −D

B
è −D

C
ïîëîæèòåëüíû, òî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

a =

√
−D
A
, b =√−D

B
, c =√−D

C
, ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåýëëèïñîèäà.



406 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè ÷èñåë −D
A
, −D

B
è −D

C
åñòü äâà ïî-ëîæèòåëüíûõ è îäíî îòðèöàòåëüíîå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî −D

A
> 0, −D

B
> 0 è −D

C
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëå-äóåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ îáî-çíà÷åíèÿ a =

√
−D
A
, b =

√
−D
B
, c =

√
D

C
, ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîåóðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà.Ïóñòü òåïåðü ñðåäè ÷èñåë −D

A
, −D

B
è −D

C
åñòü îäíî ïîëîæèòåëüíîåè äâà îòðèöàòåëüíûõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî −D
A
< 0, −D

B
< 0 è −D

C
> 0(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê è ðàíåå, ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîìïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
D

A
, b =

√
D

B
,

c =

√
−D
C
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

−x
2

a2
− y2

b2
+
z2

c2
= 1.Óìíîæèâ åãî íà −1, ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå äâóïîëîñòíîãîãèïåðáîëîèäà.Íàêîíåö, åñëè ÷èñëà −D

A
, −D

B
è −D

C
îòðèöàòåëüíû, òî óðàâíåíèå(4) íå èìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿïóñòîå ìíîæåñòâî.Ïîäñëó÷àé 1.2:D = 0. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå

x2

1/A
+

y2

1/B
+

z2

1/C
= 0. (5)Åñëè ÷èñëà 1

A
, 1

B
è 1

C
èìåþò îäèí è òîò æå çíàê, òî óðàâíåíèå(5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = 0, y = 0, z = 0, è ïîòîìó åãîãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (à èìåííî íà÷àëî êîîðäèíàò).Ïóñòü òåïåðü ñðåäè ÷èñåë 1

A
, 1

B
è 1

C
åñòü õîòÿ áû îäíî ïîëîæèòåëü-íîå è õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå. Óìíîæèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, óðàâíå-íèå (5) íà −1, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ñðåäè ýòèõ ÷èñåë áûëî äâàïîëîæèòåëüíûõ è îäíî îòðèöàòåëüíîå. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

1

A
> 0, 1

B
> 0 è 1

C
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, êàê îáû÷íî, ñëåäóåò ñîîò-âåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåèìåíîâàòü íåèçâåñòíûå). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ
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a =

√
1

A
, b =

√
1

B
, c =

√
− 1

C
, ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèåêîíóñà.Ñëó÷àé 2: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (2). Çäåñü âîçìîæíûòðè ïîäñëó÷àÿ.Ïîäñëó÷àé 2.1: G 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæ-íî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (2) â âèäå

Ex2 + Fy2 = −2Gz −H = −2G

(
z +

H

2G

)
.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ





x′ = x ,
y′ = y ,

z′ = z +
H

2G
,êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè Oz. Óðàâíåíèå êâàäðèêè â íîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä E(x′)2 + F (y′)2 = −2Gz′ èëè

(x′)2

−G/E +
(y′)2

−G/F = 2z′. (6)Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà −G
E
è −G

F
èìåþò îäèíàêîâûé çíàê.Åñëè îáà ýòèõ ÷èñëà îòðèöàòåëüíû, òî, óìíîæèâ óðàâíåíèå (6) íà −1, àçàòåì ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ x′′ = x′, y′′ = y′, z′′ = −z′, ìû ïðèäåì êóðàâíåíèþ òîãî æå âèäà, â êîòîðîì −G

E
> 0 è −G

F
> 0. Ïîýòîìó ìîæíîñðàçó ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíû äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà. Ìîæíî ñ÷è-òàòü òàêæå, ÷òî −G

E
> −G

F
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåèìåíîâàòü

x′ â y′, à y′ â x′). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
−G
E
, b =√−G

F
, ìû ïîëó÷èìêàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà −G

E
è −G

F
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ìîæíî ñ÷è-òàòü, ÷òî −G

E
> 0 è −G

F
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü çàìåíóíåèçâåñòíûõ x′′ = y′, y′′ = x′, z′′ = z′). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
−G
E
,
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b =

√
G

F
, ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðà-áîëîèäà.Ïîäñëó÷àé 2.2: G = 0, H 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå

x2

−H/E +
y2

−H/F = 1. (7)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëà −H
E

è −H
F

ïîëîæèòåëüíû. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî −H
E

> −H
F

(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåèçâåñòíûõ
x′ = y, y′ = x, z′ = z). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
−H
E
, b =

√
−H
F
, ìûïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî öèëèíäðà.Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà −H

E
è −H

F
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî −H

E
> 0 è −H

F
< 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ñäåëàòü çàìåíó íåèç-âåñòíûõ x′ = y, y′ = x, z′ = z). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
−H
E
, b =√H

F
,ìû ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà.Íàêîíåö, åñëè ÷èñëà −H

E
è −H

F
îòðèöàòåëüíû, òî óðàâíåíèå (7) íåèìååò ðåøåíèé, è ïîòîìó åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîåìíîæåñòâî.Ïîäñëó÷àé 2.3: G = H = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå

x2

1/E
+

y2

1/F
= 0. (8)Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëà 1

E
è 1

F
èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè.ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (8) ÿâëÿþòñÿ òðîéêè ÷è-ñåë âèäà (0, 0, z) (ãäå z � ëþáîå ÷èñëî) è òîëüêî îíè. Ñëåäîâàòåëüíî,ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ (à èìåííîîñü Oz).Ïóñòü òåïåðü ÷èñëà 1

E
è 1

F
èìåþò ðàçíûå çíàêè. Óìíîæèâ, åñëèïîòðåáóåòñÿ, íàøå óðàâíåíèå íà −1, ìîæíî ïðèéòè ê ñèòóàöèè, êîãäà

1

E
> 0 è 1

F
< 0. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ a =

√
1

E
, b =

√
− 1

F
, ìû ïîëó÷èì



� 52. Êëàññè�èêàöèÿ êâàäðèê â ïðîñòðàíñòâå 409óðàâíåíèå x2
a2

− y2

b2
= 0 èëè

(x
a
+
y

b

)(x
a
− y

b

)
= 0.�åîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüïëîñêîñòåé x

a
+
y

b
= 0 è x

a
− y

b
= 0. Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìàëüíûå âåêòî-ðû ýòèõ ïëîñêîñòåé, ò. å. âåêòîðû ~n1 =

(
1

a
,
1

b
, 0

) è ~n2 =

(
1

a
,−1

b
, 0

), íåêîëëèíåàðíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. òåîðåìó3 â � 8). Èòàê, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êâàäðèêà åñòü ïàðà ïåðåñåêà-þùèõñÿ ïëîñêîñòåé.Ñëó÷àé 3: êâàäðèêà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì âèäà (3). Çäåñü âîçìîæíûäâà ïîäñëó÷àÿ.Ïîäñëó÷àé 3.1: L 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êâàäðèêè ìîæ-íî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåìóðàâíåíèå (3) â âèäå
y2 = −2L

K
x− M

K
= −2L

K

(
x+

M

2L

)
.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ





x′ = x +
M

2L
,

y′ = y ,
z′ = z ,êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñäâèã âäîëü îñè Ox. Óðàâíåíèå êâàäðèêè â íîâîéñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä (y′)2 = −2L

K
x′. Ïîëàãàÿ p = − L

K
,ïîëó÷èì óðàâíåíèå (y′)2 = 2px′. Åñëè p > 0, îíî ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèìóðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Åñëè æå p < 0, òî ìû ïðèäåì êòîìó æå ðåçóëüòàòó ïîñëå çàìåíû íåèçâåñòíûõ x′′ = −x′, y′′ = y′, z′′ = z′.Ïîäñëó÷àé 3.2: L = 0. Óðàâíåíèå (3) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåïè-ñàòü â âèäå

y2 = −M
K
. (9)Åñëè −M

K
> 0, òî, ïîëàãàÿ a =

√
−M
K
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y2 = a2, ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðà ïàðàëëåëüíûõïëîñêîñòåé y = a è y = −a.



410 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåÅñëè −M
K

= 0, òî óðàâíåíèå (9), î÷åâèäíî, ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
y = 0, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü Oxz. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâî-ðèòü, ÷òî êâàäðèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó ñîâïàâøèõ ïëîñêîñòåé.Íàêîíåö, åñëè −M

K
< 0, òî óðàâíåíèå (9) íå èìååò ðåøåíèé è ïîòîìóåãî ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî.Òåîðåìà äîêàçàíà.� 53. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèåÎïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ íà ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåòñÿ ïðÿ-ìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé ýòîé ïîâåðõíîñòè.Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïî îïðåäåëåíèþ èìåþò öèëèíäðè÷åñêèåè êîíè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Â � 50 îòìå÷àëîñü, ÷òî ïðÿìîëèíåéíûå îáðà-çóþùèå åñòü ó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáî-ëîèäà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî äðóãèå �íåâûðîæäåííûå� êâàäðèêè â ïðîñòðàí-ñòâå (ò. å. ýëëèïñîèä, äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä è ýëëèïòè÷åñêèé ïàðà-áîëîèä) ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ íå èìåþò. Â ýòîì ïàðàãðà�å ìûóêàæåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíî-ãî ãèïåðáîëîèäà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, à òàêæå ñïîñîáû èõíàõîæäåíèÿ.Îäèí èç ñïîñîáîâ ñâÿçàí ñ ïðåîáðàçîâàíèåì êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèéêâàäðèê.�àññìîòðèì óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1.Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2
èëè

(x
a
− z

c

)(x
a
+
z

c

)
=
(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
. (1)Ñîñòàâèì äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





t
(x
a
− z

c

)
= s

(
1− y

b

)
,

s
(x
a
+
z

c

)
= t
(
1 +

y

b

) è 



t
(x
a
− z

c

)
= s

(
1 +

y

b

)
,

s
(x
a
+
z

c

)
= t
(
1− y

b

)
,

(2)



� 53. Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå 411ãäå t è s � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ. Åñëè ïî÷ëåííî ïåðå-ìíîæèòü óðàâíåíèÿ â êàæäîé èç ñèñòåì (2), òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ts èäëÿ ïåðâîé, è äëÿ âòîðîé ñèñòåìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (1). Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû ñèñòåì (2) ëåæàò íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåð-áîëîèäå.�àññìîòðèì áîëåå âíèìàòåëüíî ïåðâóþ ñèñòåìó. Óðàâíåíèÿ ýòîé ñè-ñòåìû ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, è ïîòîìó îïðåäåëÿþòïëîñêîñòè. Íîðìàëüíûå âåêòîðû ýòèõ ïëîñêîñòåé ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî(
t

a
,
s

b
,− t

c

) è (s
a
,− t

b
,
s

c

). Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòè âåêòîðû íå êîëëè-íåàðíû, à çíà÷èò, ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ (ñì. òåîðåìó 3 â � 8). Ñëåäîâà-òåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ñèñòåìû � ïðÿìàÿ, öåëèêîì ëåæàùàÿ íàãèïåðáîëîèäå, ò. å. ïðÿìîëèíåéíàÿ îáðàçóþùàÿ. Òåì æå ñïîñîáîì ìîæíîïðîâåðèòü, ÷òî è âòîðàÿ èç ñèñòåì (2) çàäàåò ïðÿìîëèíåéíóþ îáðàçóþ-ùóþ.Ìåíÿÿ ïàðàìåòðû t è s, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ïðÿìîëèíåé-íûå îáðàçóþùèå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç ñèñòåì (2) çàäàåò áåñêîíå÷-íîå ñåìåéñòâî ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ. Îòìåòèì áåç äîêàçàòåëüñòâàíåñêîëüêî ñâîéñòâ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåð-áîëîèäà.Òåîðåìà 1. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïðî-õîäèò ðîâíî äâå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ (ïî îäíîé èç êàæäîãî ñå-ìåéñòâà). Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç îäíîãî ñåìåéñòâàëèáî ñêðåùèâàþòñÿ, ëèáî ïàðàëëåëüíû. Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îá-ðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ.�àññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü ãèïåðáîëîèä çàäàí óðàâíåíèåì
x2 + y2 − z2 = 1.Íàéäåì åãî ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M0 ñêîîðäèíàòàìè (5,5,7). Ñèñòåìû (2) äëÿ ýòîãî ãèïåðáîëîèäà èìåþò âèä

{
t1(x + z) = s1(1 + y),
s1(x − z) = t1(1 − y)

è {
t2(x + z) = s2(1 − y),
s2(x − z) = t2(1 + y).Ïîñêîëüêó îáå ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó M0, ïàðàìåòðû t1, s1,

t2, s2 ìîæíî íàéòè, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû M0 â óðàâíåíèÿ. Èìååì
{

12t1 = 6s1,
−2s1 = −4t1

è {
12t2 = −4s2,
−2s2 = 6t2.



412 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåÎòñþäà s1 = 2t1 è s2 = −3t2, à òàê êàê íàì ïîäîéäóò ëþáûå çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì ðàâåíñòâàì, ìû ìîæåì ïîëîæèòü
t1 = t2 = 1, s1 = 2, s2 = −3. Èòàê, èñêîìûå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèåçàäàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè

{
x − 2y + z = 2,

2x + y − 2z = 1
è {

x − 3y + z = −3,
3x + y − 3z = −1.

(3)Íà òîì æå ïðèìåðå ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïðÿìî-ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ. Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿ-ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M0(5, 5, 7), èìåþò âèä



x = 5 + kt,
y = 5 + ℓt,
z = 7 + mt,

(4)ãäå ~a = (k, ℓ,m) � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ýòîé ïðÿìîé. Ïðàâûå ÷àñòèýòèõ óðàâíåíèé ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå ãèïåðáîëîèäà. Ïîñëå ïðåîáðàçî-âàíèé ïîëó÷èì
(k2 + ℓ2 −m2)t2 + (10k + 10ℓ− 14m)t = 0.Ïîñêîëüêó ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t(ïðè ëþáîì t ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà ïðÿìîé ëåæèò íà ãèïåðáîëîèäå),òî {

k2 + ℓ2 − m2 = 0,
10k + 10ℓ − 14m = 0.Åñëè m = 0, òî k = ℓ = 0, ÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê ~a 6= ~0. Ñëåäîâàòåëü-íî, m 6= 0. Ïîñêîëüêó äëèíà íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà íåñóùåñòâåííà, mìîæíî ïðèäàòü ëþáîå (íåíóëåâîå) çíà÷åíèå. Ïîëàãàÿ m = 5, ïîëó÷èìñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî k è ℓ:
{
k2 + ℓ2 = 25,
k + ℓ = 7.Îíà èìååò äâà ðåøåíèÿ: (3,4) è (4,3). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ äâåïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M0(5, 5, 7). Ýòèîáðàçóþùèå èìåþò íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ~a1 = (3, 4, 5) è ~a2 = (4, 3, 5)è çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîé è âòîðîé ñèñòåìàìè (3).Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ìîãóòáûòü íàéäåíû ñõîäíûì îáðàçîì. Ïóñòü ïàðàáîëîèä çàäàí óðàâíåíèåì
x2

a2
− y2

b2
= 2z.



� 54. Çàäà÷è 413Òîãäà ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ìîãóò áûòü çàäàíû ñèñòåìàìè óðà-âíåíèé 



t
(x
a
− y

b

)
= sz,

s
(x
a
+
y

b

)
=2t

è 



t
(x
a
− y

b

)
=2s,

s
(x
a
+
y

b

)
= tz.Òàêèì îáðàçîì, ìû âíîâü èìååì äâà ñåìåéñòâà îáðàçóþùèõ. Äëÿ íèõñïðàâåäëèâû âñå ñâîéñòâà, âûïîëíÿþùèåñÿ äëÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçó-þùèõ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà. Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþ-ùèé àíàëîã òåîðåìû 1.Òåîðåìà 2. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäàïðîõîäèò ðîâíî äâå ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ (ïî îäíîé èç êàæäî-ãî ñåìåéñòâà). Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå èç îäíîãî ñåìåé-ñòâà ëèáî ñêðåùèâàþòñÿ, ëèáî ïàðàëëåëüíû. Ëþáûå äâå ïðÿìîëèíåéíûåîáðàçóþùèå èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ.� 54. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) çàäà÷è î ðàñïîçíàâàíèè êâàäðèêè èëè î ïðèâåäåíèè êâàäðèêè êêàíîíè÷åñêîìó âèäó;2) çàäà÷è î ñå÷åíèÿõ êâàäðèêè ïëîñêîñòüþ;3) çàäà÷è î íàõîæäåíèè óðàâíåíèé ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ òðåòüåãî òèïà ðàññìîòðåíû â � 53. Ïîýòîìóçäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ çàäà÷àìè ïåðâûõ äâóõ òèïîâ.Íà÷íåì ñ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà. Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðèêè âïðîñòðàíñòâå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó èçëîæåí â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 2è 3 â � 51 è òåîðåìû â � 52. Ïðîèëëþñòðèðóåì åãî íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòü âèä êâàäðèêè

4x2 + 4y2 − 8z2 − 10xy + 4xz + 4yz − 16x− 16y + 10z − 2 = 0 (1)è íàéòè åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå.�åøåíèå. �åøåíèå çàäà÷è ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ýòàïà. Ïåðâûé ñî-ñòîèò â íàõîæäåíèè ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â



414 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåêîòîðîé óðàâíåíèå èñõîäíîé êâàäðèêè íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ ïðîèç-âåäåíèåì ðàçëè÷íûõ íåèçâåñòíûõ. Òàêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñóùåñòâóåòâ ñèëó òåîðåìû 2 èç � 51, à àëãîðèòì åå íàõîæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â äîêà-çàòåëüñòâå òîé æå òåîðåìû.Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé �îðìû ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ (1) èìååòâèä
A =




4 −5 2
−5 4 2
2 2 −8


 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç (O; ~b1,~b2,~b3) èñõîäíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñè-ñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé óðàâíåíèå êâàäðèêè èìååò âèä (1), à ÷åðåç

A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, çàäàííûé â áàçèñå (~b1,~b2,~b3) ìàòðèöåé A. Âñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 2 èç � 51 èñêîìàÿ ñèñòåìà êî-îðäèíàò èìååò âèä (O; ~d1, ~d2, ~d3), ãäå (~d1, ~d2, ~d3) � îðòîíîðìèðîâàííûéáàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A. Ýòîò áàçèñ èíàäî íàéòè. Â ñèëó òåîðåìû 1 èç � 41 îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè-÷åñêèì. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà, ñîñòîÿùåãîèç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà, èçëîæåí â êîíöå� 41. Âêðàòöå íàïîìíèì, â ÷åì îí ñîñòîèò: ñíà÷àëà èùåòñÿ êàêîé-íèáóäüáàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà, çàòåì ïðîèçâîäèò-ñÿ ïåðåõîä îò íåãî ê îðòîãîíàëüíîìó áàçèñó ñ òåì æå ñâîéñòâîì, ïîñëå÷åãî âåêòîðû ïîñëåäíåãî áàçèñà íîðìèðóþòñÿ.�åàëèçóåì ýòîò ïëàí â íàøåé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Ñíà÷àëà íàéäåìñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A, ò. å. êîðíè óðàâíåíèÿ
∣∣∣∣∣∣

4− t −5 2
−5 4− t 2
2 2 −8− t

∣∣∣∣∣∣
= 0.Âû÷èñëÿÿ îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó-÷àåì, ÷òî −t3 + 81t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàø îïåðàòîð èìååò òðè ðàç-ëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ: t1 = 0, t2 = 9 è t3 = −9. Äåéñòâóÿ âñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, èçëîæåííûì â � 34, íàõîäèì, ÷òî ê êàæäî-ìó èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé t1, t2 è t3 îòíîñèòñÿ òîëüêî îäèí ëèíåéíîíåçàâèñèìûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, à èìåííî: ê t1 � âåêòîð ~c1 = (2, 2, 1),ê t2 � âåêòîð ~c2 = (1,−1, 0), à ê t3 � âåêòîð ~c3 = (1, 1,−4). Â ñèëó òåîðå-ìû èç � 34 íàáîð âåêòîðîâ ~c1,~c2,~c3 ëèíåéíî íåçàâèñèì. Ïîñêîëüêó â ýòîìíàáîðå òðè âåêòîðà, îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà. Áîëåå òîãî, òåî-ðåìà 2 èç � 41 ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîò áàçèñ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì (âýòîì, âïðî÷åì, ëåãêî óáåäèòüñÿ è íåïîñðåäñòâåííî). Íîðìèðóÿ âåêòîðû
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~c1, ~c2 è ~c3, íàõîäèì èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Îí ñîñòîèò èçâåêòîðîâ

~d1 =

(
2

3
,
2

3
,
1

3

)
, ~d2 =

(
1√
2
,− 1√

2
, 0

) è ~d3 =

(
1

3
√
2
,

1

3
√
2
,− 4

3
√
2

)
.Èòàê, â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~d1, ~d2, ~d3) óðàâíåíèå èñõîäíîé êâàä-ðèêè íå ñîäåðæèò ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâåäåíèåì ðàçëè÷íûõ íåèçâåñòíûõ.Âòîðîé ýòàï ðåøåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ñèëó�îðìóë (6) èç � 5 �îðìóëû ïåðåõîäà îò ñèñòåìû êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2,~b3)ê ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~d1, ~d2, ~d3) èìåþò âèä





x =
2

3
x′ +

1√
2
y′ +

1

3
√
2
z′,

y =
2

3
x′ − 1√

2
y′ +

1

3
√
2
z′,

z =
1

3
x′ − 4

3
√
2
z′,ãäå (x, y, z) è (x′, y′, z′) � ñòàðûå è íîâûå êîîðäèíàòû îäíîé è òîé æåòî÷êè ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå êâàäðè-êè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íàäî ïîäñòàâèòü ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõðàâåíñòâ âìåñòî x, y è z â óðàâíåíèå (1) è ïðîèçâåñòè íåîáõîäèìûå óïðî-ùåíèÿ. Ýòó ðàáîòó ìîæíî ñîêðàòèòü. Â ñàìîì äåëå, êàê âèäíî èç äîêàçà-òåëüñòâà òåîðåìû 2 èç � 51, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ïîñëåïîäñòàíîâêè äîëæíà èìåòü âèä t1(x′)2 + t2(y

′)2 + t3(z
′)2. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ïîäñòàíîâêó ìîæíî äåëàòü òîëüêî â ëèíåéíóþ �îðìó ìëàäøèõ ÷ëå-íîâ óðàâíåíèÿ (1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå íàøåé êâàäðèêèâ ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~d1, ~d2, ~d3):

9(y′)2 − 9(z′)2 − 18x′ − 24√
2
z′ − 2 = 0. (2)Òðåòèé è ïîñëåäíèé ýòàï ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâà-íèè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäóþùåé çàìåíû íåèç-âåñòíûõ, ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó ñèñòåìû êîîðäèíàò.Ïðåæäå âñåãî âûäåëèì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2) ïîëíûé êâàäðàò ïîíåèçâåñòíîé z′. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

9(y′)2 − 9

(
z′ +

4

3
√
2

)2

− 18x+ 6 = 0,



416 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåêîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
(y′)2 −

(
z′ +

4

3
√
2

)2

= 2

(
x− 1

3

)
.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ





x′′ = x′ − 1

3
,

y′′ = y′ ,

z′′ = z′ +
4

3
√
2
.�åîìåòðè÷åñêè ýòîé çàìåíå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòå-ìû êîîðäèíàò â òî÷êó P , êîòîðàÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~d1, ~d2, ~d3) èìå-åò êîîðäèíàòû (1

3
, 0,− 4

3
√
2

). Óðàâíåíèå êâàäðèêè â ñèñòåìå êîîðäèíàò
(P ; ~d1, ~d2, ~d3) èìååò âèä (y′′)2 − (z′′)2 = 2x′′. Ñäåëàâ çàìåíó íåèçâåñòíûõ
x′′′ = y′′, y′′′ = z′′, z′′′ = x′′, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå (x′′′)2 − (y′′′)2 = 2z′′′,êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáî-ëîèäà.Îòâåò: ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, x2 − y2 = 2z.Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà âîçìîæíà ñèòóàöèÿ,êîãäà ëèíåéíûé îïåðàòîð èìååò ëèøü äâà ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèÿ, ê îäíîìó èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå ê ýòèì äâóì âåêòîðàì ñëåäóåò ïðèìåíèòüïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà. Åùå îäíà îñîáåííîñòü ìîæåòâîçíèêíóòü íà òðåòüåì ýòàïå ðåøåíèÿ: â óðàâíåíèè, íàéäåííîì íà âòî-ðîì ýòàïå, êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ìîæåò ñîäåðæàòü òîëü-êî îäíî ñëàãàåìîå ñ êâàäðàòîì êàêîé-íèáóäü íåèçâåñòíîé, à ëèíåéíàÿ�îðìà ìëàäøèõ ÷ëåíîâ � ñëàãàåìûå ñ ïåðâûìè ñòåïåíÿìè äâóõ äðó-ãèõ íåèçâåñòíûõ. Äåéñòâèÿ, êîòîðûå íóæíî ïðåäïðèíÿòü â ýòîì ñëó÷àå,óêàçàíû â êîíöå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 â � 51.Ïðèâåäåì òåïåðü ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è âòîðîãî òèïà.Çàäà÷à 2. Äîêàçàòü, ÷òî êâàäðèêà x2−y2−2z+4

√
3 = 0 è ïëîñêîñòü

x−y+z = 0 ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãèïåðáîëå, è íàéòè ïîëóîñè ýòîé ãèïåðáîëû.�åøåíèå. Ââåäåì â ïëîñêîñòè x − y + z = 0 ïðÿìîóãîëüíóþ äå-êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Â êà÷åñòâå íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò âîçü-ìåì òî÷êó O(0, 0, 0), êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò íàøåé ïëîñêî-



� 54. Çàäà÷è 417ñòè. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ íàäî âçÿòü äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåê-òîðà, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, âåêòîðû
~a1 = (1, 1, 0) è ~a2 = (−1, 0, 1) (ñì. çàìå÷àíèå ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1â � 8). Ýòè âåêòîðû íå îðòîãîíàëüíû è èõ äëèíû íå ðàâíû 1. ×òîáû ïî-ëó÷èòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íàøåé ïëîñêîñòè, ïðèìåíèì ê âåêòî-ðàì ~a1, ~a2 ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà (ñì. äîêàçàòåëüñòâîòåîðåìû 3 â � 39). Ïîëó÷èì âåêòîðû (1,1,0) è (−1

2
,
1

2
, 1

). Íîðìèðóÿ ýòèâåêòîðû, ïîëó÷èì âåêòîðû ~b1 =

(
1√
2
,
1√
2
, 0

) è ~b2 =

(
− 1√

6
,
1√
6
,
2√
6

).Ìû ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2)â íàøåé ïëîñêîñòè. Çàïèøåì ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè
x − y + z = 0, âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè òî÷êó O, à â êà÷åñòâåíàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ � âåêòîðû ~b1 è ~b2:





x =
1√
2
u − 1√

6
v,

y =
1√
2
u +

1√
6
v,

z =
2√
6
v.Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé âìåñòî x, y è z â óðàâíåíèåêâàäðèêè, ïîñëå î÷åâèäíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ëèíèèïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèêè è ïëîñêîñòè â ñèñòåìå êîîðäèíàò (O; ~b1,~b2):

uv +
√
2v − 6 = 0.Ýòà ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêîé íà ïëîñêîñòè. Íàéäåì åå êàíîíè÷åñêîåóðàâíåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 1 èç � 46 äëÿ ýòîãîíàäî ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò íà óãîë α, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì(11) èç � 46. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä ctg 2α = 0,îòêóäà 2α = 90◦, ò. å. α = 45◦. Â ñèëó �îðìóëû (9) èç � 5, �îðìóëûïîâîðîòà íà ýòîò óãîë èìåþò ñëåäóþùèé âèä:





u =
1√
2
(u′ − v′),

v =
1√
2
(u′ + v′).Ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïîëó÷åííóþ ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò (O; ~b1,

~b2) íà óãîë 45◦, îáîçíà÷èì ÷åðåç (O; ~c1,~c2). Óðàâíåíèå ëèíèè â ýòîé
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(u′)2 − (v′)2 + 2u′ + 2v′ − 12 = 0.Âûäåëèì â ýòîì óðàâíåíèè ïîëíûé êâàäðàò ïî u′ è v′:

(u′ + 1)2 − (v′ − 1)2 = 12.Ñäåëàåì çàìåíó íåèçâåñòíûõ
{
u′′ = u′ + 1,
v′′ = v′ − 1.�åîìåòðè÷åñêè ýòîé çàìåíå ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñèñòå-ìû êîîðäèíàò, ïðè êîòîðîì íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðåõîäèò â òî÷-êó P (−1, 1). Óðàâíåíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèêè è ïëîñêîñòè â ñè-ñòåìå êîîðäèíàò (P ; ~c1,~c2) èìååò âèä

(u′′)2

12
− (v′′)2

12
= 1.Ìû ïîëó÷èëè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû. Åå ïîëóîñè ñîâïàäàþòìåæäó ñîáîé è ðàâíû √

12 = 2
√
3.Îòâåò: a = b = 2

√
3.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ñ�åðû, åñëè:à) òî÷êè K(4, 1,−3) è L(2,−3, 5) ÿâëÿþòñÿ êîíöàìè åå äèàìåòðà;á) öåíòð ñ�åðû íàõîäèòñÿ â òî÷êå C(3,−5,−2) è îíà êàñàåòñÿ ïëîñ-êîñòè 2x− y − 3z + 11 = 0;â) ðàäèóñ ñ�åðû ðàâåí 3 è îíà êàñàåòñÿ ïëîñêîñòè x+2y+2z+3 = 0â òî÷êå A(1, 1,−3).2. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû öåíòðà C è ðàäèóñ r ñ�åðû, çàäàííîéóðàâíåíèåì:à) x2 + y2 + z2 − 2x− 4y + 6z = 0; á) x2 + y2 + z2 − 3x− 10 = 0;â) x2 + y2 + z2 + 8x = 0.3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèåêîòîðîé ïàðàëëåëüíû âåêòîðó ~a = (2, 3,−4), à íàïðàâëÿþùàÿ îïðåäåëÿ-åòñÿ óðàâíåíèÿìè {

x2 + y2 = 9,
z = 1.



� 54. Çàäà÷è 4194. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùèåêîòîðîé ïàðàëëåëüíû âåêòîðó ~a = (1, 1, 1), à íàïðàâëÿþùàÿ îïðåäåëÿ-åòñÿ óðàâíåíèÿìè {
x2 − y2 = z,

x + y + z = 1.5. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ âåðøèíîé â íà÷à-ëå êîîðäèíàò, íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè
{
x2 − 2z + 1 = 0,

y − z + 1 = 0.6. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ñ âåðøèíîé â òî÷êå
C(3,−1,−2), íàïðàâëÿþùàÿ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿìè

{
x2 + y2 − z2 = 1,
x − y + z = 0.7. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, åñëè èçâåñò-íî, ÷òî îíà îïèñàíà îêîëî ñ�åðû x2 + y2 + z2 = 1, à åå îáðàçóþùèåïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè x+ y − 2z − 5 = 0.8. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, åñëè èçâåñòíî,÷òî îíà îïèñàíà îêîëî ñ�åðû x2 + y2 + z2 − 2x + 4y + 2z − 3 = 0, à ååîáðàçóþùèå ïàðàëëåëüíû ïðÿìîé



x = −3 + 2t,
y = 7 − t,
z = 5 − 2t.9. Îïðåäåëèòü âèä è íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè, ïîëü-çóÿñü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì ñèñòåìû êîîðäèíàò:à) x2 + 4y2 + 4z2 − 2x+ 8y − 8z = 0;á) 4x2 − y2 − z2 + 32x− 12z + 44 = 0;â) x2 + 2y2 − 3z2 + 2x+ 8y − 6z + 6 = 0;ã) x2 + 2z2 − 2x+ 4z = 0.10. Îïðåäåëèòü âèä è íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè,ïîëüçóÿñü ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îäíîé èç îñåé:à) 2xy − z2 = 0; á) z2 − 3x− 4y = 0; â) x2 + y2 + 2xy − z + 1 = 0.11. Îïðåäåëèòü âèä è íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè:à) 7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 6x− 24y + 18z + 30 = 0;á) x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz − 2x+ 6y + 2z = 0;â) x2 − 2y2 + z2 + 4xy − 10xz + 4yz + 2x+ 4y − 10z − 1 = 0;



420 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåã) 2x2 + y2 + 2z2 − 2xy + 2yz + 4x+ 4z = 0;ä) 2x2 + 5y2 + 2z2 − 2xy − 4xz + 2yz + 2x− 10y − 2z − 1 = 0;å) y2 + 2xy + 4xz + 2yz − 4x− 2y = 0;æ) 4x2 + y2 − 4xy − 36 = 0;ç) 9x2 + y2 + 4z2 − 6xy + 12xz − 4yz − 12x+ 4y − 8z + 4 = 0;è) 2x2 + 5y2 + 10z2 − 6xy + 8xz − 10yz − 2x− 10z + 5 = 0;ê) x2 + 4y2 + z2 − 4xy + 2x− 4y + 4 = 0.12. Îïðåäåëèòü âèä ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèêè σ è ïëîñêîñòè µ:à) σ: x2 + y2 − z2 = 1, µ: 3x+ 4y − 5z = 0;á) σ: x2 + y2 − z2 = 0, µ: x− z + 1 = 0;â) σ: x2
9

+
y2

4
+ z2 = 1, µ: x+ z +

4
√
5

3
= 0.13. Äîêàçàòü, ÷òî ïëîñêîñòü µ ïåðåñåêàåò êâàäðèêó σ ïî ïðÿìîëè-íåéíûì îáðàçóþùèì è ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ýòèõ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðà-çóþùèõ:à) µ: 2x− 12y − z + 16 = 0, σ: x2 − 4y2 = 2z;á) µ: 4x− 5y − 10z − 20 = 0, σ: x2

25
+
y2

16
− z2

4
= 1.14. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ îäíîïîëîñò-íîãî ãèïåðáîëîèäà x2

4
+
y2

9
− z2

16
= 1, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè 6x+4y+

3z − 17 = 0.15. Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå êâàäðèêè σ, ïðîõîäÿùèå ÷å-ðåç òî÷êó M :à) σ: x2 + y2 − z2 = 1, M(1, 1, 1); á) σ: 4x2 − z2 = y, M(1, 3,−1);â) σ: x2+ y2+ z2+2xy− 2xz− yz+4x+3y− 5z+4 = 0, M(−1,−1, 1).16. Íàéòè îñòðûé óãîë ìåæäó ïðÿìîëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè êâà-äðèêè σ, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó M :à) σ: 9x2 − 4y2 − 36z = 0, M(−2, 0, 1);á) σ: 4x2 + 4y2 − z2 − 4 = 0, M(1, 4, 8).3. Îòâåòû1. à) (x− 3)2+(y+1)2+(z− 1)2 = 21; á) (x− 3)2 +(y+5)2+(z+2)2 = 56;â) (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z + 1)2 = 9 è x2 + (y + 1)2 + (z + 5)2 = 9.2. à) C(1, 2,−3), r = √
14; á) C (3

2
, 0, 0

), r = 7

2
; â) C(−4, 0, 0), r = 4.3. 16x2 + 16y2 + 13z2 − 16xz + 24yz + 16x− 24y − 26z − 131 = 0.4. x2 − y2 − 2xz + 2yz + x+ y − 2z = 0. 5. x2 + y2 − z2 = 0.6. 3x2 − 5y2 + 7z2 − 6xy + 10xz − 2yz − 4x+ 4y − 4z + 4 = 0.7. 5x2 + 5y2 + 2z2 − 2xy + 4xz + 4yz − 6 = 0.8. 5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy + 8xz − 4yz + 6x+ 24y − 6z − 63 = 0.



� 54. Çàäà÷è 4219. à) Ýëëèïñîèä, x2
9

+
y2

9/4
+

z2

9/4
= 1; á) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä,

x2

16
+
y2

16
− z2

4
= 1; â) êîíóñ, x2

1
+

y2

1/2
− z2

1/3
= 0; ã) ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð,

x2

3
+

y2

3/2
= 1.10. à) Êîíóñ, x2

1
+
y2

1
− z2

1
= 0; á) ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð, y2 = 5x; â)ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, x2

1
− y2

1
= 2z.11. à) Ýëëèïñîèä, x2

2
+
y2

1
+
z2

2/3
= 1; á) îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä, x2

1/3
+

y2

1/6
− z2

1/2
= 1; â) ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð, x2

1/3
− y2

1/3
= 1; ã) ýëëèïòè÷åñêèéöèëèíäð, x2

2
+
y2

4
= 1; ä) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä, x2

2
− y2

1
= 2z; å) ïàðàïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé, 2x+ y = 0, y+2z− 2 = 0; æ) ïàðà ïàðàëëåëüíûõïëîñêîñòåé, 2x − y + 6 = 0, 2x − y − 6 = 0; ç) ïàðà ñîâïàâøèõ ïëîñêîñòåé,

3x− y+2z− 2 = 0; è) ïðÿìàÿ, { x − 2y + z + 1 = 0,
x − y + 3z − 2 = 0;

ê) ïóñòîå ìíîæåñòâî.12. à) Äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå; á) ïàðàáîëà; â) ýëëèïñ.13. à) { 2x − 12y − z + 16 = 0,
x − 2y + 4 = 0

è {
2x − 12y − z + 16 = 0,
x + 2y − 8 = 0;á) { y + 2z = 0,

x − 5 = 0
è {

2x − 5z = 0,
y + 4 = 0.14.  x = t,

y = 3 ,
z = − 2t

è 


x = 2 ,
y = 3t,
z = − 4t.15. à)  x = 1 + t,

y = 1 ,
z = 1 + t

è 


x = 1 ,
y = 1 + t,
z = 1 + t;á)  x = 1 + t,

y = 3 + 12t,
z = −1 + 2t

è 


x = 1 + t,
y = 3 + 4t,
z = −1 − 2t;â)  x = t,

y = −2 − t,
z = 1

è 


x = −1 + t,
y = −1 − t,
z = 1 + t.16. à) cosα =

1

17
; á) cosα =

83

85
.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �101. Îïðåäåëèòü âèä è íàéòè êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êâàäðèêè:à) x2 − 2y2 + z2 + 4xy − 8xz − 4yz − 14x− 4y + 14z + 18 = 0;



422 �ëàâà 10. Êâàäðèêè â ïðîñòðàíñòâåá) 5x2 + 8y2 + 5z2 − 4xy + 8xz + 4yz − 6x+ 6y + 6z + 10 = 0;â) 2xy + 2xz + 2yz + 2x+ 2y + 2z + 1 = 0;ã) 3x2 + 3y2 + 3z2 + 2xy − 2xz − 2yz − 2x− 2y − 2z − 1 = 0.2. Îïðåäåëèòü ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ êâàäðèêè σ è ïëîñêîñòè µ:à) σ: x2
3

+
y2

6
= 2z, µ: 3x− y + 6z − 14 = 0;á) σ: x2

4
− y2

3
= 2z, µ: x− 2y + 2 = 0;â) σ: x2

4
+
y2

9
− z2

36
= 1, µ: 9x− 6y + 2z − 28 = 0;ã) σ: x2

9
− y2

4
= 2z, µ: 2x+ 3y − 6 = 0.3. Íàéòè ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå êâàäðèêè σ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåçòî÷êó A:à) σ: 4x2 − y2 − 16z = 0, A(1, 2, 0);á) σ: x2 + y2 − 2z2 − 2 = 0, A(1, 1, 0);â) σ: 4x2 − y2 − 16z = 0, A(2, 0, 1);ã) σ: x2 + y2 − 2z2 − 2 = 0, A(0, 2, 1).



�ëàâà 11Êâàäðàòè÷íûå �îðìûÂ ãëàâàõ 9 è 10 áûëè ðàññìîòðåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû óðàâíåíèéâòîðîãî ïîðÿäêà îò äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ (ñîîòâåòñòâåííî êâàäðèêèíà ïëîñêîñòè è â ïðîñòðàíñòâå). Ìû âèäåëè, ÷òî îïðåäåëÿþùóþ ðîëüïðè ðàñïîçíàâàíèè ãåîìåòðè÷åñêîãî îáðàçà (ò. å. ïðè îïðåäåëåíèè òè-ïà êðèâîé èëè ïîâåðõíîñòè) èãðàåò �êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü� óðàâíåíèÿ �ñóììà îäíî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè. Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàññìîòðå-íèþ �êâàäðàòè÷íûõ ÷àñòåé� óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îò ïðîèçâîëü-íîãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ � òàê íàçûâàåìûõ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Â íà-÷àëå ãëàâû ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì èèçëàãàåòñÿ ìåòîä Ëàãðàíæà ïðèâåäåíèÿ �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì è èçó÷àþòñÿ ïî-ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå �îðìû (â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàåòñÿ êðèòåðèéÑèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè).� 55. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà,êàíîíè÷åñêèé âèäÎïðåäåëåíèå. Êâàäðàòè÷íîé �îðìîé îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . ,
xn íàçûâàåòñÿ ñóììà îäíî÷ëåíîâ âèäà cijxixj , ãäå cij � äåéñòâèòåëüíûå÷èñëà äëÿ âñåõ i, j = 1, 2, . . . , n, i 6 j.Êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîãî÷ëåí îò íåñêîëü-êèõ ïåðåìåííûõ, âñå îäíî÷ëåíû êîòîðîãî èìåþò ñòåïåíü 2. Â îáùåì âè-äå êâàäðàòè÷íóþ �îðìó îò ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn ìîæíî çàïèñàòü â



424 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûñëåäóþùåì âèäå:
f(x1, x2, . . . , xn) = c11x

2
1 + c12x1x2 + · · · + c1nx1xn +
+ c22x

2
2 + · · · + c2nx2xn +. . . . . . . . . . . . . . . .

+ cnnx
2
n .Êîý��èöèåíòû ïðè íåèçâåñòíûõ îáðàçóþò âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

C =




c11 c12 . . . c1n
0 c22 . . . c2n. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . cnn


 .Â ñèëó ýòîãî ïðèâåäåííóþ �îðìó çàïèñè êâàäðàòè÷íîé �îðìû íàçûâà-þò òðåóãîëüíîé. Òàêàÿ çàïèñü íå âñåãäà óäîáíà, è ìû áóäåì, êàê ïðàâè-ëî, çàïèñûâàòü êâàäðàòè÷íóþ �îðìó â áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå:

f(x1, x2, . . . , xn) = a11x
2
1 + a12x1x2 + · · ·+ a1nx1xn +

+ a21x2x1 + a22x
2
2 + · · ·+ a2nx2xn +. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ an1xnx1 + an2xnx2 + · · ·+ annx
2
n ,ãäå aij = aji. Òàêóþ çàïèñü êâàäðàòè÷íîé �îðìû áóäåì íàçûâàòü ïðÿ-ìîóãîëüíîé. Ïåðåõîä îò òðåóãîëüíîé çàïèñè ê ïðÿìîóãîëüíîé äåëàåòñÿïðîñòî: äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü aii = cii è aij = aji =

cij
2

ïðè i < j. Ìàò-ðèöà êîý��èöèåíòîâ ïðè ïåðåìåííûõ â ïðÿìîóãîëüíîé çàïèñè êâàäðà-òè÷íîé �îðìû ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé êâàäðàòíîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà
n:

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 .Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé �îðìû f(x1, x2, . . . ,

xn), à ýëåìåíòû ìàòðèöû A � êîý��èöèåíòàìè �îðìû f .Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êîý��èöèåíòû êâàäðàòè÷íîé �îðìû � ýòî íå òî æåñàìîå, ÷òî êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëåíà îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñîâïà-äàþùåãî ïî âíåøíåìó âèäó ñ ýòîé �îðìîé. Íàïðèìåð, êîý��èöèåíòàìèìíîãî÷ëåíà x21+3x22+8x1x2 ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà 1, 3 è 8, à êîý��èöèåíòàìèêâàäðàòè÷íîé �îðìû f(x1, x2, x3) = x21 + 3x22 + 8x1x2 � ÷èñëà 1, 3 è 4(òàê êàê a12 = a21 =
8

2
= 4).



� 55. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, êàíîíè÷åñêèé âèä 425Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
f(x1, x2, . . . , xn)=(x1 x2 . . . xn) ·




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


 ·




x1
x2...
xn


 .Òàêóþ çàïèñü êâàäðàòè÷íîé �îðìû íàçûâàþò ïîëíîé ìàòðè÷íîé çàïè-ñüþ. Íàêîíåö, êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñüþ êâàäðàòè÷íîé �îðìû íàçû-âàþò åå çàïèñü â âèäå

f(x1, x2, . . . , xn) = X⊤AX, ãäå X =




x1
x2...
xn


 .Îñíîâíàÿ öåëü äàííîãî ïàðàãðà�à � ïîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ çà-ìåíû ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíóþ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó ìîæíî ïðèâåñòèê áîëåå ïðîñòîìó âèäó (òàêîìó, â êîòîðîì áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü òîëü-êî êâàäðàòû ïåðåìåííûõ). Ïðè ýòîì äîïóñêàþòñÿ íå ïðîèçâîëüíûå, àòîëüêî òàê íàçûâàåìûå íåâûðîæäåííûå ëèíåéíûå çàìåíû ïåðåìåííûõ.Ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ.Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ðàâåíñòâ âèäà





x1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn,
x2 = b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2nyn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn1y1 + bn2y2 + · · ·+ bnnyn,

(1)ãäå x1, x2, . . . , xn è y1, y2, . . . , yn � íàáîðû ïåðåìåííûõ, à bij � äåéñòâè-òåëüíûå ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ. Ëèíåéíàÿ çà-ìåíà ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ìàòðèöà
B =




b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n. . . . . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn


íåâûðîæäåííà. Ìàòðèöà B íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîé çàìåíû ïå-ðåìåííûõ (1). Çàïèñü ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ â âèäå ñèñòåìû ðà-



426 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûâåíñòâ (1) íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé çàïèñüþ. Êðîìå òîãî, ëèíåéíóþ çà-ìåíó ïåðåìåííûõ ìîæíî çàäàòü â ïîëíîé ìàòðè÷íîé çàïèñè



x1
x2...
xn


 =




b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n. . . . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn


 ·




y1
y2...
yn


èëè â êðàòêîé ìàòðè÷íîé çàïèñè

X = BY, ãäå X =




x1
x2...
xn


 , à Y =




y1
y2...
yn


 .Ïóñòü X = BY � íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïîëî-æèì B−1 = (cij). Òîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ Y = B−1X èëè, â êîîðäè-íàòíîé çàïèñè,





y1 = c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1nxn,
y2 = c21x1 + c22x2 + · · ·+ c2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = cn1x1 + cn2x2 + · · ·+ cnnxníàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê çàìåíå X = BY .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå ïðèìåíÿåòñÿ íåâûðîæ-äåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ, òî â ðåçóëüòàòå ñíîâà ïîëó÷àåòñÿêâàäðàòè÷íàÿ �îðìà. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿËåììà. Åñëè ê êâàäðàòè÷íîé �îðìå

f(x1, x2, . . . , xn) = X⊤AXïðèìåíèòü íåâûðîæäåííóþ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ X = BY , òîïîëó÷åííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà g(y1, y2, . . . , yn) áóäåò èìåòü ìàòðèöó
B⊤AB.Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 6 íà ñ. 259, èìååì

g(y1, y2, . . . , yn) = (BY )⊤A(BY ) = (Y ⊤B⊤)A(BY ) = Y ⊤(B⊤AB)Y.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà �îðìû g ðàâíà B⊤AB.



� 55. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, êàíîíè÷åñêèé âèä 427�îâîðÿò, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, åñëè ìàò-ðèöà ýòîé �îðìû äèàãîíàëüíà. Èíûìè ñëîâàìè, �îðìà èìååò êàíîíè÷å-ñêèé âèä, åñëè â íåé âñå êîý��èöèåíòû ïðè ïðîèçâåäåíèÿõ ðàçëè÷íûõïåðåìåííûõ ðàâíû 0, ò. å. åñëè îíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
t1x

2
1 + t2x

2
2 + · · · + tnx

2
n.Òåîðåìà. Èç ëþáîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåâû-ðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷èòü êâàäðàòè÷íóþ �îð-ìó, èìåþùóþ êàíîíè÷åñêèé âèä.Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ÷èñëóïåðåìåííûõ êâàäðàòè÷íîé �îðìû. Ïóñòü äàíà �îðìà

f(x1, x2, . . . , xn) = X⊤AX, ãäå A = (aij).Áàçà èíäóêöèè î÷åâèäíà: ïðè n = 1 �îðìà f(x1) = a11x
2
1 ñàìàèìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëü-íîé �îðìû îò (n− 1)-é ïåðåìåííîé. Åñëè âñå êîý��èöèåíòû êâàäðà-òè÷íîé �îðìû f ðàâíû 0, òî ýòà �îðìà ñàìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ îòëè÷åí îòíóëÿ.Ñëó÷àé 1: îòëè÷åí îò íóëÿ õîòÿ áû îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ïðèêâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a11 6= 0 (â îáùåì ñëó÷àåãîäÿòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ). Ñîáåðåì âìåñòå âñå ñëà-ãàåìûå, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x1, à ñóììó âñåõ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ�îðìû f îáîçíà÷èì ÷åðåç f1:

f(x1, x2, . . . , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn + f1(x2, . . . , xn).Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü ðàâåíñòâîì a1i = ai1 è âìåñòî ñóììû îä-íî÷ëåíîâ a1ix1xi + ai1xix1 çàïèñàëè îäèí îäíî÷ëåí � 2a1ix1xi. Ñóììóñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ x1, äîïîëíèì äî ïîëíîãî êâàäðàòà. Ïîëó÷èì

f(x1, x2, . . . , xn) = a11 ·
[
x21 + 2x1 ·

1

a11
· (a12x2 + · · ·+ a1nxn)+

+
1

a211
· (a12x2 + · · ·+ a1nxn)

2
]
−

− 1

a11
· (a12x2 + · · · + a1nxn)

2 + f1(x2, . . . , xn) =

= a11 ·
[
x1 +

1

a11
· (a12x2 + · · ·+ a1nxn)

]2
+

+f2(x2, . . . , xn),



428 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûãäå f2(x2, . . . , xn) = f1(x2, . . . , xn) −
1

a11
· (a12x2 + · · · + a1nxn)

2. Êâàäðà-òè÷íàÿ �îðìà f2(x2, . . . , xn) çàâèñèò îò (n− 1)-é ïåðåìåííîé. Ïî ïðåä-ïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïå-ðåìåííûõ 



x2 = b22y2 + b23y3 + · · ·+ b2nyn,
x3 = b32y2 + b33y3 + · · ·+ b3nyn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn2y2 + bn3y3 + · · ·+ bnnyn,

(2)êîòîðàÿ ïðèâîäèò �îðìó f2(x2, . . . , xn) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
c2y

2
2 + c3y

2
3 + . . .+ cny

2
n.Ïîëîæèì

y1 = x1 +
a12
a11

· x2 +
a13
a11

· x3 + · · ·+ a1n
a11

· xn.Èñïîëüçóÿ çàìåíó (2), ïîëó÷àåì, ÷òî
x1 = y1 − a12

a11
· x2 − · · · − a1n

a11
· xn =

= y1 − a12
a11

· (b22y2 + b23y3 + · · · + b2nyn) −. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
− a1n
a11

· (bn2y2 + bn3y3 + · · ·+ bnnyn) =

= y1 + d2y2 + · · ·+ dnynäëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë d2, . . . , dn. �àññìîòðèì ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåí-íûõ 



x1 = y1 + d2y2 + · · ·+ dnyn,
x2 = b22y2 + · · ·+ b2nyn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn2y2 + · · ·+ bnnyn.

(3)Ìàòðèöà çàìåíû (3) íåâûðîæäåííà. Â ñàìîì äåëå, ðàçëàãàÿ îïðåäåëè-òåëü ýòîé ìàòðèöû ïî ïåðâîìó ñòîëáöó è ó÷èòûâàÿ, ÷òî çàìåíà (2) íåâû-ðîæäåííà, èìååì
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 d2 d3 . . . dn
0 b22 b23 . . . b2n
0 b32 b33 . . . b3n. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 bn2 bn3 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

b22 b23 . . . b2n
b32 b33 . . . b3n. . . . . . . . . . . . . . .
bn2 bn3 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.
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a11y

2
1 + c2y

2
2 + · · ·+ cny

2
n,êîòîðàÿ èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä.Ñëó÷àé 2: âñå êîý��èöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ â �îðìå f ðàâíû 0, íîïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç êîý��èöèåíòîâ ïðè ïðîèçâåäåíèè ðàçëè÷íûõïåðåìåííûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a12 6= 0 (â îáùåì ñëó÷àåãîäÿòñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ). �àññìîòðèì ëèíåéíóþçàìåíó ïåðåìåííûõ 




x1 = y1 + y2 ,
x2 = y1 − y2 ,
x3 = y3 ,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = yn.

(4)�àçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ýòîé çàìåíû ñíà÷àëà ïî n-é ñòðîêå, çà-òåì ïî ïî (n− 1)-é ñòðîêå, . . . , íàêîíåö, ïî òðåòüåé ñòðîêå, ïîëó÷èì
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 0 . . . 0
1 −1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2 6= 0.Òàêèì îáðàçîì, íàøà çàìåíà íåâûðîæäåííà. Ïðèìåíÿÿ åå ê èñõîäíîé�îðìå f = X⊤AX, ïîëó÷èì �îðìó g(y1, y2, . . . , yn), â êîòîðîé êîý��è-öèåíò ïðè y21 ðàâåí 2a12. Ïîñêîëüêó ýòîò êîý��èöèåíò îòëè÷åí îò 0, ìûïîïàäàåì â óñëîâèÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.Àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó,èçëîæåííûé â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì âûäåëåíèÿïîëíûõ êâàäðàòîâ èëè ìåòîäîì Ëàãðàíæà. Êðàòêî åãî ìîæíî ñ�îðìó-ëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Åñëè �îðìà ñîäåðæèò êâàäðàò êàêîé-òî ïåðåìåííîé xi èïðîèçâåäåíèå ýòîé ïåðåìåííîé íà äðóãóþ ïåðåìåííóþ, âûäå-ëÿåì ïîëíûé êâàäðàò ïî xi. Åñëè �îðìà ñîäåðæèò ïðîèçâå-äåíèå ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ xi è xj, íî íå ñîäåðæèò êâàä-ðàòîâ ýòèõ ïåðåìåííûõ, ïðèìåíÿåì ê ýòèì ïåðåìåííûì çà-ìåíó âèäà (4), ò. å. çàìåíÿåì xi íà xi + xj , à xj íà xi − xj .Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äî òåõ ïîð, ïîêà �îðìà íå ïðè-ìåò êàíîíè÷åñêèé âèä.



430 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûÏðîèëëþñòðèðóåì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå. Ïðèâåäåì ê êàíîíè÷åñêîìóâèäó �îðìó
f(x1, x2, x3, x4) = 2x21 + 2x22 + 2x23 + 4x1x2 − 4x1x3 + x2x4 + x3x4è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó�îðìà f ñîäåðæèò êàê x21, òàê è ïðîèçâåäåíèÿ x1 íà äðóãèå ïåðåìåííûå,âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî x1:
f(x1, x2, x3, x4) = 2(x21 + 2x1(x2 − x3) + (x2 − x3)

2)−
− 2(x2 − x3)

2 + 2x22 + 2x23 + x2x4 + x3x4 =

= 2(x1 + x2 − x3)
2 + 4x2x3 + x2x4 + x3x4.�àññìîòðèì ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ





y1 = x1 + x2 − x3 ,
y2 = x2 ,
y3 = x3 ,
y4 = x4.

(5)ßñíî, ÷òî ìàòðèöà ýòîé çàìåíû � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, ïðè÷åì âñå ýëå-ìåíòû åå ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàâíû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíà (5) íåâû-ðîæäåííà. Ïðèìåíÿÿ åå ê �îðìå f , ïîëó÷èì �îðìó
g(y1, y2, y3, y4) = 2y21 + 4y2y3 + y2y4 + y3y4.Îòìåòèì, ÷òî ìû íåñêîëüêî îòêëîíèëèñü îò àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî âäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû. Â ñàìîì äåëå, çàìåíà (5) âûðàæàåò íîâûå ïå-ðåìåííûå y1, y2, y3, y4 ÷åðåç ñòàðûå ïåðåìåííûå x1, x2, x3, x4, à â äîêà-çàòåëüñòâå ðå÷ü øëà î çàìåíå, âûðàæàþùåé ñòàðûå ïåðåìåííûå ÷åðåçíîâûå. Íàéòè òàêóþ çàìåíó íåñëîæíî � íàäî âçÿòü çàìåíó, îáðàòíóþ ê(5). Ìàòðèöà çàìåíû (5) èìååò âèä

A =




1 1 −1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .Âû÷èñëèâ îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì

A−1 =




1 −1 1 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 .
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x1 = y1 − y2 + y3 ,
x2 = y2 ,
x3 = y3 ,
x4 = y4.

(6)Ïðîäîëæèì ïðèâåäåíèå �îðìû f ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ôîðìó g(y1,
y2, y3, y4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 2y21 + g1(y2, y3, y4), ãäå g1(y2, y3, y4) =
4y2y3 + y2y4 + y3y4. Ôîðìà g1 íå ñîäåðæèò êâàäðàòîâ ïåðåìåííûõ. Ïðè-ìåíèì ïîýòîìó çàìåíó ïåðåìåííûõ òîãî òèïà, êîòîðàÿ îïèñàíà â ñëó÷àå2 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, à èìåííî çàìåíó





y1 = z1 ,
y2 = z2 + z3 ,
y3 = z2 − z3 ,
y4 = z4.

(7)Ïîëó÷èì �îðìó
h(z1, z2, z3, z4) = 2z21 + 4z22 − 4z23 + 2z2z4.Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò ïî ïåðåìåííîé z2:

h(z1, z2, z3, z4) = 2z21 + 4

(
z22 + 2z2 ·

1

4
z4 +

1

16
z24

)
− 1

4
z24 − 4z23 =

= 2z21 + 4

(
z2 +

1

4
z4

)2

− 4z23 −
1

4
z24 .Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ





u1 = z1 ,

u2 = z2 +
1

4
z4,

u3 = z3 ,

u4 = z4.

(8)Íàéäåì ñðàçó îáðàòíóþ çàìåíó. Ìàòðèöà çàìåíû (8) èìååò âèä
B =




1 0 0 0
0 1 0 1/4
0 0 1 0
0 0 0 1


 .



432 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûÎáðàòíàÿ ê íåé ìàòðèöà åñòü
B−1 =




1 0 0 0
0 1 0 −1/4
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,è ïîòîìó çàìåíà, îáðàòíàÿ ê (8), åñòü





z1 = u1 ,

z2 = u2 − 1

4
u4,

z3 = u3 ,
z4 = u4.

(9)Ïðèìåíèì òåïåðü çàìåíó (8) ê �îðìå h. Ïîëó÷èì �îðìó
e(u1, u2, u3, u4) = 2u21 + 4u22 − 4u23 −

1

4
u24.Ýòà �îðìà óæå èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä. Íàéäåì òåïåðü çàìåíó ïåðå-ìåííûõ, ïåðåâîäÿùóþ �îðìó f â �îðìó e. Êîìáèíèðóÿ ðàâåíñòâà (6),(7) è (9), èìååì





x1 = y1 − y2 + y3 = z1 − 2z3 = u1 − 2u3 ,

x2 = y2 = z2 + z3 = u2 + u3 − 1

4
u4,

x3 = y3 = z2 − z3 = u2 − u3 − 1

4
u4,

x4 = y4 = z4 = u4.Èòàê, �îðìà f ïåðåâîäèòñÿ â �îðìó e íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîéïåðåìåííûõ 



x1 = u1 − 2u3 ,

x2 = u2 + u3 − 1

4
u4,

x3 = u2 − u3 − 1

4
u4,

x4 = u4.Åñëè èç �îðìû f ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíû ïåðå-ìåííûõ ïîëó÷åíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà g, èìåþùàÿ êàíîíè÷åñêèé âèä,



� 56. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì 433òî �îðìà g íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì �îðìû f . Îòìåòèì, ÷òî êà-íîíè÷åñêèé âèä äàííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî,òàê êàê ñóùåñòâóåò ìíîãî íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ çàìåí ïåðåìåííûõ,ïðèâîäÿùèõ äàííóþ �îðìó ê (âîîáùå ãîâîðÿ) ðàçëè÷íûì �îðìàì, èìå-þùèì êàíîíè÷åñêèé âèä. Íàïðèìåð, �îðìà
f(x1, x2, x3) = 3x21 + 3x22 + 9x23 − 2x1x2 + 6x1x3 − 10x2x3íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ





x1 =
1

2
y1 +

1

4
y2 − 1

2
y3,

x2 =
1

2
y1 − 1

4
y2 +

3

2
y3,

x3 = y3ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó g(y1, y2, y3) = y21+
1

2
y22 , à äðóãîé íåâû-ðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ





x1 = z1 +
1

3
z2 − 1

2
z3,

x2 = z2 +
3

2
z3,

x3 = z3� ê âèäó h(z1, z2, z3) = 3z21 +
8

3
z22 .� 56. Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðìÊàê îòìå÷åíî â êîíöå � 55, ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòè÷-íûõ �îðì êàíîíè÷åñêîãî âèäà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåâûðîæ-äåííûìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ èç îäíîé è òîé æå êâàäðà-òè÷íîé �îðìû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè÷òî-òî îáùåå ìåæäó ðàçëè÷íûìè êàíîíè÷åñêèìè âèäàìè äàííîé êâàäðà-òè÷íîé �îðìû. Îòâåò íà íåãî îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (ñì. òåîðåìó2 íèæå).Îïðåäåëåíèå. �àíãîì êâàäðàòè÷íîé �îðìû f = X⊤AX íàçûâàåò-ñÿ ðàíã ìàòðèöû A.Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõýëåìåíòîâ íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ñëåäîâàòåëüíî,



434 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûåñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä, òî ååðàíã ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõïåðåìåííûõ.Òåîðåìà 1. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà f = X⊤AX íåâûðîæäåííîéëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó g, òî÷èñëî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ â �îðìå g ðàâíî ðàíãóìàòðèöû A.Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìàòðèöó íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîéçàìåíû, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò �îðìó f â �îðìó g, ÷åðåç B, à ìàòðèöó�îðìû g � ÷åðåç C. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî ïåðåä �îðìóëèðîâ-êîé òåîðåìû, ÷èñëî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ â �îðìå gðàâíî ðàíãó ìàòðèöû C. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî r(A) = r(C).Â ñèëó ëåììû èç � 55 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî C = B⊤AB. Â ñèëó òåîðå-ìû èç � 30 r(C) 6 r(A). Èç íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû B è ñâîéñòâà 9èç � 13 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà B⊤ òàêæå íåâûðîæäåííà. Óìíîæàÿ ðà-âåíñòâî C = B⊤AB ñëåâà íà (B⊤)−1 è ñïðàâà íà B−1, ïîëó÷àåì, ÷òî
A = (B⊤)−1CB−1. Âíîâü èñïîëüçóÿ òåîðåìó èç � 30 èìååì r(A) 6 r(C).Ñëåäîâàòåëüíî, r(A) = r(C). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Èç òåîðåìû 1 íåìåäëåííî âûòåêàåò ñëåäóþùååÑëåäñòâèå. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íåâû-ðîæäåííûìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíà ê äâóì ðàç-ëè÷íûì �îðìàì, èìåþùèì êàíîíè÷åñêèé âèä, òî ïîëó÷åííûå �îðìûèìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðàòàõ ïå-ðåìåííûõ.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäå-íèå, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çàêîíîì èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì.Òåîðåìà 2. Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè íåâû-ðîæäåííûìè ëèíåéíûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ ïðèâåäåíà ê äâóì ðàç-ëè÷íûì �îðìàì, èìåþùèì êàíîíè÷åñêèé âèä, òî ïîëó÷åííûå �îðìûèìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ïðè êâàäðà-òàõ ïåðåìåííûõ è îäèíàêîâîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �îðìà f = f(x1, x2, . . . , xn) íåâûðîæäåí-
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x1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn,
x2 = b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2nyn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn1y1 + bn2y2 + · · ·+ bnnyn

(1)ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
f(x1, x2, . . . , xn) = t1y

2
1 + t2y

2
2 + · · ·+ tky

2
k −

− tk+1y
2
k+1 − tk+2y

2
k+2 − · · · − tk+ℓy

2
k+ℓ

(2)(ãäå t1, t2, . . . , tk+ℓ > 0), à íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîéïåðåìåííûõ 



x1 = c11z1 + c12z2 + · · ·+ c1nzn,
x2 = c21z1 + c22z2 + · · ·+ c2nzn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = cn1z1 + cn2z2 + · · ·+ cnnzn

(3)� ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
f(x1, x2, . . . , xn) = s1z

2
1 + s2z

2
2 + · · ·+ spz

2
p −

− sp+1z
2
p+1 − sp+2z

2
p+2 − · · · − sp+qz

2
p+q

(4)(ãäå s1, s2, . . . , sp+q > 0). Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî k +
ℓ = p+ q. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî k = p è ℓ = q. ßñíî, ÷òî îäíî èç ýòèõðàâåíñòâ ñëåäóåò èç äðóãîãî, è ïîòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü êàêîå-íèáóäüîäíî èç íèõ. Äîêàæåì, ÷òî k = p. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü k 6= p.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k < p.Òàê êàê çàìåíû ïåðåìåííûõ (1) è (3) ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè,òî ñóùåñòâóþò îáðàòíûå ê íèì çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ïóñòü çàìåíà ïåðå-ìåííûõ 




y1 = d11x1 + d12x2 + · · ·+ d1nxn,
y2 = d21x1 + d22x2 + · · ·+ d2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = dn1x1 + dn2x2 + · · ·+ dnnxn

(5)ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê (1), à çàìåíà ïåðåìåííûõ




z1 = f11x1 + f12x2 + · · ·+ f1nxn,
z2 = f21x1 + f22x2 + · · ·+ f2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
zn = fn1x1 + fn2x2 + · · ·+ fnnxn

(6)



436 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìû� îáðàòíîé ê (3). Çàìåíû (5) è (6) òàêæå íåâûðîæäåííû. Ïîëîæèì
y1 = y2 = · · · = yk = zp+1 = zp+2 = · · · = zn = 0.Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà




d11x1 + d12x2 + · · ·+ d1nxn = 0,
d21x1 + d22x2 + · · ·+ d2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dk1x1 + dk2x2 + · · ·+ dknxn = 0,
fp+11x1 + fp+12x2 + · · ·+ fp+1nxn = 0,
fp+21x1 + fp+22x2 + · · ·+ fp+2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn1x1 + fn2x2 + · · ·+ fnnxn = 0.

(7)
Ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ÷èñëî óðàâ-íåíèé â êîòîðîé ðàâíî k + n − p. Ïîñêîëüêó k < p, ïîëó÷àåì, ÷òî
k+ n− p < n. Ïî òåîðåìå 3 èç � 12 ñèñòåìà (7) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå
(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n). Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ âìåñòî ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xnâ ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (5) è (6), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ëåâûõ ÷àñòåé ýòèõðàâåíñòâ:

y1 = y′1, y2 = y′2, . . . , yn = y′n, z1 = z′1, z2 = z′2, . . . , zn = z′n.Îòìåòèì, ÷òî
y′1 = y′2 = · · · = y′k = z′p+1 = z′p+2 = · · · = z′n = 0.Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë z′1, z

′
2, . . . , z

′
n åñòü íåíóëåâûå. Ïóñòü F =

(fij) � ìàòðèöà çàìåíû (6). Ïîñêîëüêó ýòà çàìåíà íåâûðîæäåííà,
|F | 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàíã ìàòðèöû F ïî ìèíîðàì ðàâåí n. Â ñèëó òåî-ðåìû î ðàíãå ìàòðèöû, ðàíã ìàòðèöû F ïî ñòîëáöàì òàêæå ðàâåí n. Îáî-çíà÷èì âåêòîð-ñòîëáöû ìàòðèöû F ÷åðåç ~f1, ~f2, . . . , ~fn; èíûìè ñëîâàìè,
~f1 = (f11, f21, . . . , fn1), ~f2 = (f12, f22, . . . , fn2), . . . , ~fn = (f1n, f2n, . . . , fnn).Èç òîãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû F ïî ñòîëáöàì ðàâåí n, âûòåêàåò, ÷òî âåêòîðû
~f1, ~f2, . . . , ~fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â òî æå âðåìÿ, ðàâåíñòâà (6) ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäå âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà x1 ~f1 + x2 ~f2 + · · · + xn ~fn = ~z,ãäå ~z = (z1, z2, . . . , zn). Ñëåäîâàòåëüíî, x′1 ~f1 + x′2

~f2 + · · · + x′n
~fn = ~z′, ãäå

~z′ = (z′1, z
′
2, . . . , z

′
n). Ïîñêîëüêó ñðåäè ÷èñåë x′1, x′2, . . . , x′n åñòü íåíóëåâûå,à âåêòîðû ~f1, ~f2, . . . , ~fn ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ~z′ 6= ~0.Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë z′1, z′2, . . . , z′n åñòü íåíóëåâûå.



� 57. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû 437�àâåíñòâî (2) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â åãî ëåâîé ÷àñòè ïðîèçâåñòè çàìå-íó ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn íà y1, y2, . . . , yn, òî ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòüýòîãî ðàâåíñòâà. Îòñþäà è èç òîãî, ÷òî y′1 = y′2 = · · · = y′k = 0, ñëåäóåò,÷òî
f(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n) = t1(y

′
1)

2 + t2(y
′
2)

2 + · · ·+ tk(y
′
k)

2 −
−tk+1(y

′
k+1)

2 − tk+2(y
′
k+2)

2 − · · · − tk+ℓ(y
′
k+ℓ)

2 =
=−tk+1(y

′
k+1

)2 − tk+2(z
′
k+2

)2 − · · · − tk+ℓ(y
′
k+ℓ)

2 6 0.Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâà (4) è òîãî, ÷òî z′p+1 = z′p+2 = · · · = z′n = 0, àñðåäè ÷èñåë z1, z2, . . . , zp åñòü îòëè÷íûå îò íóëÿ, ñëåäóåò, ÷òî
f(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n) = s1(z

′
1)

2 + s2(z
′
2)

2 + · · ·+ sp(z
′
p)

2 −
−sp+1(z

′
p+1)

2 − sp+2(z
′
p+2)

2 − · · · − sp+q(z
′
p+q)

2 =

= s1(z
′
1)

2 + s2(z
′
2)

2 + · · ·+ sp(z
′
p)

2 > 0.Èòàê, f(x′1, x′2, . . . , x′n) 6 0 è f(x′1, x′2, . . . , x′n) > 0. Ïðîòèâîðå÷èå äî-êàçûâàåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî k 6= p, ëîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
k = p. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.� 57. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûåêâàäðàòè÷íûå �îðìûÂ ïðèëîæåíèÿõ äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò êâàäðàòè÷íûå �îðìû
f(x1, x2, . . . , xn), îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè x′1, x′2, . . . , x′n� ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ �îðìû f (ò. å.åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç ÷èñåë x′1, x′2, . . . , x′n îòëè÷íî îò íóëÿ), òî
f(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n) > 0. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì,íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.Äàííûé ïàðàãðà� ïîñâÿùåí èçëîæåíèþ äâóõ êðèòåðèåâ ïîëîæèòåëü-íîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé �îðìû.Òåîðåìà 1. Ïóñòü êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà f = f(x1, x2, . . . , xn) èìå-åò êàíîíè÷åñêèé âèä t1y

2
1 + t2y

2
2 + · · · + tny

2
n. Ôîðìà f ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t1, t2, . . . , tn > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �îðìà f ïðèâîäèòñÿ ê óêàçàííîìó â òåîðå-ìå êàíîíè÷åñêîìó âèäó íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ





x1 = b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1nyn,
x2 = b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2nyn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = bn1y1 + bn2y2 + · · ·+ bnnyn.

(1)



438 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûÍàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå îáðàòíàÿ çàìåíà:




y1 = c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1nxn,
y2 = c21x1 + c22x2 + · · ·+ c2nxn,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
yn = cn1x1 + cn2x2 + · · ·+ cnnxn.

(2)Îíà òîæå íåâûðîæäåííà.Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ti 6 0 äëÿ íåêîòîðîãî
i. Ïîëîæèì y′i = 1 è y′j = 0 äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , n, j 6= i. Ïîäñòàâèì âëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (2) y′1 âìåñòî y1, y′2 âìåñòî y2, . . . , y′n âìåñòî yn.Ïîëó÷èì íåîäíîðîäíóþ êðàìåðîâñêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1nxn = 0,
c21x1 + c22x2 + · · ·+ c2nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ci−1 1x1 + ci−1 2x2 + · · ·+ ci−1nxn = 0,
ci1x1 + ci2x2 + · · ·+ cinxn = 1,
ci+11x1 + ci+12x2 + · · ·+ ci+1nxn = 0,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cn1x1 + cn2x2 + · · ·+ cnnxn = 0.

(3)
Ìàòðèöà ýòîé êðàìåðîâñêîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé çàìåíû(2). Ïîñêîëüêó ýòà çàìåíà íåâûðîæäåííà, ïîëó÷àåì, ÷òî îïðåäåëè-òåëü ñèñòåìû (3) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà (ñì. òåîðå-ìó 1 â � 14) ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x′1, x

′
2, . . . , x

′
n).Ýòî ðåøåíèå � íåíóëåâîå, òàê êàê ñèñòåìà (3) íåîäíîðîäíà. Ïîñêîëü-êó f(x1, x2, . . . , xn) = t1y

2
1 + t2y

2
2 + · · ·+ tny

2
n, èìååì

f(x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) = t1(y

′
1)

2 + t2(y
′
2)

2 + · · ·+ tn(y
′
n)

2 = ti 6 0.Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìà f íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Èòàê,åñëè f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî t1, t2, . . . , tn > 0. Íåîáõîäèìîñòüäîêàçàíà.Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü t1, t2, . . . , tn > 0. Âîçüìåìïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé íàáîð x′1, x′2, . . . , x′n çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ �îð-ìû f . Ïîäñòàâèâ èõ â ðàâåíñòâà (2), ïîëó÷èì íàáîð y′1, y
′
2, . . . , y

′
n çíà-÷åíèé ïåðåìåííûõ y1, y2, . . . , yn. Åñëè y′1 = y′2 = · · · = y′n = 0, òî,ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (1), ïîëó÷èì, ÷òî

x′1 = x′2 = · · · = x′n = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð y′1, y′2, . . . , y′n � íåíóëåâîé.Èìååì
f(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n) = t1(y

′
1)

2 + t2(y
′
2)

2 + · · ·+ tn(y
′
n)

2 > 0.



� 57. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå êâàäðàòè÷íûå �îðìû 439Òàêèì îáðàçîì, åñëè t1, t2, . . . , tn > 0, òî �îðìà f ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-ëåíà. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíà êîíêðåòíàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà è òðå-áóåòñÿ óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. ×òîáû ïðè-ìåíèòü êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, äàâàåìûé òåîðåìîé 1,òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè äàííóþ �îðìó ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Ñóùåñòâóåòêðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò áûñòðååîòâåòèòü íà óêàçàííûé âîïðîñ. ×òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü åãî, íàì ïîíàäî-áèòñÿ ñëåäóþùååÎïðåäåëåíèå. Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n.Ìèíîðû ýòîé ìàòðèöû, ðàñïîëîæåííûå â åå ïåðâûõ k ñòðîêàõ è ïåðâûõ
k ñòîëáöàõ (äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n), ò. å. îïðåäåëèòåëè
∆1 = |(a11)| = a11,∆2 =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , . . . ,∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann,

∣∣∣∣∣∣∣∣
= |A|,íàçûâàþòñÿ óãëîâûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû A.Îáåùàííûé âûøå êðèòåðèé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè äàåòñëåäóþùàÿ òåîðåìà, íàçûâàåìàÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà.Òåîðåìà 2. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå óãëîâûå ìèíîðû åå ìàòðèöû ïîëîæèòåëüíû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà�îðìà çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü

f = f(x1, x2) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2.Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �îðìà f ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåíà. Òîãäà ∆1 = a11 = f(1, 0) > 0. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî

∆2 = a11a22−a212 > 0. Ïðèâåäåì �îðìó f ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìåòîäîìËàãðàíæà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî a11 = f(1, 0) 6= 0, èìååì
f(x1, x2) = a11x

2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2 =

= a11

(
x1 +

a12
a11

· x2
)2

+

(
a22 −

a212
a11

)
x22.
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{
y1 = x1 +

a12
a11

· x2,
y2 = x2,ïîëó÷èì, ÷òî �îðìà f èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä

a11y
2
1 +

(
a22 −

a212
a11

)
y22.Ïîñêîëüêó f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî

a22 −
a212
a11

=
a11a22 − a212

a11
> 0.Âñïîìèíàÿ åùå ðàç, ÷òî a11 = f(1, 0) > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

∆2 = a11a22 − a212 > 0.Äîêàæåì òåïåðü äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∆1,∆2 > 0 è (x′1, x
′
2) � íåíó-ëåâîé íàáîð ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóÿ òîò �àêò, ÷òî a11 = ∆1 6= 0, èìååì

f(x′1, x
′
2) = a11(x

′
1)

2 + 2a12x
′
1x

′
2 + a22(x

′
2)

2 =

= a11

(
x′1 +

a12
a11

· x′2
)2

+

(
a22 −

a212
a11

)
(x′2)

2 =

= a11

(
x′1 +

a12
a11

· x′2
)2

+
a11a22 − a212

a11
· (x′2)2 =

= ∆1 ·
(
x′1 +

a12
a11

· x′2
)2

+
∆2

∆1

· (x′2)2.Åñëè x′2 = 0, òî x′1 6= 0 è ïîòîìó f(x′1, x′2) = ∆1(x
′
1)

2 > 0. Ïóñòü òåïåðü
x′2 6= 0. Òîãäà ∆2

∆1

· (x′2)2 > 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∆1 ·

(
x′1 +

a12
a11

· x′2
)2

> 0,ïîëó÷àåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå f(x′1, x′2) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìà fïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà íà ñëåäóþùåìïðèìåðå: îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t �îðìà
f(x1, x2, x3) = x21 − 4x1x2 − 2x1x3 + 2tx22 + 4x2x3 + 3tx23



� 58. Çàäà÷è 441ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ìàòðèöà �îðìû f èìååò âèä
A =




1 −2 −1
−2 2t 2
−1 2 3t


 .Âû÷èñëèì óãëîâûå ìèíîðû ýòîé ìàòðèöû:

∆1 = 1, ∆2 =

∣∣∣∣
1 −2

−2 2t

∣∣∣∣ = 2t− 4, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

1 −2 −1
−2 2t 2
−1 2 3t

∣∣∣∣∣∣
= 6t2 − 14t+ 4.Â ñèëó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà �îðìà f ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà t óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

{
6t2 − 14t + 4 > 0,

2t − 4 > 0.�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷àåì îòâåò: t > 2. Èòàê, �îðìà f ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t > 2.� 58. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàõîæ-äåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ;2) âûÿñíåíèå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé.Â � 55 è 57 èìåþòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ îáîèõ òèïîâ, è ïîòîìóçäåñü ìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:à) x21 + x22 + 3x23 + 4x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3;á) x21 − 2x22 + x23 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3;â) x21 − 3x23 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x2x3; ã) x1x2 + x1x3 + x2x3.2. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòèñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:



442 �ëàâà 11. Êâàäðàòè÷íûå �îðìûà) x21 + 5x22 − 4x23 + 2x1x2 − 4x1x3;á) 4x21 + x22 + x23 − 4x1x2 + 4x1x3 − 3x2x3;â) 2x21 + 18x22 + 8x23 − 12x1x2 + 8x1x3 − 27x2x3;ã) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:à) 5x21 + x22 + tx23 + 4x1x2 − 2x1x3 − 2x2x3;á) 2x21 + x22 + 3x23 + 2tx1x2 + 2x1x3;â) x21 + x22 + 5x23 + 2tx1x2 − 2x1x3 + 4x2x3;ã) x21 + 4x22 + x23 + 2tx1x2 + 10x1x3 + 6x2x3.4. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-íà, òî â íåé âñå êîý��èöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ ïåðåìåííûõ ïîëîæèòåëü-íû.5*. Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé,åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå â íåå ëþáîãî íåíóëåâîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðå-ìåííûõ çíà÷åíèå �îðìû îòðèöàòåëüíî. Ïóñòü f = f(x1, x2, . . . , xn) �êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, à ∆1, ∆2, . . . , ∆n � óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöûýòîé �îðìû. Äîêàçàòü, ÷òî �îðìà f îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà çíàêè ÷èñåë ∆1, ∆2, . . . , ∆n ÷åðåäóþòñÿ, ïðè÷åì
∆1 < 0.3. Îòâåòû1. à) y21 − 3y22 +

7

3
y23 ; á) y21 − 3y22 −

8

3
y23 ; â) y21 − y22 − 4y23; ã) y21 − y22 − y23 .2. à) y21 + 4y22 − 7y23 , çàìåíà ïåðåìåííûõ:





x1 = y1 − y2 +
3

2
y3,

x2 = y2 +
1

2
y3,

x3 = y3;á) 4y21 + y22 − 3y23 , çàìåíà ïåðåìåííûõ:



x1 = y1 + y3,
x2 = y2 + y3,
x3 = y2 − y3;â) 2y21 − 3y22 + 3y23, çàìåíà ïåðåìåííûõ:




x1 = y1 + y2 + 5y3,
x2 = y2 + y3,
x3 = y2 − y3;



� 58. Çàäà÷è 443ã) y21 − y22 − y23 −
3

4
y24 , çàìåíà ïåðåìåííûõ:




x1 = y1 + y2 − y3 +
3

2
y4,

x2 = y1 − y2 − y3 +
3

2
y4,

x3 = y3 − 1

2
y4,

x4 = y4.3. à) t > 2; á) |t| <
√

5

3
; â) −0,8 < t < 0; ã) òàêèõ çíà÷åíèé t íåñóùåñòâóåò.5. Óêàçàíèå: óìíîæèòü �îðìó íà −1 è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Ñèëü-âåñòðà.4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �111. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:à) 3x21 + 8x1x2 − 3x22 + 4x23 − 4x3x4 + x24;á) x21 + 2x1x2 + x22 − 2x23 − 4x3x4 − 2x24;â) 9x21 + 5x22 + 8x2x3 − 4x2x4 + 5x23 + 4x3x4 + 8x24;ã) x21 − 2x1x2 + 2x1x3 − 2x1x4 + x22 + 2x2x3 − 4x2x4 + x23 − 2x24.2. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íûå �îðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòèñîîòâåòñòâóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:à) x21 + 2x1x2 − 4x1x3 + 2x22 − 3x2x3 + x23;á) x21 + 4x1x2 − 2x1x3 + 4x22 + x2x3 + x23;â) 2x21 + 4x1x2 + x22 − 6x2x3 + 3x23;ã) x21 − 2x1x2 + 4x1x3 + x22 − x2x3 + 4x23.3. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ �îð-ìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà:à) 2x21 + 5x22 + 5x23 − 4x1x2 − tx1x3 − 8x2x3;á) 5x21 + 6x22 + 4x23 − 4x1x2 − tx1x3;â) 7x21 + 5x22 + 3x23 − 8x1x2 + tx2x3;ã) 3x21 + 4x22 + 5x23 + 4x1x2 + tx2x3.



�ëàâà 12Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûÖåëü ýòîé ãëàâû � ïîêàçàòü, êàê ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ëèíåéíîé àë-ãåáðû âîçíèêàþò è èñïîëüçóþòñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèèýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. �àçóìååòñÿ, â ðàìêàõ íàøåãî êóðñà ìû ìî-æåì ðàññìîòðåòü òîëüêî ñàìûå ïðîñòûå ìîäåëè. Áîëåå ñëîæíûå äîëæíûáûòü ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî êóðñà. Â íà÷àëå ãëàâû äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìàÔðîáåíèóñà�Ïåððîíà î ñâîéñòâàõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé íåîòðèöàòåëüíûõ ìàòðèö. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòàÿ ëè-íåéíàÿ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà (ìîäåëü Ëåîíòüåâà), êîòîðàÿ ïðèâîäèò êïîíÿòèþ ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû, è äîêàçûâàþòñÿ êðèòåðèè ïðîäóêòèâ-íîñòè ìàòðèöû. Ïîñëå ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ëèíåéíóþ ìîäåëüîáìåíà, ïðèâîäÿùóþ ê ïîíÿòèþ ìàòðèöû îáìåíà, è óêàæåì íåêîòîðûåñâîéñòâà òàêèõ ìàòðèö.� 59. Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�ÏåððîíàÊàê ìû óâèäèì â � 60 è 61, â ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ëèíåéíîéàëãåáðû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ìàòðèöû, âñå ýëåìåíòû êîòîðûõ íåîò-ðèöàòåëüíû. Â äàííîì ïàðàãðà�å ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâàòàêèõ ìàòðèö, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â � 60.Íàçîâåì ìàòðèöó íåîòðèöàòåëüíîé, åñëè âñå åå ýëåìåíòû íåîòðèöà-òåëüíû. Â ÷àñòíîñòè, âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Rn (êîòîðûé ìîæíî ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé ñòðîêè) íåîòðèöàòåëåí,åñëè íåîòðèöàòåëüíû âñå åãî êîìïîíåíòû.Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû A, áóäåì íàçûâàòü äåéñòâè-òåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ |A− tE| = 0 ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè (èëèñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè) ìàòðèöû A (çäåñü E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà



� 59. Òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà 445òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è A). Èíûìè ñëîâàìè, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-ðèöû A � ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, èìåþùåãîâ íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöó A. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîãî îïåðàòîðàáóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A.Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ïîðÿäîê n. Òîãäà ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà |A−tE|ðàâíà n. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3 èç � 19 óðàâíåíèå |A−tE| = 0 èìååò n êîðíåé(íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò ñîâïàäàòü), ÿâëÿþùèõñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè. Âûáåðåì ñðåäè íèõ íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ÷èñ-ëî è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç tA.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èçâåñòíî êàê òåîðåìà Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà.Òåîðåìà. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Òî-ãäà:1) tA � íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (â ÷àñòíîñòè, tA� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A);2) ñóùåñòâóåò îòíîñÿùèéñÿ ê tA íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûéâåêòîð ìàòðèöû A.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó òîëüêî äëÿ ìàòðèö âòî-ðîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü
A =

(
a11 a12
a21 a22

)è aij > 0 äëÿ âñåõ i, j = 1, 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèéìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A. Òîãäà
g(t) = |A− tE| = (t− a11)(t− a22)− a12a21 =

= t2 − (a11 + a22)t+ a11a22 − a12a21.Íàéäåì äèñêðèìèíàíò ìíîãî÷ëåíà g(t):
D = (a11 + a22)

2 − 4(a11a22 − a12a21) = (a11 − a22)
2 + 4a12a21.Î÷åâèäíî, ÷òî D > 0.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà D = 0. Òîãäà a11 = a22 è ëèáî

a12 = 0, ëèáî a21 = 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a12 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:
A =

(
a11 0
a21 a11

)
.



446 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûÍî òîãäà g(t) = (t − a11)
2, è ïîòîìó A èìååò åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå, ðàâíîå a11. Ñëåäîâàòåëüíî, tA = a11. Íàïîìíèì, ÷òî ïî óñëî-âèþ ìàòðèöà A íåîòðèöàòåëüíà. Â ÷àñòíîñòè, a11 > 0. Ïåðâîå óòâåð-æäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé âåê-òîð ~x = (0, 1) áóäåò ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, îòíîñÿùèìñÿê tA = a11. Â ñëó÷àå D = 0 òåîðåìà äîêàçàíà.Ïóñòü òåïåðü D > 0. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò äâàðàçëè÷íûõ êîðíÿ:

t1 =
a11 + a22 −

√
D

2
è t2 =

a11 + a22 +
√
D

2
.ßñíî, ÷òî t2 > 0 è

|t1| =
∣∣∣∣∣
a11 + a22 −

√
D

2

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
a11 + a22

2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

√
D

2

∣∣∣∣∣ =

=
a11 + a22 +

√
D

2
= t2 = |t2|.Ñëåäîâàòåëüíî, tA = t2. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî. Äàëåå,ïóñòü ~x = (x1, x2) � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, îòíîñÿùèéñÿ ê t2.Åñëè x1, x2 > 0, òî âñå äîêàçàíî. Åñëè x1, x2 6 0, òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äî-êàçàòåëüñòâà íàäî çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð −~x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìâåêòîðîì ìàòðèöû A, îòíîñÿùèìñÿ ê t2 (ñì. òåîðåìó â � 34). Îñòàëîñüðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà x1 è x2 � íåíóëåâûå ÷èñëà ñ ðàçíûìè çíàêà-ìè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 > 0, à x2 < 0. Ïîñêîëüêó

t2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, èìååì
{
(a11 − t2)x1 + a12x2 = 0,

a21x1 + (a22 − t2)x2 = 0.Ïîñêîëüêó a12 > 0, èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî a11 − t2 > 0. Àíà-ëîãè÷íî èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî a22 − t2 > 0. Â òàêîì ñëó÷àå
t2 6 a11, t2 6 a22 è ïîòîìó t2 6 a11 + a22

2
. Îäíàêî t2 = a11 + a22 +

√
D

2
è

D > 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà x1 è x2� íåíóëåâûå ÷èñëà ñ ðàçíûìè çíàêàìè, íåâîçìîæåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íåìåäëåííî âûòåêàåòÑëåäñòâèå. Ïóñòü A � íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöàâòîðîãî ïîðÿäêà. Òîãäà óðàâíåíèåí |A − tE| = 0 èìååò äâà äåéñòâè-òåëüíûõ êîðíÿ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ ).



� 60. Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû 447Ïðîèëëþñòðèðóåì òåîðåìó Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà íà ïðèìåðå. Ïîëî-æèì
A =




7 9 3
0 2 0

28 41 12


 .Íàéäåì íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîé ìàòðèöû è îò-íîñÿùèéñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Ñíà÷àëà íàé-äåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A, ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëüìàòðèöû A− tE ïî âòîðîé ñòðîêå:

|A− tE| =

∣∣∣∣∣∣

7− t 9 3
0 2− t 0
28 41 12− t

∣∣∣∣∣∣
=

= (2− t)(t2 − 19t) = t(2− t)(t− 19).Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà0, 2 è 19, è ïîòîìó tA = 19. Çàïèøåì òåïåðü ìàòðèöó A−19E è ïðèâåäåìåå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:
A− 19E =




−12 9 3
0 −17 0
28 41 −7


 ∼




−4 3 1
0 1 0

28 41 −7


 ∼

∼




−4 3 1
0 1 0
0 62 0


 ∼




−4 3 1
0 1 0
0 0 0


 .Ïîëàãàÿ x3 = 4, èç âòîðîé ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íàõîäèì, ÷òî

x2 = 0, à èç åå ïåðâîé ñòðîêè � ÷òî x1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâåèñêîìîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìîæíî âçÿòü âåêòîð (1,0,4).� 60. Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû1. Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà�àññìîòðèì n òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ (èëè n ïðåäïðèÿòèé) p1, p2,. . . , pn, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò n ïðîäóêòîâ G1, G2, . . . , Gn ïðè ñëåäóþùèõîãðàíè÷åíèÿõ:1) êàæäûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ ïðîèçâîäèò îäèí è òîëüêî îäèíïðîäóêò;



448 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöû2) ìîäåëü çàìêíóòà, ò. å. íåò ïðèòîêà ïðîäóêòîâ èçâíå è ïîòîêà ïðî-äóêòîâ èç ìîäåëè.Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåõíîëîãè÷åñêèé ïðî-öåññ pi ïðîèçâîäèò ïðîäóêò Gi, i = 1, 2, . . . , n. Äëÿ ïðîèçâîäñòâà ïðî-äóêòà Gi â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå pi ìîãóò ïîíàäîáèòüñÿ ïðîäóêòû
G1, G2, . . . , Gn. Ïóñòü aij � êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà Gi, íåîáõîäè-ìîå äëÿ ïðîèçâîäñòâà îäíîé åäèíèöû ïðîäóêòà Gj . Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
A = (aij) ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïîòðåáëåíèÿ. ßñíî, ÷òî A �íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà.Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé âðåìåííîé èíòåðâàë, ñêàæåì, ãîä. Ïóñòü âòå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè ïðîèçâåäåíî x1 åäèíèö ïðîäóêòà G1, x2 åäèíèöïðîäóêòà G2, . . . , xn åäèíèö ïðîäóêòà Gn. Âåêòîð ~x = (x1, x2, . . . , xn)íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì âàëîâîãî âûïóñêà. Îòìåòèì, ÷òî ~x � íåîòðèöà-òåëüíûé âåêòîð. ×àñòü ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè ðàñõîäóåòñÿ â ïðîöåññåïðîèçâîäñòâà. Ýòà ÷àñòü îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì

~y = (a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn, a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn, . . . ,

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn).Ïåðåõîäÿ ê ìàòðè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì, èìååì ~y⊤ = A~x⊤. Âåêòîð ~yíàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò. Îòìåòèì, ÷òî ~y =
(A~x⊤)⊤ = ~xA⊤ (ñì. ñâîéñòâî 6 íà ñ. 259). Îñòàòîê ~c = ~x − ~y = ~x− ~xA⊤ïðåäíàçíà÷åí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â íåïðîèçâîäñòâåííîé ñ�åðå è íàêîï-ëåíèÿ. Îí íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ.Îñíîâíàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâà íà íàøâðåìåííîé èíòåðâàë, �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè çàäàí-íîì âåêòîðå êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ~c íàéòè íåîáõîäèìûé âåêòîð âàëî-âîãî âûïóñêà ~x. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïðè çàäàííûõ âåêòîðå
~c è ìàòðèöå A íàéòè õîòÿ áû îäèí íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð ~x, óäîâëå-òâîðÿþùèé ðàâåíñòâó ~x − ~xA⊤ = ~c èëè ~x(E − A⊤) = ~c. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
E = E⊤, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ~x(E − A)⊤ = ~c.Òðàíñïîíèðîâàâ îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõóðàâíåíèé

(E −A)~x⊤ = ~c⊤. (1)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñ óêàçàííîé èíòåðïðåòàöèåé ìàòðèöû A è âåêòî-ðîâ ~x è ~c íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ëèíåéíîé ìîäåëüþ ïðîèçâîäñòâà, à òàêæåìîäåëüþ Ëåîíòüåâà èëè ìîäåëüþ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà.Îïðåäåëåíèå. Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿïðîäóêòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî âåêòîðà ~c ñóùåñòâóåòíåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1).



� 60. Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû 449Ïðèìåð 1. Áóäåò ëè ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöà
A =

(
0 2
2 0

)
?Âîçüìåì ~c = (1, 1). Òîãäà ñèñòåìà (1) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{
x1 − 2x2 = 1,

−2x1 + x2 = 1.Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: ~x = (−1,−1). Ñëåäîâàòåëüíî,ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîé. Âïðî÷åì, ýòî è òàê ÿñíî: åñëè äëÿïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïåðâîãî ïðîäóêòà òðåáóþòñÿ äâå åäèíèöû âòîðî-ãî, à äëÿ ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû âòîðîãî ïðîäóêòà òðåáóþòñÿ äâå åäèíè-öû ïåðâîãî, òî òàêîå ïðîèçâîäñòâî íè÷åãî íå ïðîèçâåäåò (ïðè óñëîâèèçàìêíóòîñòè).Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì áîëåå ñëîæíóþ ìàòðèöó
A =




0 0,4 1
1,2 0 0,3
0,2 0,2 0


 .Îíà òàêæå íåïðîäóêòèâíà. Íî ïðîâåðèòü ýòî ïðîñòûìè ðàññóæäåíèÿìèäîâîëüíî òðóäíî. Íåîáõîäèìû äîñòàòî÷íî ïðîñòûå äëÿ ïðèìåíåíèÿ êðè-òåðèè ïðîäóêòèâíîñòè. Äâà òàêèõ êðèòåðèÿ áóäóò ïîëó÷åíû íèæå (ñì.òåîðåìû 1 è 2). Òàì æå áóäåò äîêàçàíà íåïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû A.2. Êðèòåðèè ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöûÈç âèäà ñèñòåìû (1) ÿñíî, ÷òî íà ïðîäóêòèâíîñòü èëè íåïðîäóêòèâ-íîñòü ìàòðèöû A äîëæíû âëèÿòü ñâîéñòâà ìàòðèöû E−A. Ýòî ïîäòâåð-æäàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïðîäóêòèâ-íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà E −A îáðàòèìà è ìàòðèöà,îáðàòíàÿ ê E −A, íåîòðèöàòåëüíà.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðîñòî. Äåé-ñòâèòåëüíî, åñëè ìàòðèöà (E − A)−1 ñóùåñòâóåò, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî

~x⊤ = (E−A)−1~c⊤. À åñëè ìàòðèöà (E−A)−1 è âåêòîð ~c íåîòðèöàòåëüíû,òî è ïðîèçâåäåíèå (E −A)−1~c⊤ íåîòðèöàòåëüíî.



450 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûÍåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Îáî-çíà÷èì ïîðÿäîê ìàòðèöû A ÷åðåç n. Ïóñòü ~e1, ~e2, . . . , ~en � ñòàíäàðò-íûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn. Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû ~e1, ~e2, . . . , ~en íåîò-ðèöàòåëüíû. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû äëÿ âñÿêîãî i =
1, 2, . . . , n ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (E−A)~x⊤ = ~e⊤i .Îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç ~bi. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîðû ~b1, ~b2, . . . , ~bníåîòðèöàòåëüíû è âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

(E −A)~b⊤1 = ~e⊤1 , (E −A)~b⊤2 = ~e⊤2 , . . . , (E −A)~b⊤n = ~e⊤n . (2)Ïóñòü, äàëåå, B � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, i-é ñòîëáåö êîòîðîéñîâïàäàåò ñî ñòîëáöîì ~b⊤i (äëÿ âñÿêîãî i = 1, 2, . . . , n). Î÷åâèäíî, ÷òîìàòðèöà, â êîòîðîé i-é ñòîëáåö ñîâïàäàåò ñî ñòîëáöîì ~e⊤i (äëÿ âñÿêîãî
i = 1, 2, . . . , n), åñòü íå ÷òî èíîå, êàê åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Èçðàâåíñòâ (2) âûòåêàåò, ÷òî (E−A)B = E. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 èç � 31 ìàò-ðèöà E −A îáðàòèìà è (E −A)−1 = B. Îñòàåòñÿ ó÷åñòü, ÷òî ìàòðèöà Bíåîòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó êàæäûé åå ñòîëáåö íåîòðèöàòåëåí. Òåîðåìà1 äîêàçàíà.Äîêàæåì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 íåïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû A èç ïðè-ìåðà 2, ïðèâåäåííîãî íà ñ. 449. Â ýòîì ñëó÷àå

E −A =




1 −0,4 −1
−1,2 1 −0,3
−0,2 −0,2 1


 .Íàéäåì ìàòðèöó (E −A)−1 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, óêàçàííîãî íà ñ. 278(åñëè ìàòðèöà E −A íåîáðàòèìà, ýòî, êàê ìû óâèäèì íèæå, âûÿñíèòñÿâ ïðîöåññå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé). Èìååì




1 −0,4 −1 1 0 0
−1,2 1 −0,3 0 1 0
−0,2 −0,2 1 0 0 1


 ∼




5 −2 −5 5 0 0
−12 10 −3 0 10 0
−1 −1 5 0 0 5


 ∼

∼




−1 −1 5 0 0 5
−12 10 −3 0 10 0

5 −2 −5 5 0 0


 ∼




−1 −1 5 0 0 5
0 22 −63 0 10 −60
0 −7 20 5 0 25


 ∼

∼




−1 −1 5 0 0 5
0 1 −3 15 10 15
0 −7 20 5 0 25


 ∼




−1 −1 5 0 0 5
0 1 −3 15 10 15
0 0 −1 110 70 130


 .Ïðåðâåì çäåñü ïðîöåññ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òîáû îòìåòèòüñëåäóþùåå. Ìû ïðèâåëè ëåâóþ ÷àñòü íàøåé ìàòðèöû (ò. å. ìàòðèöó
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E − A) ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Íóëåâûõ ñòðîê ïðè ýòîì íå âîçíèêëî. Âñèëó çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííîãî íà ñ. 279, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà E − Aîáðàòèìà. Åñëè áû â ëåâîé ÷àñòè ìàòðèöû âîçíèêëà íóëåâàÿ ñòðîêà, òî,â ñèëó òîãî æå çàìå÷àíèÿ, ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî ìàòðèöû (E − A)−1 íåñóùåñòâóåò. Íî òîãäà èç òåîðåìû 1 âûòåêàëî áû, ÷òî ìàòðèöà A íåïðî-äóêòèâíà. Îòìåòèì åùå, ÷òî íà ÷åòâåðòîì øàãå ïðîäåëàííûõ âûøå ýëå-ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðèáàâèëèêî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ, óìíîæåííóþ íà 3. Ïðîäîëæèì ýëåìåíòàðíûåïðåîáðàçîâàíèÿ:




−1 −1 5 0 0 5
0 1 −3 15 10 15
0 0 −1 110 70 130


 ∼




−1 −1 0 550 350 655
0 1 0 −315 −200 −375
0 0 −1 110 70 130


 ∼

∼




−1 0 0 235 150 280
0 1 0 −315 −200 −375
0 0 −1 110 70 130


 ∼




1 0 0 −235 −150 −280
0 1 0 −315 −200 −375
0 0 1 −110 −70 −130


 .Èòàê,

(E −A)−1 =




−235 −150 −280
−315 −200 −375
−110 −70 −130


 .Î÷åâèäíî, ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, è, â ñèëó òåîðåìû1, ìàòðèöà A íåïðîäóêòèâíà.Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû E − A îêàçàëèñüîòðèöàòåëüíûìè. Íî äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà íå ÿâëÿëàñü íåîòðèöàòåëü-íîé, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàêîé-òî îäèí åå ýëåìåíò áûë îòðèöàòåëüíûì.Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü íåïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû A íåíàõîäÿ ïîëíîñòüþ ìàòðèöó (E − A)−1. Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü äëÿðàññìîòðåííîé âûøå ìàòðèöû A. Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì, ñóùåñòâóåòëè ìàòðèöà (E−A)−1. Â ñèëó òåîðåìû èç � 31 íàäî ïðîâåðèòü, ðàâåí ëè0 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû E −A. Èìååì:

|E −A| =

∣∣∣∣∣∣

1 −0,4 −1
−1,2 1 −0,3
−0,2 −0,2 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 · 0,94− (−0,4) · (−1,26) + (−1) · 0,44 =

= 0,94− 0,504 − 0,44 = −0,004 < 0.Â ÷àñòíîñòè, |E−A| 6= 0 è ïîòîìó ìàòðèöà (E−A)−1 ñóùåñòâóåò. Îñòà-ëîñü ïðîâåðèòü, áóäåò ëè îíà íåîòðèöàòåëüíîé. Â ñèëó �îðìóëû (1) èç� 31 ìàòðèöà íåîòðèöàòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àëãåáðàè÷åñêèå



452 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûäîïîëíåíèÿ âñåõ åå ýëåìåíòîâ ëèáî ðàâíû 0, ëèáî èìåþò òîò æå çíàê,÷òî è îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû. Êàê ìû óáåäèëèñü âûøå, |E−A| < 0.Íî
(E −A)11 = (−1)1+1 ·

∣∣∣∣
1 −0,3

−0,2 1

∣∣∣∣ = 0,94 > 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà (E − A)−1 íå ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé è ïî-òîìó ìàòðèöà A íåïðîäóêòèâíà.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîäóêòèâíîñòü èëè íåïðî-äóêòèâíîñòü ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðîâåðÿòü íå íàõîäÿ îáðàò-íîé ìàòðèöû.Ïðåäëîæåíèå. Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij)âòîðîãî ïîðÿäêà ïðîäóêòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a11 < 1,
a22 < 1 è |E −A| > 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà Aïðîäóêòèâíà. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîäóêòèâíîé ìàòðèöû äëÿ ëþáîãî íåîò-ðèöàòåëüíîãî âåêòîðà ~c = (c1, c2) íàéäåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèåñèñòåìû {

(1− a11)x1 − a12x2 = c1,
−a21x1 + (1− a22)x2 = c2.

(3)Âûáðàâ â êà÷åñòâå ~c âåêòîð (1,1), ïîëó÷èì ñèñòåìó
{
(1− a11)x1 − a12x2 = 1,

−a21x1 + (1− a22)x2 = 1.
(4)Ïóñòü ~x = (x1, x2) � íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Èç íåîäíî-ðîäíîñòè ñèñòåìû (4) âûòåêàåò, ÷òî ~x 6= ~0, ò. å. ëèáî x1 6= 0, ëèáî x2 6= 0.Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 6= 0 è ïîòîìó x1 > 0. Åñëè

x2 = 0, òî −a21x1 + (1 − a22)x2 = −a21x1 6 0 (íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà
A íåîòðèöàòåëüíà, à x1 > 0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âòîðîìó óðàâíåíèþ ñè-ñòåìû (4). Èòàê, x2 6= 0 è ïîòîìó x2 > 0. Èç (4) è íåîòðèöàòåëüíîñòèìàòðèöû A âûòåêàåò òåïåðü, ÷òî

1− a11 =
1 + a12x2

x1
> 0 è 1− a22 =

1 + a21x1
x2

> 0.Ñëåäîâàòåëüíî, a11 < 1 è a22 < 1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî |E − A| > 0.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ýòî, ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (4), óìíî-æåííîìó íà 1− a22, ïðèáàâèì âòîðîå, óìíîæåííîå íà a12. Ïîëó÷èì, ÷òî
[(1− a11)(1− a22)− a12a21]x1 = 1− a22 + a12. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðå-ïèñàòü â âèäå |E −A| · x1 = 1− a22 + a12. Ïîñêîëüêó 0 6 a22 < 1, a12 > 0è x1 > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî |E −A| > 0.



� 60. Ïðîäóêòèâíûå ìàòðèöû 453Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a11 < 1, a22 < 1 è
|E − A| > 0. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Ïóñòü
~c = (c1, c2) � ïðîèçâîëüíûé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð. Íàäî äîêàçàòü,÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) èìååò íåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ýòà ñèñòå-ìà ÿâëÿåòñÿ êðàìåðîâñêîé, à åå îñíîâíîé ìàòðèöåé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà
E − A. Ïî óñëîâèþ E − A 6= 0. Ïî ïðàâèëó Êðàìåðà (ñì. òåîðåìó 1 â� 14) ñèñòåìà (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæíî íàéòè ïî�îðìóëàì

x1 =

∣∣∣∣
c1 −a12
c2 1− a22

∣∣∣∣
|E −A| =

c1(1− a22) + c2a12
|E −A| ,

x2 =

∣∣∣∣
1− a11 c1
−a21 c2

∣∣∣∣
|E −A| =

c2(1− a11) + c1a21
|E −A| .Ïîñêîëüêó |E−A| > 0, à 1−a11, 1−a22, a12, a21, c1, c2 > 0, ïîëó÷àåì, ÷òî

x1 > 0 è x2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Ïðåäëîæåíèåäîêàçàíî.Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ íåìåäëåííî âûòåêàåòíåïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû èç ïðèìåðà 1, ïðèâåäåííîãî íà ñ. 449. Â ñà-ìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå
|E −A| =

∣∣∣∣
1 −2

−2 1

∣∣∣∣ = −3 < 0.Ïðåæäå ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü åùå îäèí êðèòåðèé ïðîäóêòèâíîñòè(äëÿ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà), óñëîâèìñÿ î ñëåäóþùåì. Â ñèëóñâîéñòâà 11 íà ñ. 213 |tE − A| = (−1)n|A − tE|, ãäå n � ïîðÿäîê ìàò-ðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåíû |tE − A| è |A − tE| èìåþò îäíè èòå æå êîðíè. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèìñÿ íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèììíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A òàêæå ìíîãî÷ëåí |tE −A|.Òåîðåìà 2. Íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïðîäóêòèâ-íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè åå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-íåíèÿ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó ëèøü â ñëó÷àå, êîãäàïîðÿäîê ìàòðèöû ðàâåí 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû Aîáîçíà÷èì ÷åðåç g(t). Òàêèì îáðàçîì,
g(t) = |tE −A| =

∣∣∣∣
t− a11 −a12
−a21 t− a22

∣∣∣∣ = (t− a11)(t− a22)− a12a21.



454 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûÎòìåòèì, ÷òî g(a11) = g(a22) = −a12a21.Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà (â÷àñòíîñòè, íåîòðèöàòåëüíà). Â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç � 59 ìíîãî÷ëåí g(t)èìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþùèõ). Äàëåå, âñèëó ïðåäëîæåíèÿ a11 < 1, a22 < 1 è |E−A| > 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâîîçíà÷àåò, ÷òî g(1) > 0. Ïóñòü tA � íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå ìàòðèöû A. Ïî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà (ñì. � 59) tA > 0.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî tA > 1. Òîãäà
g(tA) = (tA−a11)(tA−a22)−a12a21 > (1−a11)(1−a22)−a12a21 = g(1) > 0.Èòàê, g(tA) 6= 0 âîïðåêè òîìó, ÷òî tA � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû
A. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî tA < 1. Â ñèëó âûáîðà tAîòñþäà âûòåêàåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïî ìîäóëþìåíüøå åäèíèöû.Äîñòàòî÷íîñòü. Êàê è âûøå, â ñèëó ñëåäñòâèÿ èç � 59, ìàòðèöà Aèìååò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ (âîçìîæíî, ñîâïàäàþ-ùèõ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáà ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, ò. å. îáà êîðíÿìíîãî÷ëåíà g(t), ïî ìîäóëþ ìåíüøå 1. �ðà�èêîì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâ-ëÿåòñÿ ïàðàáîëà, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g(1) > 0, ò. å.
|E − A| > 0. Äàëåå, g(a11) = −a12a21 6 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a11 > 1.Òîãäà a11 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà g(t) è ïîòîìó g(a11) < 0. Ïî-ñêîëüêó ïàðàáîëà y = g(t) íàïðàâëåíà ââåðõ, g(t′) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî
t′ > a11. Íàïîìíèì, ÷òî a11 > 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí g(t) èìååòêîðåíü, êîòîðûé áîëüøå 1. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
a11 < 1. Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî a22 < 1. Èòàê, a11 < 1, a22 < 1è |E − A| > 0. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà. Òåîðåìà 2äîêàçàíà.Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü

A =




0,2 0,1 0
0,3 0,4 0
0,3 0,1 0,4


 .Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, áóäåò ëè ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíîé. Íàéäåì åå õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí:

|A− tE| =

∣∣∣∣∣∣

0,2− t 0,1 0
0,3 0,4− t 0
0,3 0,1 0,4− t

∣∣∣∣∣∣
=

= (0,4− t) ·
∣∣∣∣
0,2− t 0,1
0,3 0,4− t

∣∣∣∣ = (0,4− t)(t2 − 0,6t+ 0,05).



� 61. Ìàòðèöû îáìåíà 455ßñíî, ÷òî îäíèì èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
t1 = 0,4. ×òîáû íàéòè äâà äðóãèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ, íàäî ðåøèòüóðàâíåíèå t2 − 0,6t+ 0,05 = 0. Èìååì

t2,3 =
0,6±√

0,36− 0,2

2
=

0,6± 0,4

2
= 0,3± 0,2,ò. å. t2 = 0,5, t3 = 0,1. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà t1, t2 è t3 ïî ìîäóëþ ìåíüøå1. Ïî òåîðåìå 2 ìàòðèöà A ïðîäóêòèâíà.� 61. Ìàòðèöû îáìåíà1. Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü îáìåíàÌû íà÷íåì ýòîò ïàðàãðà� ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòîé ëèíåéíîé ìî-äåëè îáìåíà (èëè ìîäåëè ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè). Ïóñòü n ñòðàí

C1, C2, . . . , Cn òîðãóþò äðóã ñ äðóãîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåñü äîõîä xjñòðàíû Cj ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðîäàæè ñâîèõ òîâàðîâ ëèáî âíóòðè ñòðà-íû, ëèáî äðóãèì ñòðàíàì. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñòðóêòóðà òîðãîâëèóñòàíîâèëàñü: ÷àñòü äîõîäà ñòðàíû Cj , êîòîðàÿ òðàòèòñÿ íà ïîêóïêó òî-âàðîâ ó ñòðàíû Ci, ïîñòîÿííà è ðàâíà aij .Ïîëîæèì A = (aij). ßñíî, ÷òî A � íåîòðèöàòåëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàò-ðèöà ïîðÿäêà n è ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîãî åå ñòîëáöà ðàâíà 1. Òàêèåìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè îáìåíà èëè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìàò-ðèöàìè.Ïóñòü ~x = (x1, x2, . . . , xn) � âåêòîð äîõîäîâ (ò. å. xi � äîõîä i-é ñòðà-íû, ãäå i = 1, 2, . . . , n). Òîãäà, íà÷èíàÿ òîðãîâàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòðè-öåé îáìåíà A, ïîñëå îäíîãî òóðà òîðãîâëè ñòðàíû áóäóò îáëàäàòü äîõî-äàìè, âåëè÷èíà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì-ñòîëáöîì A~x⊤. Äåéñòâè-òåëüíî, ñòðàíà Cj òðàòèò aijxj äåíåæíûõ åäèíèö íà èìïîðò èç ñòðàíû
Ci, à äëÿ ñòðàíû Ci âåëè÷èíà aijxj � ñëàãàåìîå äîõîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,ñóììàðíûé äîõîä ñòðàíû Ci óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

xi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn.Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äîõîäîâ ~x óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ~x⊤ =
A~x⊤, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü êàê îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé

(E −A)~x⊤ = ~0⊤. (1)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ~x ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû
A, îòíîñÿùèìñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî



456 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûýòîò âåêòîð íåîòðèöàòåëåí. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè ìàòðèöà îáìåíàèìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 è îòíîñÿùèéñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûéñîáñòâåííûé âåêòîð?�àññìîòðèì åùå îäíó ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ òàêæå ïðèâîäèò ê ñèñòåìåóðàâíåíèé (1), ãäå A � ìàòðèöà îáìåíà. Ïóñòü, êàê è â ïðîñòîé ëèíåé-íîé ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà, èìååòñÿ n ïðåäïðèÿòèé (èëè òåõíîëîãè÷åñêèõïðîöåññîâ) p1, p2, . . . , pn è n ïðîäóêòîâ G1, G2, . . . , Gn è âûïîëíÿþòñÿ òåæå îãðàíè÷åíèÿ:1) êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ïðîèçâîäèò îäèí è òîëüêî îäèí ïðîäóêò (àèìåííî, ïðåäïðèÿòèå pi ïðîèçâîäèò ïðîäóêò Gi, i = 1, 2, . . . , n);2) ìîäåëü çàìêíóòà.Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé âðåìåííîé èíòåðâàë, ñêàæåì, ãîä. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî âñÿ ïðîèçâåäåííàÿ çà ýòîò ïåðèîä ïðîäóêöèÿ ïîòðåáëåíà â ïðî-öåññå ïðîèçâîäñòâà. Ïóñòü â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè ïðåäïðèÿòèå pi ïî-òðåáëÿåò ÷àñòü ïðîäóêòà, ïðîèçâåäåííîãî ïðåäïðèÿòèåì pj , ðàâíóþ aij .Ìàòðèöà A = (aij) áóäåò ìàòðèöåé îáìåíà, òàê êàê îíà î÷åâèäíûì îá-ðàçîì íåîòðèöàòåëüíà, à â ñèëó çàìêíóòîñòè ìîäåëè ñóììà ýëåìåíòîâ âêàæäîì åå ñòîëáöå ðàâíà 1.Îáîçíà÷èì ÷åðåç xi êîëè÷åñòâî åäèíèö ïðîäóêòà Gi, ïðîèçâåäåííîãîïðåäïðèÿòèåì pi, à ÷åðåç ci � öåíó åäèíèöû ïðîäóêòà Gi (i = 1, 2, . . . , n).�îäîâîé äîõîä ïðåäïðèÿòèÿ pi ðàâåí cixi, à åãî åæåãîäíûå ðàñõîäû îïðå-äåëÿþòñÿ ñóììîé c1x1ai1 + c2x2ai2 + · · · + cnxnain. Ìû áóäåì ãîâîðèòü,÷òî öåíû ~c = (c1, c2, . . . , cn) îáåñïå÷èâàþò ðàâíîâåñèå òîðãîâëè, åñëè
c1x1ai1 + c2x2ai2 + · · ·+ cnxnain 6 cixi (2)äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n. Ñóòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäåëüíî ïðîñòà: îíîîçíà÷àåò ëèøü, ÷òî íè îäèí ïðîèçâîäèòåëü íå òðàòèò áîëüøå, ÷åì îí çà-ðàáàòûâàåò. Âîçíèêàåò âîïðîñ: âñåãäà ëè äëÿ ìàòðèöû îáìåíà A è íåîò-ðèöàòåëüíîãî âåêòîðà ~x ñóùåñòâóþò öåíû ~c, îáåñïå÷èâàþùèå ðàâíîâåñèåòîðãîâëè, ò. å. óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó (2)?Ïîëîæèì yi = cixi äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , n è ~y = (y1, y2, . . . , yn). Òîãäàñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (2) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A~y⊤ 6 ~y⊤ (3)(ýòî âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî, ðàçóìååòñÿ, îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåí-òà âåêòîðà, ñòîÿùåãî â åãî ëåâîé ÷àñòè, íå ïðåâîñõîäèò ñîîòâåòñòâóþùåé



� 61. Ìàòðèöû îáìåíà 457êîìïîíåíòû âåêòîðà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç íåðàâåíñòâà (3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
A~y⊤ = ~y⊤. (4)Äîêàæåì ýòîò �àêò ïðè n = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíî èç äâóõ íåðà-âåíñòâ, êîòîðûå ïîëó÷àòñÿ, åñëè ðàñïèñàòü âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî (3) âêîìïîíåíòàõ (ñêàæåì, ïåðâîå), ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì:

{
a11y1 + a12y2 < y1,
a21y1 + a22y2 6 y2.�àññìîòðèì ñóììó ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ñóììà èõ ëåâûõ ÷àñòåé ðàâíà

a11y1 + a12y2 + a21y1 + a22y2 = (a11 + a21)y1 + (a12 + a22)y2 = y1 + y2(íàïîìíèì, ÷òî A � ìàòðèöà îáìåíà). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà íåðàâåíñòâèìååò âèä y1+y2 < y1+y2. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàñàìîì äåëå âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (4), êîòîðîå, ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷å-íèé, ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå (1). Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ, ñ�îðìóëèðîâàí-íûé â êîíöå ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ñâîäèòñÿ ê âîçíèêøåìó ðàíåå âîïðîñó:âñåãäà ëè ìàòðèöà îáìåíà èìååò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 1 è îòíîñÿùèé-ñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð? Êàê ìû óâèäèì íèæå,îòâåò íà íåãî îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.2. Ñâîéñòâà ìàòðèö îáìåíàÒåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà îáìåíà. Òîãäà:1) 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A;2) ñóùåñòâóåò îòíîñÿùèéñÿ ê 1 íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûéâåêòîð ìàòðèöû A.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåñëîæíî. Â ñà-ìîì äåëå, ïóñòü A � ìàòðèöà îáìåíà. Ïðèáàâèì ê ïåðâîé ñòðîêå ìàò-ðèöû A− tE âñå îñòàëüíûå åå ñòðîêè è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó÷åðåç B(t). Ïîñêîëüêó ñóììà ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà ìàòðèöû Aðàâíà 1, ïîëó÷àåì, ÷òî â ìàòðèöå B(t) âñå ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè ðàâ-íû 1 − t. Ïî ñâîéñòâàì 1 è 6 èç � 13 |A − tE| = |B(t)| = (1 − t) · |B′(t)|,ãäå B′(t) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç B(t) çàìåíîé â ïîñëåäíåé ìàòðèöåâñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîé ñòðîêè íà 1. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé



458 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A äåëèòñÿ íà 1−t è ïîòîìó 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòîãîìíîãî÷ëåíà, ò. å. ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ýòîé ìàòðèöû.Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò îòíîñÿùèéñÿ ê 1 íåîòðèöàòåëü-íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, ò. å. ÷òî ñèñòåìà (1) èìååò íåíóëåâîåíåîòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå. Ìû äîêàæåì ýòî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà A �ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1) èìååò âèä
{
(1− a11)x1 − a12x2 = 0,

−a21x1 + (1− a22)x2 = 0.
(5)Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ðàâåí 0. Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî A �ìàòðèöà îáìåíà, èìååì

∣∣∣∣
1− a11 −a12
−a21 1− a22

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
a21 −a12

−a21 a12

∣∣∣∣ = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (5) èìååò íåêîòîðîå íåíóëåâîå ðåøåíèå (x1, x2)(ñì. òåîðåìó 2 â � 14). Åñëè x1 > 0 è x2 > 0, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Åñëè
x1 6 0 è x2 6 0, òî â êà÷åñòâå íåíóëåâîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ñè-ñòåìû (1) ìîæíî âçÿòü âåêòîð (−x1,−x2). Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé,êîãäà x1 è x2 � íåíóëåâûå ÷èñëà ðàçíûõ çíàêîâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòèáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî x1 > 0 è x2 < 0. Èç òîãî, ÷òî A � ìàòðèöà îáìåíà,âûòåêàåò, ÷òî 0 6 a11 6 1 è 0 6 a22 6 1. Àíàëèçèðóÿ çíàêè ñëàãàåìûõâ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (1), ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
a11 = a22 = 1 è a12 = a21 = 0. Íî òîãäà E−A = O è ïîòîìó ëþáîé íåíó-ëåâîé íåîòðèöàòåëüíûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1). Òåîðåìàäîêàçàíà.Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü

A =




0,2 0,3 0,7
0,6 0,3 0,1
0,2 0,4 0,2


 .ßñíî, ÷òî A � ìàòðèöà îáìåíà. Â ñèëó òåîðåìû åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ ååñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Òðåáóåòñÿ íàéòè îòíîñÿùèéñÿ ê 1 íåîòðèöà-òåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ò. å. íåîòðèöàòåëüíîå è íåíóëåâîå ðåøåíèåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A − E. Âûïèøåìýòó ìàòðèöó è ïðèâåäåì åå ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:

A− E =




−0,8 0,3 0,7
0,6 −0,7 0,1
0,2 0,4 −0,8


 ∼




−8 3 7
6 −7 1
2 4 −8


 ∼
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∼




−8 3 7
0 −19 25
0 19 −25


 ∼




−8 3 7
0 −19 25
0 0 0


 .Ïîëàãàÿ x3 = 19, èç âòîðîé ñòðîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû ïîëó÷àåì x2 =

25, à èç ïåðâîé � x1 = 26. Èòàê, îäíèì èç íåîòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ìàòðèöû A, îòíîñÿùèõñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1, ÿâëÿåòñÿâåêòîð (26,25,19).� 62. Çàäà÷è1. Îñíîâíûå òèïû çàäà÷Îñíîâíûìè òèïàìè çàäà÷ ïî òåìå äàííîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ:1) íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è îò-íîñÿùåãîñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà íåîòðè-öàòåëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû;2) âûÿñíåíèå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ìàòðèöà ïðîäóêòèâíîé.Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ îáîèõ òèïîâ äàíû â � 59 è 60, è ïîòîìó çäåñüìû èõ ðåøàòü íå áóäåì.2. Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ1. Íàéòè íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è îòíîñÿùèé-ñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû:à) ( 2 2
2 5

); á) ( 1 4
2 3

); â)  1 0 1
0 2 0
4 5 4


; ã)  1 2 1

0 1 0
6 7 2


.2. Äëÿ äàííîé ìàòðèöû ïîòðåáëåíèÿ

A =




0,3 0,4 0,1
0,2 0 0,3
0,3 0 0,4


íàéòè âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà, åñëè âåêòîð êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ ðà-âåí:à) (0,8; 0,5; 0,7); á) (1,3; 1,3; 1,8).3. Äëÿ ìàòðèöû ïîòðåáëåíèÿ èç çàäà÷è 2 íàéòè âåêòîð êîíå÷íîãîïîòðåáëåíèÿ, åñëè âåêòîð âàëîâîãî âûïóñêà ðàâåí:



460 �ëàâà 12. Íåîòðèöàòåëüíûå ìàòðèöûà) (1,2,3); á) (2,1,1).4. Ïóñòü ïðîèçâîäñòâî íîâîé åäèíèöû ñòàëè òðåáóåò 0,4 åäèíèöûñòàëè è 0,5 åäèíèöû òðóäà; ïðîèçâîäñòâî íîâîé åäèíèöû ïðîäóêòîâ ïè-òàíèÿ òðåáóåò 0,1 åäèíèöû ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ è 0,7 åäèíèöû òðóäà; ïðî-èçâîäñòâî íîâîé åäèíèöû òðóäà � 0,8 åäèíèöû ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ è 0,1åäèíèöû òðóäà. Áóäåò ëè òàêîå ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêòèâíûì?5. Áóäóò ëè ñëåäóþùèå ìàòðèöû ïðîäóêòèâíûìè:à)  0 0,4 1
1,2 0 0,2
0,2 0,2 0


; á)  0,3 0,5 0,2

0,5 0,3 0,2
0,2 0,2 0,3


; â)  0,4 0,7 0,5

0,6 0,4 0,6
0,5 0,7 0,6


;ã)  0,3 0,3 0,5

0,2 0,3 0,1
0,5 0,2 0,3


; ä)  0 0,4 0,5

0,4 0 0,3
0,5 0,3 0


?6. Äëÿ ñëåäóþùèõ ìàòðèö îáìåíà íàéòè íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåí-íûé âåêòîð, îòíîñÿùèéñÿ ê ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1:à)  1/2 1/3 1/4

0 1/3 1/2
1/2 1/3 1/4


; á)  1/4 2/3 1/2

3/4 1/6 0
0 1/6 1/2


.3. Îòâåòû1. à) 6, (1,2); á) 5, (1,1); â) 5, (1,0,4); ã) 4, (1,0,3).2. à) (1,1,1); á) (2,1,3). 3. à) (1,4; 1,1; 1,5); á) (1,1; 0,7; 1). 4. Äà.5. à) Äà; á) íåò; â) íåò; ã) äà; ä) äà. 6. à) (4,3,4); á) (10,9, 3).4. Ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà �121. Íàéòè íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è îòíîñÿùèé-ñÿ ê íåìó íåîòðèöàòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû:à)  2 2 1

0 2 1
1 3 3


; á)  1 1 2

1 3 1
2 3 5


; â)  3 0 2

0 3 1
1 1 5


; ã)  4 1 1

1 2 0
3 1 3


.2. Äîêàçàòü ïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ïðîäóê-òèâíîñòè, óêàçàííûé â òåîðåìå 1 èç � 60:à) ( 0,2 0,3

0,5 0,4

); á) ( 0,5 0,3
0,3 0,6

); â) ( 0,3 0,4
0,5 0,4

); ã) ( 0,5 0,1
0,3 0,4

).3. Äîêàçàòü ïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé ïðîäóê-òèâíîñòè, óêàçàííûé â òåîðåìå 2 èç � 60:à)  0,3 0,1 0,2
0,4 0,3 0
0 0,2 0,3


; á)  0,2 0,3 0,1

0 0,2 0,5
0,1 0 0,2


; â)  0,3 0 0,2

0,2 0,3 0,1
0 0,1 0,3


;



� 62. Çàäà÷è 461ã)  0,4 0 0,1
0,1 0,4 0,2
0 0,1 0,4


.4. Äîêàçàòü íåïðîäóêòèâíîñòü ìàòðèöû:à)  0,3 0,2 0,6

0,1 0,3 0,5
0,4 0,4 0,3


; á)  0,4 0,6 0

0,3 0,4 0,3
0,5 0,2 0,4


; â)  0,3 0,4 0,5

0,1 0,3 0,3
0,5 0,4 0,3


;ã)  0,4 0,5 0,1

0 0,4 0,6
0,3 0,5 0,4


.



ÏðèëîæåíèåÌåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèèÂ ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè ìíîãèå óòâåðæäåíèÿ äî-êàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-öèè. Â îñíîâíîé ÷àñòè ïîñîáèÿ òàêèå äîêàçàòåëüñòâà âñòðå÷àëèñü â � 13,34 è 55. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íàäî äîêàçàòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå S(n),çàâèñÿùåå îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà n. Ôàêòè÷åñêè ðå÷ü èäåò î áåñ-êîíå÷íîé ñåðèè óòâåðæäåíèé S(1), S(2), S(3), . . . , S(n), . . . . Ìåòîäìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ñîñòîèò â ïðîâåðêå òîãî, ÷òî:1) âûïîëíåíî óòâåðæäåíèå S(1) (ò. å. äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåð-íî ïðè n = 1);2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, áîëüøåãî 1, èç óòâåðæäå-íèé S(1), S(2), . . . , S(k − 1) âûòåêàåò óòâåðæäåíèå S(k) (ò. å. åñëèäîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . , k − 1,òî îíî âûïîëíåíî è ïðè n = k).Óòâåðæäåíèå 1 íàçûâàåòñÿ áàçîé èíäóêöèè, à óòâåðæäåíèå 2 � øà-ãîì èíäóêöèè. Â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 2 ïðåäïîëîæåíèå î òîì,÷òî óòâåðæäåíèå S(n) âåðíî ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . , k − 1, íàçûâàåòñÿïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè.Åñëè óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 áóäóò äîêàçàíû, òî òåì ñàìûì áóäåò äî-êàçàíî, ÷òî óòâåðæäåíèå S(n) âûïîëíåíî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n. Âñàìîì äåëå, ñîãëàñíî áàçå èíäóêöèè óòâåðæäåíèå S(n) âûïîëíåíî ïðè
n = 1. Ïðèìåíÿÿ øàã èíäóêöèè ïðè k = 2, ïîëó÷àåì, ÷òî îíî âûïîë-íåíî ïðè n = 2. Âíîâü ïðèìåíÿÿ øàã èíäóêöèè, íà ýòîò ðàç ïðè k = 3,çàêëþ÷àåì, ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå âûïîëíåíî è ïðè n = 3. Ïðîäîëæàÿýòîò ïðîöåññ, ìû ðàíî èëè ïîçäíî óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íàøåãîóòâåðæäåíèÿ ïðè ëþáîì íàïåðåä çàäàííîì çíà÷åíèè n.



Ïðèëîæåíèå. Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè 463Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîïóñêàåòðàçëè÷íûå ìîäè�èêàöèè. Óêàæåì äâå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëàáóþ �îðìó ïðåä-ïîëîæåíèÿ èíäóêöèè, à èìåííî � ïðåäïîëàãàòü ñïðàâåäèâîñòü íàøåãîóòâåðæäåíèÿ íå ïðè âñåõ n = 1, 2, . . . , k − 1, à òîëüêî ïðè n = k − 1. Â÷àñòíîñòè, èìåííî òàê îáñòîèò äåëî âî âñåõ äîêàçàòåëüñòâàõ â îñíîâíîé÷àñòè ïîñîáèÿ, â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-öèè. Êðîìå òîãî, âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ äîêàçàòü íåêîòî-ðîå óòâåðæäåíèå S(n) íå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, à òîëüêî äëÿ âñåõ n,íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî m (ò. å. äëÿ n = m,m+1,m+2, . . .). Â ýòîì ñëó÷àåáàçà èíäóêöèè ñîñòîèò â ïðîâåðêå ñïðàâåäëèâîñòè íàøåãî óòâåðæäåíèÿïðè n = m, à ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè � â òîì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî k, áîëü-øåãî m, íàøå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ n = m,m+1, . . . , k− 1(èëè, åñëè ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, òîëüêî ïðè n = k − 1).Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ìîäè�èêàöèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-öèè (ïðè m = 2) èñïîëüçîâàëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû â � 34.



Ëèòåðàòóðà[1℄ Àëåêñàíäðîâ Ï.Ñ. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû.Ì.: Íàóêà, 1979.[2℄ Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû.Ì.: Íàóêà, 1987.[3℄ Áåêëåìèøåâà Ë.À., Ïåòðîâè÷ À.Þ., ×óáàðîâ È.À. Ñáîðíèê çàäà÷ ïîàíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå. Ì.: Íàóêà, 1987.[4℄ Áóãðîâ ß. Ñ., Íèêîëüñêèé Ñ.Ì. Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè-÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ì.: Íàóêà, 1988.[5℄ Âàæåíèí Þ.Ì. Ëåêöèè ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è âûñøåé àëãåáðå:Ó÷åá. ïîñîáèå. Åêàòåðèíáóðã: Óð�Ó, 1999.[6℄ Âîåâîäèí Â. Â. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì.: Íàóêà, 1980.[7℄ Æèëüöîâ È.Þ., Çàìÿòèí À.Ï. Çàäà÷è ïî ëèíåéíîé àëãåáðå: Ìåòîä. ðàç-ðàá. äëÿ ñòóäåíòîâ 2 êóðñà ýêîí. �àêóëüòåòà. Åêàòåðèíáóðã: Óð�Ó, 1996.[8℄ Èêðàìîâ Õ.Ä. Çàäà÷íèê ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Ì.: Íàóêà, 1975.[9℄ Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý. �. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà. Ì.: Íàóêà, 1984.[10℄ Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý. �. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ. Ì.: Íàóêà, 1988.[11℄ Êëåòåíèê Ä. Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ì.: Íàóêà,1986.[12℄ Ìàëüöåâ À.È. Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû. Ì.: Íàóêà, 1970.[13℄ Ìîäåíîâ Ï.Ñ., Ïàðõîìåíêî À. Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåî-ìåòðèè. Ì.: Íàóêà, 1976.[14℄ Îâñÿííèêîâ À.ß. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ýêîí. ñïåöèàëüíî-ñòåé. Åêàòåðèíáóðã: Èçä-âî �óìàíèòàðíîãî óí-òà, 1997.



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 465[15℄ Îâñÿííèêîâ À.ß. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿýêîí. ñïåöèàëüíîñòåé. Åêàòåðèíáóðã: Èçä-âî �óìàíèòàðíîãî óí-òà, 1998.[16℄ Ïðîñêóðÿêîâ È.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå. Ì.: Íàóêà, 1984.[17℄ Ñåñåêèí Í.Ô. Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû: Ó÷åá. ïîñîáèå. Åêàòåðèíáóðã:Èçä-âî Óðàë. óí-òà, 1997.[18℄ Ôàääååâ Ä.Ê. Ëåêöèè ïî àëãåáðå. Ì.: Íàóêà, 1984.[19℄ Ôàääååâ Ä.Ê., Ñîìèíñêèé È.Ñ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àëãåáðå. Ì.:Íàóêà, 1977.[20℄ ×óðêèí Â.À. Æîðäàíîâà êëàññè�èêàöèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ëèíåéíûõ îïå-ðàòîðîâ: Ìåòîä. óêàç. ê íîâîìó ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ æîðäàíîâîé áàçû äëÿëèíåéíîãî îïåðàòîðà. Íîâîñèáèðñê: Íîâîñèá. ãîñ. óí-ò, 1991.



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëüÀëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòàìàòðèöû, 149Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, 181Àñèìïòîòû ãèïåðáîëû, 359Áàçà èíäóêöèè, 462Áàçèñ, 23, 24, 202, 215- îðòîãîíàëüíûé, 28, 328- îðòîíîðìèðîâàííûé, 28, 328- ïðàâûé îðòîíîðìèðîâàííûé, 32- ñòàíäàðòíûé, 203Âåêòîð, 19, 195, 211- âàëîâîãî âûïóñêà, 290, 448- äîõîäîâ, 455- åäèíè÷íûé, 23, 324- êîíå÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ, 448- ëèíåéíî âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç íà-áîð âåêòîðîâ, 197- íåîòðèöàòåëüíûé, 444- íîðìèðîâàííûé, 23, 324- íóëåâîé, 20, 196, 211- ïðîèçâîäñòâåííûõ çàòðàò, 290, 448- ïðîòèâîïîëîæíûé ê äàííîìó, 20,196, 211- ñäâèãà ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ,235Âåêòîðû- àíòèíàïðàâëåííûå, 20- êîëëèíåàðíûå, 20- êîìïëàíàðíûå, 24- îðòîãîíàëüíûå, 25, 327- ïðîòèâîíàïðàâëåííûå, 20- ñîíàïðàâëåííûå, 20Âåðøèíà- ãèïåðáîëû, 359- êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 390

- ïàðàáîëû, 364- ýëëèïñà, 355�åîìåòðè÷åñêèé- îáðàç- - ñèñòåìû óðàâíåíèé, 89- - óðàâíåíèÿ, 58, 75- ñìûñë- - âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-ðîâ, 31- - ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòî-ðîâ, 35�èïåðáîëà, 358- ðàâíîñòîðîííÿÿ, 363�èïåðáîëîèä- äâóïîëîñòíûé, 396- îäíîïîëîñòíûé, 395�ëàâíûé âåêòîð- ïëîñêîñòè, 86- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, 70Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî÷èñëà, 175Äèàãîíàëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû- ãëàâíàÿ, 14, 16, 148- ïîáî÷íàÿ, 14, 16Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî- ãèïåðáîëû, 362- ýëëèïñà, 357Äèðåêòðèñà- ãèïåðáîëû, 361- ïàðàáîëû, 364- ýëëèïñà, 357Äëèíà- âåêòîðà, 20, 324- íàïðàâëåííîãî îòðåçêà, 18



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 467Çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ �îðì,434Èçîáðàæåíèå âåêòîðà, 20Èçîìîð�èçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,217Èçîìîð�íûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñ-òâà, 217Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé âïðîñòðàíñòâå, 94Êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íîé�îðìû, 433Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå- ãèïåðáîëè÷åñêîãî- - ïàðàáîëîèäà, 398- - öèëèíäðà, 388- ãèïåðáîëîèäà- - äâóïîëîñòíîãî, 396- - îäíîïîëîñòíîãî, 395- ãèïåðáîëû, 358- êîíóñà, 391- ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà, 389- ïàðàáîëû, 363- ïëîñêîñòè, 80- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, 62, 64- ýëëèïñà, 354- ýëëèïñîèäà, 393- ýëëèïòè÷åñêîãî- - ïàðàáîëîèäà, 397- - öèëèíäðà, 388Êàñàòåëüíàÿ ê- ãèïåðáîëå, 377- ïàðàáîëå, 377- ýëëèïñó, 377Êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà, 423- èìåþùàÿ êàíîíè÷åñêèé âèä, 427- îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, 442- ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, 437- ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ 2-ãî ïî-ðÿäêà, 400Êâàäðèêà- â ïðîñòðàíñòâå, 400- íà ïëîñêîñòè, 366Êîìïëåêñíîå ÷èñëî, 175

- â àëãåáðàè÷åñêîé �îðìå, 176- â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé �îðìå, 182- êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê äàííî-ìó, 180- ÷èñòî ìíèìîå, 181Êîìïîíåíòû âåêòîðà, 195Êîíóñ, 391Êîîðäèíàòíîå óðàâíåíèå- ëèíèè íà ïëîñêîñòè, 58- ïëîñêîñòè, 79- ïîâåðõíîñòè, 75- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, 63Êîîðäèíàòíûå- ïëîñêîñòè, 40- óðàâíåíèÿ- - ëèíèè â ïðîñòðàíñòâå, 89- - ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå, 93Êîîðäèíàòû- âåêòîðà, 23, 24, 205, 219- òî÷êè, 40, 327Êîðåíü n-íîé ñòåïåíè èç êîìïëåêñíî-ãî ÷èñëà, 185Êðàòíîñòü êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà, 188Êðèâàÿ 2-ãî ïîðÿäêà, 366Êðèòåðèé- êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ, 22, 30- êîìïëàíàðíîñòè âåêòîðîâ, 33- îáðàòèìîñòè ìàòðèöû, 275- îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ, 26- ïðèâîäèìîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðàê äèàãîíàëüíîìó âèäó, 305- ïðîäóêòèâíîñòè ìàòðèöû, 449, 452,453-Ñèëüâåñòðà, 439- ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé, 249Ëèíåéíàÿ- çàìåíà ïåðåìåííûõ, 425- - íåâûðîæäåííàÿ, 425- - îáðàòíàÿ ê äàííîé, 426- êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ, 197, 215- - íåòðèâèàëüíàÿ, 197- - òðèâèàëüíàÿ, 197- îáîëî÷êà íàáîðà âåêòîðîâ, 223



468 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü- �îðìà ìëàäøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ2-ãî ïîðÿäêà, 400Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, 235- çàäàííîå ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé, 235Ëèíåéíûå îïåðàöèè íàä- âåêòîðàìè, 18, 195, 211- ìàòðèöàìè, 212Ìàòðèöà, 12- âåðõíåòðåóãîëüíàÿ, 159- âûðîæäåííàÿ, 165- äèàãîíàëüíàÿ, 148- åäèíè÷íàÿ, 148- êâàäðàòè÷íîé �îðìû, 424- - ñòàðøèõ ÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ 2-ãîïîðÿäêà, 400- êâàäðàòíàÿ, 13- êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ, 170, 240- ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 293- ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, 425- íåâûðîæäåííàÿ, 165- íåîòðèöàòåëüíàÿ, 444- íèæíåòðåóãîëüíàÿ, 159- íóëåâàÿ, 139, 213- îáìåíà, 455- îáðàòèìàÿ, 275- îáðàòíàÿ ê äàííîé, 275- ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ñ äàííîé, 283- ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãî-ìó, 44, 208- ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, 46- ïîòðåáëåíèÿ, 448- ïðîäóêòèâíàÿ, 448- ñèììåòðè÷åñêàÿ, 240, 343- ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 143- - îñíîâíàÿ, 143- - ðàñøèðåííàÿ, 143- ñêàëÿðíàÿ, 241- ñòîõàñòè÷åñêàÿ, 455- ñòóïåí÷àòàÿ, 139- òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê äàííîé, 158- òðåóãîëüíàÿ, 159- öåëî÷èñëåííàÿ, 285Ìàòðè÷íàÿ çàïèñü, 400

- êâàäðàòè÷íîé �îðìû, 425- ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ, 426- ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 267- óðàâíåíèÿ êâàäðèêè â ïðîñòðàí-ñòâå, 400Ìàòðè÷íûå åäèíèöû, 216Ìåòîä- âûäåëåíèÿ ïîëíûõ êâàäðàòîâ, 429- �àóññà, 131�149- �àóññà�Æîðäàíà, 138�149-Ëàãðàíæà, 429- ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, 462Ìèíîð, 151- ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó ýëåìåí-òó êâàäðàòíîé ìàòðèöû, 151- óãëîâîé, 439Ìíèìàÿ- åäèíèöà, 176- ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, 175Ìîäåëü-Ëåîíòüåâà, 448- ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëè, 455- ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà, 448Ìîäóëü- âåêòîðà, 20- êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, 181- íàïðàâëåííîãî îòðåçêà, 18Íàáîð âåêòîðîâ- ëèíåéíî- - çàâèñèìûé, 197, 215- - íåçàâèñèìûé, 197, 215- îðòîãîíàëüíûé, 327- îðòîíîðìèðîâàííûé, 327Íàïðàâëåííûå îòðåçêè- àíòèíàïðàâëåííûå, 19- êîëëèíåàðíûå, 18- ïðîòèâîíàïðàâëåííûå, 19- ñîíàïðàâëåííûå, 18Íàïðàâëåííûé îòðåçîê, 18- íóëåâîé, 18- ïðîòèâîïîëîæíûé ê äàííîìó, 18Íàïðàâëÿþùàÿ- êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 390- öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 384



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 469Íàïðàâëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ëè-íåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, 235Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð- ïëîñêîñòè, 82- ïðÿìîé, 66, 94Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò, 40Íåèçâåñòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé- îñíîâíûå, 136, 251- ñâîáîäíûå, 136, 251- ñâÿçàííûå, 136, 251Íåðàâåíñòâî-Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, 325- òðåóãîëüíèêà, 326Íîðìàëüíûé âåêòîð- ïëîñêîñòè, 82- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, 66Íîðìèðîâàíèå âåêòîðà, 23, 324Íóëü-âåêòîð, 20, 196Îáðàç ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 310Îáðàçóþùèå- êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 390- öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 384Îáùåå óðàâíåíèå- ïëîñêîñòè, 79- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè, 63Îáùèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñò-ðàíñòâå, 93Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðà-âíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîéíåîäíîðîäíîé ñèñòåìå, 127Îïåðàòîð, 289- äèàãîíàëèçèðóåìûé, 305- äè��åðåíöèðîâàíèÿ, 316- åäèíè÷íûé, 292- ëèíåéíûé, 291- íóëåâîé, 292- îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ,342- ïðèâîäèìûé ê äèàãîíàëüíîìó âèäó,305- ïðîåêòèðîâàíèÿ, 292- ïðîñòîé ñòðóêòóðû, 305- ðàñòÿæåíèÿ, 291

- ñàìîñîïðÿæåííûé, 342- ñèììåòðè÷åñêèé, 342- òîæäåñòâåííûé, 292Îïðåäåëèòåëü, 149- 1-ãî ïîðÿäêà, 149- 2-ãî ïîðÿäêà, 13- 3-ãî ïîðÿäêà, 15- Âàíäåðìîíäà, 170- êðàìåðîâñêîé ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé, 161-Øòóðìà, 351Îðòîãîíàëüíàÿ- ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïîäïðîñòðà-íñòâî, 337- ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà îòíîñèòå-ëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà, 337Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðî-ñòðàíñòâà, 335Îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà, 335Îñè êîîðäèíàò, 40Îñíîâíàÿ- òåîðåìà âûñøåé àëãåáðû, 187- ÷àñòü ðàñøèðåííîé ìàòðèöû ñèñòå-ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 143Îñü- àáñöèññ, 40- àïïëèêàò, 40- îðäèíàò, 40Îòîáðàæåíèå- âçàèìíî îäíîçíà÷íîå, 217- �íà�, 217Ïàðàáîëà, 363Ïàðàáîëîèä- ãèïåðáîëè÷åñêèé, 398- ýëëèïòè÷åñêèé, 397Ïàðàìåòð ïàðàáîëû, 364Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ- ëèíèè- - â ïðîñòðàíñòâå, 91- - íà ïëîñêîñòè, 59- ïëîñêîñòè, 81- ïîâåðõíîñòè, 76- ïðÿìîé- - â ïðîñòðàíñòâå, 93



470 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü- - íà ïëîñêîñòè, 65Ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ, 227Ïîâåðõíîñòü- 2-ãî ïîðÿäêà, 400- êîíè÷åñêàÿ, 390- öèëèíäðè÷åñêàÿ, 384Ïîäïðîñòðàíñòâî, 221- íàòÿíóòîå íà íàáîð âåêòîðîâ, 223- ïîðîæäåííîå íàáîðîì âåêòîðîâ, 223Ïîëóîñü- ãèïåðáîëû- - äåéñòâèòåëüíàÿ, 359- - ìíèìàÿ, 359- ýëëèïñà- - áîëüøàÿ, 355- - ìàëàÿ, 356Ïîëóïëîñêîñòü, 71Ïîëóïðîñòðàíñòâî, 87Ïîðÿäîê- êâàäðàòíîé ìàòðèöû, 13- ìàòðèöû, 12- ìèíîðà, 151Ïðàâèëî-Êðàìåðà, 14, 17, 162- òðåóãîëüíèêîâ, 16Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, 462Ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàí-ñòâî, 233Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ- âåêòîðíîå, 29- ñêàëÿðíîå, 25, 321- ñìåøàííîå, 33Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü- îáìåíà, 455- ïðîèçâîäñòâà, 448Ïðîñòðàíñòâî- âåêòîðíîå, 211- åâêëèäîâî, 322- êâàäðàòíûõ ìàòðèö, 214- êîíå÷íîìåðíîå, 215- ëèíåéíîå, 211- ìàòðèö, 214- ìíîãî÷ëåíîâ, 212- - ñòåïåíè íå âûøå n, 212-n-ìåðíîå, 220

- íóëåâîå, 214- ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ óðàâíåíèé, 214-Rn, 196- ñòðîê äëèíû n, 196-�óíêöèé, 212Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, 329�331Ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ, 231Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå ïîâåð-õíîñòè, 410�àäèóñ-âåêòîð òî÷êè, 40�àçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ- ïî ñòîëáöó, 55, 159- ïî ñòðîêå, 17, 51�52, 150, 156�àçìåð ìàòðèöû, 12�àçìåðíîñòü- âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, 220- ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, 238�àíã- êâàäðàòè÷íîé �îðìû, 433- ìàòðèöû, 248- - ïî ìèíîðàì, 245- - ïî ñòîëáöàì, 245- - ïî ñòðîêàì, 245- íàáîðà âåêòîðîâ, 225�àññòîÿíèå- ìåæäó- - âåêòîðàìè â åâêëèäîâîì ïðî-ñòðàíñòâå, 326- - òî÷êàìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-ñòâå, 327- îò âåêòîðà äî- - ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, 339- - ïîäïðîñòðàíñòâà, 337�åïåð, 40�åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-íèé, 127- íóëåâîå, 128- îáùåå, 130- ÷àñòíîå, 127Ñèñòåìà- êîîðäèíàò, 40



Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü 471- - ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà, 40- ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 127- - êðàìåðîâñêàÿ, 161- - ëåñòíè÷íàÿ, 132- - íåîäíîðîäíàÿ, 127- - íåñîâìåñòíàÿ, 127- - îäíîðîäíàÿ, 127- - ñîâìåñòíàÿ, 127- - ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ìàòðè-öå, 144- îáðàçóþùèõ, 202Ñêàëÿðíûé êâàäðàò âåêòîðà, 26, 324Ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû, 283Ñëîæåíèå- âåêòîðîâ, 21, 195, 211- êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, 175- ìàòðèö, 212- íàáîðîâ ÷èñåë, 128Ñîáñòâåííîå- çíà÷åíèå- - ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 299- - ìàòðèöû, 444- - îòíîñÿùååñÿ ê äàííîìó ñîáñò-âåííîìó âåêòîðó, 299- ÷èñëî- - ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 299- - ìàòðèöû, 444Ñîáñòâåííûé âåêòîð- ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 299- ìàòðèöû, 445- îòíîñÿùèéñÿ ê äàííîìó ñîáñòâåííî-ìó çíà÷åíèþ, 299Ñòîëáåö, 13- äëèíû n, 13Ñòðîêà, 13- äëèíû n, 13Ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ, 227Òåîðåìà- �àóññà, 187-Êðàìåðà, 14, 17, 162-Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, 249- î ðàçëîæåíèè âåêòîðà ïî áàçèñó, 23,24, 205, 219- î ðàíãå ìàòðèöû, 247

- îá èçîìîð�èçìå êîíå÷íîìåðíûõâåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, 220-Ôðîáåíèóñà�Ïåððîíà, 445Òðîéêà âåêòîðîâ- ëåâàÿ, 29- îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ, 29- ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ, 29- ïðàâàÿ, 29Óãîë ìåæäó- âåêòîðàìè, 25, 325- âåêòîðîì è- - ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì, 339- - ïîäïðîñòðàíñòâîì, 338Óìíîæåíèå- âåêòîðà íà ÷èñëî, 22, 195, 211- êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, 175- ìàòðèö, 259- ìàòðèöû íà ÷èñëî, 212- íàáîðà ÷èñåë íà ÷èñëî, 128Óðàâíåíèå- 1-ãî ïîðÿäêà, 61, 77, 126- 2-ãî ïîðÿäêà, 366, 399- ëèíåéíîå, 126- ìàòðè÷íîå, 268- ïëîñêîñòè- - â îòðåçêàõ, 82- - ïî òðåì òî÷êàì, 81- ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè- - â îòðåçêàõ, 66- - ïî äâóì òî÷êàì, 65- - ñ óãëîâûì êîý��èöèåíòîì, 64Óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå ïîäâóì òî÷êàì, 94Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî- ãèïåðáîëû, 361- ýëëèïñà, 356Ôîêàëüíûå ðàäèóñû- ãèïåðáîëû, 360- ýëëèïñà, 356Ôîêóñ- ãèïåðáîëû, 359- ïàðàáîëû, 364- ýëëèïñà, 356



472 Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëüÔîðìóëà- �áàö ìèíóñ öàá�, 55-Ìóàâðà, 184Ôóíäàìåíòàëüíûé íàáîð ðåøåíèé îä-íîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé, 250Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí- ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 304- ìàòðèöû, 303, 453Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå- ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 304- ìàòðèöû, 303Öèëèíäð- ãèïåðáîëè÷åñêèé, 388- ïàðàáîëè÷åñêèé, 389- ýëëèïòè÷åñêèé, 387Øàã èíäóêöèè, 462Ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé, 132Ýêñöåíòðèñèòåò- ãèïåðáîëû, 360- ýëëèïñà, 356Ýëåìåíò ìàòðèöû, 12Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ- ìàòðèöû, 139- ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, 131Ýëëèïñ, 354Ýëëèïñîèä, 393ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, 310



Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé Ìíîæåñòâà
x ∈ X � ýëåìåíò x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó X .
X ⊆ Y � ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå Y .
{x1, x2, . . . , xn} � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ x1, x2, . . . , xn.
{x ∈ X | P(x)} � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ x èç ìíîæåñòâàX , îáëàäàþùèõñâîéñòâîì P .
R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
R+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
C � ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
f : X 7−→ Y � f åñòü îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y .Âåêòîðíàÿ àëãåáðà. Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè
~0 � íóëü-âåêòîð.
~a = (a1, a2) � âåêòîð ~a íà ïëîñêîñòè èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå êîîðäèíàòû

a1, a2.
~a = (a1, a2, a3) � âåêòîð ~a â ïðîñòðàíñòâå èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå êîîð-äèíàòû a1, a2, a3.
~a ‖ ~b � âåêòîðû ~a è ~b êîëëèíåàðíû.
~a ⇈ ~b � âåêòîðû ~a è ~b ñîíàïðàâëåííû.
~a ↑↓ ~b � âåêòîðû ~a è ~b àíòèíàïðàâëåííû.
~a ⊥ ~b � âåêòîðû ~a è ~b îðòîãîíàëüíû.
|~a| � äëèíà (ìîäóëü) âåêòîðà ~a.
(~̂a,~b) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~a è ~b.
~a~b èëè (~a,~b) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b.
~a×~b èëè [~a,~b] � âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a è ~b.
~a~b~c èëè (~a,~b,~c) � ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ~a, ~b è ~c.
(O; ~b1,~b2) � ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè, ñîñòîÿùàÿ èç íà÷àëà êîîð-äèíàò O è áàçèñà ~b1,~b2.
(O; ~b1,~b2,~b3) � ñèñòåìà êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå, ñîñòîÿùàÿ èç íà÷àëàêîîðäèíàò O è áàçèñà ~b1,~b2,~b3.
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M(x, y) � òî÷êà M íà ïëîñêîñòè èìååò â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàòêîîðäèíàòû x, y.
M(x, y, z) � òî÷êàM â ïðîñòðàíñòâå èìååò â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàòêîîðäèíàòû x, y, z.
|AB| � äëèíà îòðåçêà AB.
d(M, ℓ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïðÿìîé ℓ.
d(M,σ) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî ïëîñêîñòè σ.Ìàòðèöû
(aij) � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ aij .
εij � ìàòðèöà, â êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò 1,à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0.
E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
O � íóëåâàÿ ìàòðèöà.
|A| èëè detA � îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû A.
trA � ñëåä êâàäðàòíîé ìàòðèöû A.
A−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê A.
Mij � ìèíîð êâàäðàòíîé ìàòðèöû, ïîëó÷åííûé ïðè âû÷åðêèâàíèè åå i-éñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.
Aij � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà êâàäðàòíîé ìàòðèöû A, ñòîÿ-ùåãî íà ïåðåñå÷åíèè åå i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà.
A∗ � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ ìàò-ðèöû A (åñëè A = (aij), òî A∗ = (Aij)).
A⊤ � ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A.
r(A) � ðàíã ìàòðèöû A.
A ∼ B � ìàòðèöà B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ êî-íå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
(A|B) � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïðèïèñûâàíèåì ìàòðèöû B ê ìàòðèöå Añïðàâà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A è B èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî ñòðîê).Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
i � ìíèìàÿ åäèíèöà.
|x| � ìîäóëü ÷èñëà x.
arg(x) � àðãóìåíò ÷èñëà x.
x � ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ê ÷èñëó x.Âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Rn � ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû n.
~e1, ~e2, . . . , ~en èëè E � ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Rn.
Poln � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n îò îäíîé ïåðåìåííîé.
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Matm,n � ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ïîðÿäêà m× n.
dimV � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà V .0 � íóëåâîé âåêòîð.
x = (x1, x2, . . . , xn) � âåêòîð x èìååò â íåêîòîðîì áàçèñå êîîðäèíàòû

x1, x2, . . . , xn.
XF � ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà x â áàçèñå F .
TFG � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà F ê áàçèñó G.
〈a1, a2, . . . , ak〉 � ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè a1, a2, . . . , ak.
M1 +M2 � ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2.
M1 ⊕M2 èëè M1 ∔M2 � ïðÿìàÿ ñóììà ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2.
M1 ∩M2 � ïåðåñå÷åíèå ïîäïðîñòðàíñòâ M1 è M2.
x0 +M � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ñ âåêòîðîì ñäâèãà x0 è íàïðàâëÿþùèìïîäïðîñòðàíñòâîì M . Ëèíåéíûå îïåðàòîðû
E � òîæäåñòâåííûé (åäèíè÷íûé) ëèíåéíûé îïåðàòîð.
O � íóëåâîé ëèíåéíûé îïåðàòîð.
AF � ìàòðèöà îïåðàòîðà A â áàçèñå F .
ImA � îáðàç îïåðàòîðà A.
KerA � ÿäðî îïåðàòîðà A.Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâàab èëè (a,b) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b.
|a| � äëèíà âåêòîðà a.
ρ(a,b) � ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè a è b.
(â,b) � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b.
ρ(x, S) � ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x äî ïîäïðîñòðàíñòâà èëè ëèíåéíîãî ìíî-ãîîáðàçèÿ S.
(x̂, S) � óãîë ìåæäó âåêòîðîì x è ïîäïðîñòðàíñòâîì èëè ëèíåéíûì ìíî-ãîîáðàçèåì S.
S⊥ � îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà S.
xS � îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà x íà ïîäïðîñòðàíñòâî S.
xS⊥ � îðòîãîíàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàí-ñòâà S.
PS � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâî S.Êâàäðèêè íà ïëîñêîñòè
a � áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà èëè äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü ãèïåðáîëû.
b � ìàëàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà èëè ìíèìàÿ ïîëóîñü ãèïåðáîëû.
c � ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó �îêóñàìè ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû.
e � ýêñöåíòðèñèòåò ýëëèïñà èëè ãèïåðáîëû.
p � ïàðàìåòð ïàðàáîëû.
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